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بكاربرده شده در اسلايد  Fontلازم به تذكـــــر است به جهت اين كه م

مي باشد خواهشمنديم قبل از نمايش اسلايـــدها    B Nnazaninها 

.موجود مي باشد اقدام نماييد CDمذكور كه در  Fontبه نصب 



درس عددی:نــام 1آناليز رس ی   :م      1يز 
واحد4    :تعداد واحد
1كتاب آناليز عددي    :منبع درس

  دكتر اسماعيل بابليان     :مؤلـف
محسن ساعدي    :تهيه كننده

ا
نناش ا انشگا

پــــــــايه   :نوع درس
دانشگاه پيـــــام نور   :ناشــــر



خطاها:        فصل اول اول ل
اسلايد مي باشد  104شامل  

حل معادلات غير خطي        :فصل دوم
اسلايد مي باشد  90شامل 

حل معادلات چند جمله اي        :فصل سوم
اسلايد مي باشد33شامل

درونيابي:     چهارم  فصل
ل اش94شا لا ا اسلايد مي باشد  94شامل 



مشتق گيري وانتگرالگيري:       پنجم فصل
اسلايد مي باشد  105شامل 

حل عددي معادلات ديفرانسيل:       ششم فصل
ل اش25شا لا ا اسلايد مي باشد  25شامل 



براي تعيين جواب يا جوابهاي يك مسئله واقعي بايد مدل رياضي آن را بسازيم  

مقدمه

م ز ر ن ي ر ل ي و ي ه و و ن ي ر
و پس از تعيين راه حلي مناسب براي رسيدن به جواب، با انجام محاسبات لازم 

يم آو دست به ا متفاوتجواب انواع كه آيد م ش پ خطاهاي ايند ف اين د در اين فرايند خطاهايي پيش مي آيد كه انواع متفاوت .جواب را به دست آوريم
آشنايي با منشاء اين خطاها ، نحوه بروز آنها و كنترل آنها موضوع اين . دارند

.فصل است



كلهدفهاي كليهدفهاي

شناخت منابع خطاوتشخيص آنها در هر مسئله1)

بررسي منابع خطاو راه هاي كمينه سازي آنها2)

شناخت انواع خطاها ورابطه آنها با دقت يك تقريب3)

عددي4) ات محاس د خطاها شد از ي جلوگ جلوگيري از رشد خطاها در محاسبات عددي4)

شناخت روش هاي محاسبه پايدار وناپايدار5)

.محاسبه مقدار تقريبي توابع6)



رفتاريهدفهاي رفتاريهدفهاي

:دانشجو پس از مطالعه اين فصل بايد بتواند 

منشا خطاهارا در يك مسئله واقعي تعيين كند1)

بسط اعدادرا در مبناهاي مختلف بنويسدوازبسط اعشاري يك عدد، تقريبي2)2)
.مناسب انتخاب كند

انواع خطاها رابشناسد و ارتباط آنهارابادقت يك تقريب بداند3)

حداقل4) خطاها شد ساندكه انجام وبه ب ت ت چنان ا عمل ه محاس يك يك محاسبه عملي را چنان تر تيب وبه انجام رساندكه رشد خطاها حداقل4)
.باشد 

.محاسبه توابع وسري هارا با حداقل خطا وعمليات انجام دهد5)5)



خطاي مدل )الف
اين خطا شامل صرفنظر كردنها، چشم پوشيها و ساده نويسيها جهت تعيين مدل رياضي  

.مسئله است

خطاي داده ها )ب
.اين خطا به هنگام اندازه گيري و برآورد مفروضات مسئله پيش مي آيد

خطاي نمايش اعداد )پ
از اين رو، . نمايش اعشاري يا دودوئي اكثر اعداد با تعدادي متناهي رقم امكان پذير نيست

.انتخاب تعدادي متناهي از ارقام بسط يك عدد سبب اين خطا مي شود و ي ن م ر ز ي



خطاي اعمال حسابي )ت
خا ا ا ق ا ا ا ا ا ل ا ال ا ض ل حاصل بعضي اعمال بر دو عامل عددي داراي تعداد نامتناهي رقم است و انتخاب ا

.تعدادي متناهي از اين ارقام سبب اين خطا مي شود

.روشهاي عددي عموما تكراري هستند و تقريبي از جواب دقيق را به دست مي دهند
آ

خطاي روش )ث

ه111 ت

.دقت اين تقريب به نوع روش و مرحله توقف آن بستگي دارد

تبصره1-1-1
منظور كنيم يك اشتباه 233، آن را 233اگر ضمن انجام عمليات بر روي عدد 

همچنين اشكالاتي كه در اثر تغيير ناگهاني وشديدولتاژ.مرتكب شده ايم نه خطا
وبعضاً موجب نتايج عددي غلط مي شودرا خطا . برق براي كامپيوتر پيش مي آيد

.در اين فصل تنها به بررسي خطاها مي پردازيم .نمي ناميم



از پنج منبع خطايي كه ذكر شد خطاي مدل و خطا ي داده ها به نوع مســـئله

وافرادي كه دررشته هاي مختلف به تعيين مدل مسئله مي پردازند.بستگي دارند

تند ه ا آن ل تئ ا دد ز آنال ه ط د خطا ه ا ا .اما، سه خطاي بعدي مربوط به آناليز عددي است.مسئول آنها هستند

در اين فصل خطاي نمايش اعدادوخطاي اعمال حسابي را موردبررسي دقيق قرار

معمولاًخطاي هرروش هنگام بررسي آن روش موردبحث قرار مي گيرد.مي دهيم 

.وكران بالايي براي خطاي جواب هاي تقريبي به دست مي آيد



نمايش اعداد 1-2
در اكثر مسائل، كه درآنها جواب عددي مورد نظر است،معمولاً تعداد عملــيات 

ونوع آنها به گونه اي است كه انجام آنها با دست وبه كمك قلم وكاغذ بســـيار 

ت ا ك غ گاه اششكل از ائل دد ا ت ا براي تعيين جواب عددي مسائل از ماشـــــين .مشكل وگاهي غير ممكن است

حساب يا كامپيوتر استفاده مي شود، كه از اين به بعد به آنها وسايل محاسباتي 
.مي گوييم

توسط ماشين) اصم(همانطوركه مي دانيدكاربا كسرهاي متعارفي واعداد گنگ

البته كار باكسرها به طور محـــدود در ماشين(حساب و كامپيوتر عملي نيست

.،ولي براحتي مي توان با اعداد اعشاري كار كرد)حساب هاامكان دارد



بسط اعشاري اعداد1-2-1
منظور از بسط اعشاري يك عدد مثبت نمايش آن به شكل 

1mm 

است كه در آن
...10a10a m

1m
m

m  

9azma  oo 9a,zm,a im  oo

مثلا،. بسط فوق براي اعداد صحيح و اعشاري راحت است
1071041031022347 123 

311 109104107103409/37   

اما براي اعداد كسري و كنگ بايد وجود و نحوه  به دست آوردن بسط اعشاري 
دهيم توضيح حقيقا دد ع ه اي ب ي اعشا بسط يكتاي و وجود د مو د در مورد وجود و يكتايي بسط اعشاري براي هر عــدد حقيقي .را توضيح دهيم

.مثبت قضيه زير را داريم



قضيه 1-2-2

...10a10aA
1

1

m
m

m
m 





:عددي حقيقي و مثبت باشد داراي بسط اعشاري منحصر به فرد زير استAاگر

1

0a,9a0كه در آن                        و بي نهايت بار          شرط بي نهايت بار  mi 9a.
i
9a.

i


    :براي يكتائي بسط لازم است زيرا ، طبق فرمول حد مجموع يك سري هندسي داريم

1
1/01

9/0...009/00/09/0...999999/0 




اشت ا خ شا ا ط د ا ا ا ذك ط ش همچنين . يعني اگر شرط مذكور را بر داريم براي عدد دو بسط اعشاري خواهيم داشتاگ
.داريم

269999/027/0449999/045/0 ...269999/027/0,...449999/045/0 



داراي دو بسط اعشاري ) با تعدادي متناهي رقم(و بطور كلي ، هر عدد اعشاري مختوم 
.خواهد بود

مثال 1-2-3
بو و

142857/3
7
22,6/0...6666/0

3
2



از قا142857نظ ا ته د كه ت ا ا142857آن ت ت ت ن ه ا ، با همين ترتيب ، مرتبا142857آن است كه دسته ارقام142857منظور از
.6تكرار مي شوند، همچنين در مورد 

6/4
5
23,237/15

198
3017...,4142/12 

23222             ,بسط .  در مثالهاي بالا بسط      مختوم و بسط بقيه اعداد نامختوم است

به قضيه زير و (نامختوم و متناوب است اما بسط      نامختوم است ولي متناوب نيست
5

2

3
2,

7
22

198
3017

).نتيجه آن توجه كنيد



قضيه 1-2-4
شا ا ط اشAاگ ا خ نا ا اAخ گ ك . يك عدد گوياستAمختوم يا نامختوم و متناوب باشد ،Aاگر بسط اعشاري عدد

برهان
مثلا،. مختوم باشد Aابتدا فرض مي كنيم كه بسط اعشاري 

ق قا ا آ اAك قا ا

n21m21 b...bb/a...aaA 

aaabbb .           و              ارقام بعد از مميز هستند Aكه در آن                 ارقام قسمت صحيح
:با اين توضيحات داريم

m2 a,...a,a
1nbbb ,...2,1

n21m21 b...bb/0a...aaA  n21m21

n
n21

n21m21 10
b...bbb...bb/0a...aaA 

n
n21m21

n

10
b...bba...aa10A 





.گويـــاست Aچون صورت و مخرج كسر اعداد صحيح هستند 

مثلا. نامختوم و متناوب باشد Aحال فرض كنيد بسط اعشاري 

k21n21m21 c...ccb...bb/a...aaA 

توجــه كنيد كه ممكن  (طبق قرارداد قبلي ارقام             مرتبا تكرار مي شوند 
از ). صفر باشدكه در  ايـن صورت            يا          وجــود نخواهـــد داشتnياmاست

k21 c...cc

m1 a...an1 b...b وي و وج ي ور ن ي ر ب ز)ر
:نتيجه مي شود) 7.1(

k21n21m21 c...ccb...bb/a...aaA 



:ضمنا داريم
 11




  ...

1010
c...ccc...cc k2kk21k21

حد مجموع سري داخل پرانتز برابر است با
110

1
11

10
1

k

k

k





10k

بنابراين،
c...ccccc k21

در نتيجه ،
18

110
c...cc k

k21
k21 


c...ccbbb/A k21 )1.8(

)چرا؟. (گوياستAكه نشان مي دهد
 11010

b...bb/a...aaA kn
k21

n21m21 


.نتيجه مهم زير را به دست مي دهد4-2-1عكس نقيض قضيه



نتيجه 5-2-1
.عددي كنگ باشد بسط اعشاري آن نامختوم است ولي متناوب نيست Aاگر 

نا ي اعشا عدد يك اوي م ك نوشتن شود م ح مط ت ق اين د كه ائل م از يكي از مسائلي كه در اين قسمت مطرح مي شود نوشتن كسر مساوي يك عدد اعشاري نا يك
.نحوه به دست آمدن اين كسر در قضيه زير آمده است. مختوم و متناوب است 

قضيه1-2-6
k1n1/m1 c...cb...ba...aA 

ي

آنگاهاگر                                               

)1.9(0...900...999
b...bc...cb...ba...aA n1k1n1

m1




K تا n  تا



برهان
:4-2-1 قضيه بنابر

k1 c...cbb/0bb/0 

  bbbb10bb/1010 knkn 

 110n
k1

n1k1n1 k

10
b...b/0c...cb...b/0




 
   

 
b...bc...cb...b

10
b...bc...cb...b10

11010
c...cb...b/1010

n1k1n1

110n
n1k1n1

k

kn
k1n1

nkn

k













 

 11010 kn 


.واضح است كه ،                                    و حكم ثابت شده است   0...00...9...9911010 kn 

Kتا nتاK n 



مثال1-2-7
.كسر مربوط به عدد اعشاري       را به دست آوريد -1

رابطه :داريم)8.1(بنابر



70/3

:داريم)8.1(بنابر رابطه

  90
277

90
73

11010
70/370/3 





):9.1(و يا بنابر رابطه 
90

277
90

00737/3 





.كسري را به دست آوريد كه بسط اعشاري آن               باشد -2 

732/15

:داريم 6-2-1با توجه به قضيه 

37,2,2,15,2 21121  cckbnaam



471523515223715732/15):9.1(بنابر 



 بر )(ب

198
3017

198
15

990
15

990
15732/15





2بسط اعداد در مبناي  1-3
نشان مي دهند كه بسط اعشاري تمامي اعداد كنگ و   5-2-1و نتيجه  4-2-1قضيه 

است نامختوم گويا اعداد مبناي.بسياري در كه ديد خواهيد بخش اين اين2در از وضع وضع از اين  2در اين بخش خواهيد ديد كه در مبناي . بسياري اعداد گويا نامختوم است 
.نامختوم است 2به اين معنا كه بسط اكثر اعداد اعشاري مختوم در مبناي ! هم بدتر است



ا ا ا 2بسط اعداد صحيح در مبناي1-3-1

يك روش، تقسيمات متوالي و كنار هم گذاشتن باقيمانده هاست، كه همه با آن آشنا 

در اينجا .اما ، اين روش قابل تعميم به اعداد غير صحيح نيست.هستيد

ن غ ا ا ت ل قا ك ك ائ ا ثال ط ا .  روشي را، طي چند مثال ، ارائه مي كنيم كه قابل تعميم به اعداد غير صحيح نيز هستش

ناي د ا ي اعشا اعداد ان ت آن از تفاده ا ا د2ن آ ت د ه ز ن .نيز به دست آورد2يعني، با استفاده از آن مي توان اعداد اعشاري را در مبناي



مثال1-3-2
:ببريد 2را به مبناي  39عدد  -1

از كه صورت به عدد نيست39بزرگترين باشدبيشتر نويسيم.مي مي لذا k252 لذا مي نويسيم.مي باشد  بيشتر نيست39بزرگترين عدد به صورت    كه از  22

7239 5 

پس،. بيشتر نيست    است 7همچنين بزرگترين عدد بصورت     كه از  k222
32239 25 

ضمنا واضح است كه  


1

2
125 100111222239  

 223 1

.)كه وجود نداشته باشد در بسط عدد رقم صفر منظور مي شود2براي هر تواني از(



.بنويسيد 2را در مبناي  48عدد  -2

:طبق آنچه در مثال قبل عمل شد داريم

2
455 1100002216248 

.بنويسيد2عدد        را در مبناي-3

را كه كمتر از      باشد به دست مي آوريم با توجه  باز هم بزرگترين عدد به صورت 

75/0

k275/0 ور ب رين بزر م ز وجب ب آوريم ي ت ب ب از ر م را
5/0به اينكه                  مي نويسيم،

2
12 1 

25/0275/0 1  25/0275/0 

25/0
4
12 2 در ضمن                         پس:

2
21 11/2275/   



.بنويسيد2را در مبناي625/9عدد-4

2
33 100122129  

:بنابر مثالهاي قبل داريم
2100122129 

2
31 101/022125/05/0625/0  

2

بنابراين
2101/1001625/9 

-1كافي است كه جدول 2بنابر آنچه در مثالهاي بالا ديديد براي بردن يك عدد به مبناي
.از اعداد را در نظر داشته باشيم و طبق آنچه گفته شد عمل كنيم 2
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به . اما، بردن اعداد اعشاري به مبناي دو هميشه به سادگي مثالهاي بالا نيست 

.مثال بعدي توجه كنيد

ا5 ا .عدد        را در مبناي دو بنويسيد-5

:داريم2-1با توجه به جدول

34/0

0275/00625/025/009/025/034/0 

م

011875/0015625/00625/025/0 

 2642 ...010101/0...222  



ي34/0همانطور كه از مثال بالا پيداست معلوم نيست كه بسط      درمبناي دو مختوم است يا  وم و ي ب ر ب ي وم پي ب ل ز ور
نامختوم ، و اگر نامختوم است متناوب است يا نه، در ضمن در هر مرحله پيدا كردن 

ل د از تفاد ا ا د ق افتن اند ت12اق ن ت ا شكا ز د در زير روش  . ، كار راحتـــي نيست2-1باقيمانده و يافتن رقم بعد ، با استفاده از جدول
.آسانتري براي تعيين بسط اعداد در مبناي دو ارائه ميكنيم

بسط اعداد در مبناي دو 1-3-3
را در مبناي  1و  0در اين قسمت روشي را شرح مي دهيم كه به سادگي بسط هر عدد بين

دو به دست مي دهد و به راحتي قابل تعميم به تعيين بسط يك عدد حقيقي در مبناي 
از همه مهمتر اينكه اين روش تكــراري است و با . است كه در آن                 Rدلخواه 

. طبيعت كامپيوتــــر بعنوان وسيله اي سريع براي انجام كارهاي تكـــراري سازگار است
NR1 



را كه Aبا توجه به مطالب بالا، كافي است بسط 

:فرض كنيد بسط مورد نظر چنين باشد.در مبناي دو به دست آوريم
1A0 

وريم ب و ي ب بر ين چ ر ور ب ي رض

ديگ ت ا ب
 2321 ...bbb/0A 

بعبارت ديگر    

...2b2b2bA 3
3

2
2

1
1   (*)

:به دست مي آوريم 2در (*) با ضرب طرفين 

...2b2bbA2 2
3

1
21  

:قرار مي دهيم

...2b2bx 2
3

1
2  



.1x0          واضح است كه چون همواره                   و ادعا مي كنيم كه 0bi 

اين شرط معادل بي نهايت  (بايد        همچنين با توجه به اينكه بايد بي نهايت بار         
،)بار          دومبناي دو است

0x 1bi 

9ai و و ر

111
2
1

...
8
1

4
1

2
1...2121x 21  

2بنابراين ،
1842 

 1x0,xbA2 1 

:در نتيجه ، جزء صحيح دو طرف يكسان است،يعني

:چون    صحيح است و             داريم
   .xbA2 1 

1b1x0 

    111 bxbxb 



 A2b  :پس

:را چنين نوشت(*) با بدست آمدن    مي توان  1b

 A2b1 
پس

...2b2bbA2 2
3

1
21  

نتيجه مي گيريم كه(*) با مقايسه اين تساوي و 

ا ا اگ اAلذا

  12 bA22b 

bA2bA2Aآنگا: بناميم ، يعنيAلذا اگر             را مجددا 1bA2 
1bA2A آنگاه:

 A2b  A2b2 



در مبنـــاي دو مختوم A، كار تمام است و بسطA=0واضح است كه اگر در مرحله اي
در عمل . اگر همواره         مي توان اين عمل را تا آنجا كه مايل باشيم ادامه دهيم . است

بسط ارقام از متناهي مثلاAتعدادي شود، مي .رقمnحســـاب
0A 

ذك134

.رقمnحســـاب مي شود، مثلاAتعدادي متناهي از ارقام بسط

تذكر1-3-4
عدد تبديل بسط2با توان مي طبيعي عدد مبنايAبه در آوردRرا دست (به به. R1 به . (به دست آورد Rرا در مبناي Aبه عدد طبيعي        مي توان بسط2با تبديل عدد

)توجه كنيد 5-3-1از  3و  2مثالهاي 
R1



مثال   1-3-5
.بنويسيد 2بسط عدد      را در مبناي  -1

7
3

،در نتيجه   قرار مي دهيم
7
3A 

  0
7
6A2b 1 





.برابر     است Aكه از آن نتيجه مي شود،                  پس مقدار جديد 


7
6bA2 1 7

6

بنابراين،  1
7

10A2b 3 





10 

7
51

7
12bA2 2 

  1
7

10A2b 2 







:رسيديم داريم Aچون به مقدار اوليه .و                      
7
3bA2 3 

 
2

2 110/0...011011011/0
7
3









داشتيم، منظور از       آن است كه دسته ارقام   10كه، همانند آنچه در مبناي 

110

3 عمليات بالا نشان مي دهند كه بسط     در مبناي دو . مرتبا تكرار مي شوند  011
در يك مبنا را مي توان   Aعمليات مربوط به تعيين ارقام بسط.نامختوم و متناوب است

7
3

.، نمايش داد) 3-1(با يك جدول ، نظير جدول 



)3-1(جدول ول )13(ج

  bA2A2bA2iA   

7
60

7
61

7
3

511226

777

311035

777

3

7
1

7
3

7

7



قرار مي دهيم            و    . بدست آوريد 5بسط عدد      را در مبناي  -2 3/03/0A

5R                            :، داريم            

A i 5A b=[5A] 5A-b

0/3

0/5

1

2

1/5

2/5

1

2

0/5

0/5
0/5

0/5

2

بنابراين،

   12/01222/03/0    55 12/0...1222/03/0 



.به دست آوريد 10بسط كسر      را در مبناي  -3
ال اا ا ل

7
1

110R  :جدول زير را داريم  ، و در اين مثال
7
1A 10R 

  bA10A10bA101A 

243023
7
31

7
101

7
1

7
22

7
203

7
3

7
4

7
2

7

554054
7
48

7
604

7
6

7
17

7
506

7
5

7
5

7
5

7

7
1



بنابراين،




 742851/0
7
1

).امتحان كنيد(نيز مي توان به دست آورد  7بر  1البته بسط بالا را با تقسيم 
7

.به دست آوريد 2را در مبناي  بسط عدد اعشاري    -4 1/0

.جدول زير بسط مطلوب را به دست مي دهد



A i 2A b=[2A] 5A-b

0/1

0/2

1

2

0/2

0/4

0

0

0/2

0/40/2

0/4

2

3

0/4

0/8

0

0

0/4

0/8

0/8

0/6

4

5

1/6

1/2

1

1

0/6

0/2

0/2

)00011/0()0110001100110/0(1/0 22 )00011/0(...)0110001100110/0(1/0 

.  داراي بسطي نامختوم درمبناي دو استتوجه كنيد كه ساده ترين عدد اعشاري، يعني  1/0

.استثابت مي شودكه بسط هر عدد گويا درهر مبنايي مختوم و متناوب



نگهداري  با توجه به اينكه تعدادي محدود از ارقام بســــــط هر عدد در مبناي دو قابل
در حافظه وسايل محاسباتي است، نتيجه مي گيريم كه تقريبا تمامي اعداد غير صحيح به 

نطور تقريبي در حافظه اين وسايل ذخيره مي شوند و اين يكي از ضعفهاي مهم اين  هم ي ه ز ي ن و و ي ر ل و ن ر بي ر ور
وسايـــــل است كه در عمل باعث مشكلات زيادي 

. مي شود

يبعدا خواهيم ديد كه خطاي جزئي كه در ذخيره اعداد پيش مي آيد گاهي سبب به دست   ي ش پ ر ر ي ز م و
يكي از مباحث بسيار مهم  . آوردن جوابهاي غير قابل قبـــول براي بعضي مسائل مي شود

است عددي نتايج د اعداد نمايش خطاي ات اث ن ب ش پ ز ن عددي ز آنال دد در . در آناليز عددي نيز پيش بيني اثرات خطاي نمايش اعداد در نتايج عددي است
.قسمتهــــاي بعدي اين فصل به برخي از اين اثرات اشاره خواهيم كرد



ارقام با معنا1-4
400/7,40/7,4/7.در رياضيات اعداد زير با هم مساوي اند

... اما در علومي كه با اندازه گيري سر و كـــــار دارند ، مانند فيزيك، شيمي و 

اگر گفته شود طولـــي را اندازه گرفتيم و نتيجــــه اندازه گيري  .چنين نيست

اين گفته بدان معناست كه وسيله اندازه گيري دقتي تا  .متر بوده است           بو40/7 ير يري ز ي و ن ب ين

اگر نتيجه اندازه گيري                   . حد سانتيمتر داشته و حداكثر خطا       سانتيمتر است 5/0

متر بود معلوم مــــي شد كه واحد اندازه گيري دقتي درحد ميليمتر داشته و            ,
از اين رو ، صفرهاي جلــوي اين عدد را، كه نشانه  . حداكثر خطا      ميليمتر بوده است 5/0

400/7

دقت اندازه گيري هستند، صفرهاي بامعنا ميگويند



.اكنون تعريفي نسبتا دقيق از ارقام با معنا براي يك عدد ارائه مي كنيم 

نمايش علمي اعداد1-4-1
:را همواره مي توان به صورتAواضح است كه.عددي مخالف صفر باشدAفرض كنيد

آن در كه وbنوشت است صحيح عددي
b10aA 

عددي صحيح است وbنوشت كه در آن

10a1  در اين  . بصورت علمي نمايش داده شده استAدر اين صورت مي گوييم

وaنمايش مانت عددbا نماي نامندAا م

10a1 

.مي نامندAرا نماي عددbرا مانتيس وaنمايش



تعريف1-4-2 تعريف142

نا ا قا ا ت ا د اشد شا ا دد قاaاگ ا از اند ت ا 10a1  اگر عددي اعشاري باشد و              ، در اين صورت ارقام با معنايa   عبارت اند از ارقام

.  ، بين اين ارقام و صفرهايي كه جلوي عدد به منظــــورنمايش دقت قرار دارندaمخالف صفر

10a1 

.تعريف مي شود A، همان ارقام با معناي مانتيس  Aارقام با معناي عدد مخالف صفر 



مثال1-4-3 مثال143
پنج است Aآنگاه                        و تعداد ارقام بامعناي   A=213/76اگر  )الف 2101376/2A 

.رقم با معناست 3داراي  Aاگر                 آنگاه                    و  )ب 00726/0A 31026/7A 

.رقم با معناست 4داراي  1اگر متر             آنگاه متر                   و  )پ 20001310000/21 

.داراي دورقم با معناستdآنگاه متر                   وd =78اگر كيلو متر)ت 4108/7d 



انتخاب تقريبي از يك عدد معلوم1-5

نشان داده شد كه بسط اكثر اعداد داراي بي نهايت رقم   3-1و  2-1در بخشهاي 

ضمنا، مي دانيم كه وسايل محاسباتي از نظر نگهداري اين ارقام محدوديت .است

و.دارند آن قدرت ، محاسبات وسيله نوع به كه ، متناه تعدادي بايد رو، ااين از از ااين رو، بايد تعدادي متناهي ، كه به نوع وسيله محاسباتي ، قدرت آن و.دارند

اين . دقت لازم بستگي دارد، از ارقام بسط اعشاري يا دودويي عدد انتخاب كنيم  

.كار به دو روش انجام مي گيرد



عروش قطع كردن1-5-1
.  در اين روش، با توجه به تعداد ارقامي كه مي توانيم يا مي خواهيم نگهــــداري كنيم

كنيم م قطع معين قم از ا عدد ناميمبسط م ناخواسته قم اولين ا قم اين .  اين رقم را اولين رقم ناخواسته مي ناميم.بسط عدد را از رقم معيني قطع مي كنيم
بنابراين در روش قطع بسط عدد اعشاري، يا دودوئي، عدد را از اولين رقم ناخواسته قطع 

D .قطع شده اند)D2يا تا(مثلا، اعداد زير تا دو رقم اعشار.مي شود

5

3

     D266/1
3
5,D271/2e,D214/3 

رقم  3مي توان گفت كه اعداد سمت راست تساويها ي بالا، قطع شده اعداد سمت چپ تا 
هستند با   معنا    S3



روش گرد كردن1-5-2.
در اين روش با توجه به مقدار اولين رقم ناخواسته، تقريبي از عدد را بدست  

ي آو اعشام ق دو تا دن ك د گ د :مثلا :مثلا در گرد كردن تا دو رقم اعشار.مي آوريم

   D278/37830/3,D235/23476/2 

باشد يك واحد به رقــــم قبل از آن اضافه و  5يعني، اگر اولين رقم ناخواسته بزرگتر از 
باشد عدد را بدون تغيير قطع 5عدد را قطع مي كنيم، و اگر اولين رقم ناخواسته كمتر از

به مثالهاي . باشد به گونه ديگري عمل مي كنيم 5اما، وقتي اولين رقم ناخواسته . مي كنيم
:زير توجه كنيد

 D269/2685000106/3  D269/2685000106/3 



است و بعد از آن رقم مخالف 5توجه كنيد كه در مثال بالا اولين رقم ناخواسته (

ا( ل ق ا5ق )ف 

)صفر وجود دارد 

)  فرد است5رقم قبل از(

)زوج است5رقم قبل از(

 D284/17835/17 

 D246/2465/2 

علت اصلي در نحوه گرد كردن اعداد در دو حالت اخير آن است كه مقاديري كه از اعداد 

 

بعبارت ديگر، در يك  . كم يا به آنها اضافه مي شود در عمل همديگر را خنثي مي كنند
و رقم دوم   5مسئله با محاسبات زياد، احتمال وقوع اعداد اعشاري با رقم سوم اعشار  م م مع م

اعشار زوج يا فرديكسان است، از اين رو ميانگين خطاي گرد كردن متناظر با آنها صفر 
.استاست



رقم اعشار nگرد كردن تا  1-5-3
0Aبه طور كلي اگر           داراي بسط اعشاري زير باشد   

bbbb/A

رقم اعشار به دست مي آوريم چنين عمل مي كنيمnرا تاAو بخواهيم گرد شده

...bb...bb/a...aaA 1nn21m21 

I:5اگر            يك واحد به     اضافه و عدد را از           قطع مي كنيمb 1n nb1nb 

II .اگر          عدد را از         قطع مي كنيم. 5b 1n 1nb 

III.  اگر             و بعد از اين رقم، رقم مخالف صفر وجود داشته باشدمانند)I (

كن ل ع

5b 1n 

.عمل مي كنيم



IV.      5اگر            و بعد از اين رقم، رقم ديگري نباشد، يا فقط صفر باشد، در صورتي كهb 1n 

.عمل مي كنيم) II(فرد باشد و در غير اينصورت مانند  nb

مثال1-5-4
ردر زير گرده شده، چند عدد را ملاحظه كنيد-1 چ ر ر ز ر

     D200/499/3,D3414/12,D3667/0
3
2



       S20/299/1,S123,S4142/3,S314/3
7

22




:گرد شده       و     قطع شده دو رقم اعشار باشند داريمaاگر -2 b
3
2
3

300
1a

3
2,67/0a 

3003

300
2b

3
2,66/0b 

3003

ا ا ل كفا گ طا ا ا ك قط طا گ ا بعبارت ديگرخطاي قطع كردن تا دو برابر خطاي گرد كردن  .يعني، فاصله     تا     است2
هر چنــد قطع كردن ساده تر است و  . (در عمل بيشتر از گرد كردن استفاده مي شود. است

3
b

).در اكثر ماشين حسابها از آن استفاده مي شود



نتيجه1-5-5
:رقم اعشار باشد، با توجه به نحوه گرد كردن داريم nتا  Aگرد شده  a اگر

 1n105aA 

نزديكتر خواهد بود، به همين   Aبه  aبزرگتر باشد  nنامساوي بالا نشان مي دهد كه هر چه 
كه در  (دليل است كه هر وقت دقت زياد مورد نظر باشد از دقت مضاعف استفاده مي شود  و ي ز ب ر ور زي و ر ريل

).اين صورت دو كلمه از حافظه براي ذخيره يك عدد اعشاري به كار مي رود



ط ا ا ل ك ا تق خا ان ا ش گف آن ت با توجه به آنچه گفته شد براي انتخاب تقريبي از يك عــدد معلوم، ابتدا بسطا
اعشاري آن را به دست مي آوريم و سپس گرد شده آن را، تا هـــر تعداد رقم  

در كامپيوترهاي.با معنا كه مي توانيم نگهداري با ذخيره كنيم، معين مي كنيم
متوسط معمولا هفت تا هشت رقم با معنا از مانتيس اعداد نگهــداري مي شود 

رقـــم با معناي بسط 17اگر دقت مضاعف به كار رود تا ) . البته دقت معمولي(
.اعشاري اعداد قابل ذخيره است ر ل ر



انواع  خطا 1-6

در آناليز عددي معمولا تقريبهايي از يك مجهول در دست است ولازم است دقت اين  
.تقريبها و رفتار آنها مورد برسي قرار گيرد

تعريف1-6-1
باشد و قرار دهيمAتقريبي ازaاگر

.نامندaآنگاه        را خطاي مطلق

  aAae 

 aeق ي ر  



مثال1-6-2

11n 

بعنوان تقريبي از عدد يك چقدر فرض كنيد                   خطاي   -1
است؟

n
1na. n


na

 
n
1

n
1n1ae n 




1 بزرگتر اختيار شود     كوچكتر خواهد و در نتيجه    به   nمشاهده مي شود كه هر چه 
                       0/001اگر بخواهيم خطاي    از، مثلا ،.يك  نزديكتر خواهد شد

n
1

nana

:كوچكتر باشد كافي است قرار دهيم
001/0

n
1


n

است   1001كه در نامساوي اخيرصدق مي كند  nكه از آن نتيجه مي شود             اولين 
آ ا ا ك

1000n. 

كه به ازاي آن
 D6000999/1

1001
1002a n 



،مجهول است و يا Aمعمولا .را داشته باشيمAاما هميشه وضع به گونه اي نيست كه عدد
.حتي در حالت معلوم بودن         به راحتي قابل بيان نيست  ae

چيست؟ اگر بسط   1/41خطاي مطلق . تقريبي از          است 1/41مي دانيم كه  -2
ن ن ا اش ك از تفاد ا ا ا شا ا

2

:اعشاري     را، با استفاده از يك ماشين حساب، بنويسيم يعني2 2

 D9414213562/12 
ا ا

  41/1241/1241/1 e

خواهيم داشت

  ...004213562/041/1e   ...004213562/041/1e



مشاهده مي شود كه           به سادگي قابل بيان نيست و همان             بيان ساده تر  41/1e41/12

2حال فرض كنيد كه حدود       را بدانيم، مثلا، بدانيم كه.و دقيقتري از آن است

ا
415/12414/1 

:در اين صورت
005/041/12004/0 

بنابراين،
  005/041/1e 

است و تاحد زيادي مقدار   41/1بديهي است كه            يك كران بالا براي خطاي 
ك دقت(نزد د41/1)ا د نشا ه ا

005/0

2 .را به      نشان مي دهد41/1)يا دقت(نزديكي 2



در اكثر روشهاي آناليز عددي حدود جواب ، يعني كران بالا و پاييني براي جواب، قابل 
به دست مي          ,محاسبه است كه از آنجا كران بالايي ، طبق توضيحات بالا، براي   

.آيد ae

تعريف 1-6-3

.  ناميم و با     نمايش مي دهيمaهر عدد ناكمتر از      را يك خطاي مطلق حدي ae  aeم ي م

ه هموا ، اين تبناب ن د ف به منحص خلاف(و )ب   eae  ae e )بر خلاف       (و     منحصر به فرد نيست   بنابراين ، همواره       aeae   ae



. اكنون فرض كنيد يك خطاي مطلق حدي چون        به طريقي به دست آمده باشد  ae
يعني،

  eaAae 

: با استفاده از نامساوي اخير و خواص قدر مطلق داريم

  aeaAae 

aa eaAea 

.در بازه                     قرار دارد Aاين نامساويها نشان مي دهند كه   aa ea,ea 

aea 
aea a

A متعلق به بازه بالاست



A ae2aeحدود دقيقتري براي كوچكتر باشد است و هر چه     طول اين بازه

.حاصل مي شود

قرارداد 1-6-4
:مي نويسيم  هر وقت        aeaA 

A  aeaA 



لمثال1-6-5
راتعيين كنيد 1اگر                حدود  -1 04/07/21 

04/07/2104/07/2پس 

74/2166/2 

 aمجهول است و يك خطــــاي مطلق حدي براي تقريب  Aدر روشهاي عددي عمدتا 
.در اين مورد، به مثال زير توجه كنيد. قابل محاسبه است  Aاز 

د2 ك ض Yف F( a(از( b(Xد ك قط ا از)14شكل(ا تق تقريبي از  ) 4-1شكل (ها را قطع مي كندXمحور)a,b(در بازه Y= F(x)فرض كنيد-2
را تعيين كنيد و حداكثر خطاي آن را به دست   Xطول نقطه برخورد منحني با محور 

.آوريد



B

a
x

bca

A

x

مي گيريم، در واقع                    )a,b(را وسط بازه  cاست و  a,xمحل تلاقي منحني با محور 
A

كمتـــر از نصف   cتا  aاست به وضوح فاصله  aتقريبي از  cواضح است كه 
.است)a,b(طول بازه

2
bac. 



ز ول

abca 


،يعني

2
ca 



a 2است كه به محل cكران بالا براي خطايمشاهده مي شود كه عدد             يك
ab  ي

.بستگي نداردو به سادگي قابل محاسبه است
2

حال اين سوال مطرح است كه

خطاي« كند؟آيا م مشخص كاملا را تقريب آن دقت ، تقريب يك زير»مطلق مطالب مطالب زير  » مطلق يك تقريب ، دقت آن تقريب را كاملا مشخص مي كند؟آيا خطاي«
.را مطالعه و به سوالات مربوط پاسخ دهيد تا جواب سوال بالا مشخص شود

دو صندوقدار بانك را در نظر بگيريد كه يكي با رد و بدل كردن، مثلا، يك ميليون   )الف
متومان ، صد تومان كم، و ديگري با رد و بدل كردن پانصد هزار تومان ، صد تومان زياد 

دقت كدام صندوقدار بيشتر بوده است؟! آورده است



دو ماشين نويس را در نظر بگيريد كه يكي در تايپ دو صفحه ده كلمه و ديگري  )ب
دقت كدام ماشين نويس بيشتر بوده . صفحه ده كلمه غلط تايپ كرده است 20درتايپ 
است؟

گل  4پنالتي  10گل و ديگري از 4پنالتي5دو دروازه بان را در نظر بگيريد كه يكي از)ج
؟)دقيقتر عمل كرده است(كدام دروازه بان بهتر بوده است . خورده است 

از مثالهاي فوق چنين بر مي آيد كه آنچـــه دقت يك تقريب را معين مي كند
)دقيقتر(خطا در واحد كميت است كه هر چه كوچكتـــــر باشد تقريب بهتر 

.است



تعريف1-6-6 تعريف166
نشان              )a(را با   aباشد خطاي نسبي  Aتقريبي از عدد مخالف صفر  aاگر  

ك ا خطا ا ا ا مي دهيم و آن عبارت است از خطا در واحد كميت، يعني،آ

A
aA

)a(




كه معمولامقدار آن معلوم نيست، هم در Aديده مي شود ،  همانطور كه
A

صورت و هم در مخرج كسر موجود است، مي توان يك كران بالا براي 

آآ )(       به دست آورد كهA در آن نباشد. )a(



قضيه 1-6-7

ae)a( 

باشد داريم a و       يك خطاي مطلق حدي aاگر  ae

.كسر اخير را با       نشان مي دهيم و آن را خطاي نسبي حدي مي ناميم

aea
)a(




a

وaea  :اگر       در مقايسه با     كوچك باشد مي توان از آن صرفنظر كرد و نوشت و ر ر ر ن ز ن و ي ب وچ ب ي ر ر

aea  aea a 



نتيجه 1-6-9
aeaاگر    در مقايسه با     كوچك باشد

a
e)a( a

)است»تقريبا كوچكتر از«نماد     به معني (  
a

ل ك ا كا ش آ eا محاسبه و      برآورد مي شود كسر         هميشهaبا توجه به اينكه در عمل
قابل محاسبه است و به همين دليل بعضي كتابها        را تقريبــا مساوي        مي  

ae

a
e a)a(

a
e a

يعنــي، فـــرض مي كنيم               در .ما نيز از اين به بعد چنين مي كنيم.گيرند
. مقايسه  با     قابل اغماض باشد و قرار مي دهيم a

ae

a
e)a( a



مثال 1-6-9
د كن ض ن41/1aف دaخطا كن ا ا 2A

004213562/041/12 

.را حساب كنيدaو         خطاي نسبيa=41/1فرض كنيد 2A

002979438/0
414213562/1
004213562/0

2
41/12)a( 

005/0eaقرار دهيم             خواهيم داشت3-6-1اما اگر ، با توجه به مثال 

910035460992/0005/0)( ...910035460992/0
41/1

)a( 

د ندا ا ندان ت تفا ت(كه ا د د ااختلاف ق اگ 0006/0 )a(كه تفاوت چنداني با         ندارد) اگر قرار مي . اختلاف حدود            است
0043/0eaداديم               مقدار       چقدر با       اختلاف داشت؟ )a(

0006/0

a
e a

)a(



ارقام با معناي درست يك تقريب 1-7

2/71812/7182/722/73

هستند eهر يك از اعداد زير يك تقريب از عدد 

3و2/7و2/72و2/718و2/7181

اكنون  . يكي از راههاي تعيين دقت اين تقريبها آن است كه خطاي نسبــي آنها را حساب كنيم
اين سوال مطرح است كه آيا راه ديگري براي تعيين اين اعداد وجود دارد؟ مثلا، با استفاده از 

ويتعداد ارقام آن يا خصوصيات ديگر؟ بديهي است كه تعداد ارقام با معناي يك تقريب مويد دقت  ريب ي ي ب م ر يهي ب ر ي ي و ي ن م ر
آيا . رقم با معنا دارد 7است كه  eتقريبي از عدد  3/718238مثـــلا ، عدد . آن تقريب نيست

ا خ تق اeا آ ت؟ ت3ا ا ا ت ن گ ت؟ ن ت تق تقريب بهتري نيست؟ پس چگونه مي توان با توجه به 3است؟ آياeاين عدد تقريب خوبـي از
ارقام يك تقريب به دقت آن پي برد؟ اينجاست كه پاي مفهوم ارقام با معناي درست به ميان  

.اين مفهوم از گرد كردن يك عدد ناشي شده است.مـــي آيد



.قبل از ارائه تعـــريف دقيق ارقام با معناي درست هر تقريب ، مثالي مي آوريم

مثال 1-7-1
و              مشاهده مي شود كه   درست دو  a=7/997و    A=8/000فرض كنيد 

 aامـــا هيچيك از ارقام ) .با حفـــظ ارزش هر رقم(داردAرقم ، مساوي با ارقام
08/8a a 

آيا مــي توان گفت كه ارقام درست     بيشتر از . نيست  Aمساوي ارقــــام 
درست نــــهaارقــــام كه ديد خواهيــــم .است؟ a

.  مفهوم ارقام با معناي درست هر تقريب رابطه تنگاتنگ با دقت آن تقريب دارد

.است؟ خواهيــــم ديد كه نــــهaارقــــام درست

در اينجا 
  08/0ae003/0)a(e    08/0ae,003/0)a(e 



اما، تعداد ارقام بامعناي درست  !و در واقع بايد تعداد ارقام درست بيشتري داشته باشد ب ري بي ر م ر ي ب ع و ر رو ي ب م ر
چگونه به دست مي آيد؟ به بيان  نادقيق به صورت زير

سه رقم با  aاز اين رو، .حاصل مي شودAرا تا سه رقم با معنا گرد كنيد عددaاگر
توجه كنيد كه  (حاصل مي شود Aاگر     را تا رقم يكان گرد كنيد.معناي درست دارد a 

). نيست Aمنجر مي شود كه مساوي  1/8حتي گرد شده        تا يك رقم اعشار ، به 
 A هر چند كه دو رقم آن دقيقا در بسط(يعني،       تنها يك رقم با معناي درست دارد

a 

a ر ر ي ب م ر ي ه ي ب(ي ر ي ن م ر و چ ر
)ملاحظه مي شود



تعريف 1-7-2

)0a(...10a10aa m
1m

1m
m

m  


فرض كنيد

باشد در اين صورت بزرگترين عدد  aتعداد ارقام با معناي  dو  aبسط اعشاري 
d dn.كهnصحيح نامنفي

nm105aA 

ناميده مي شود aتعداد ارقام با معناي درست 



مثال1-7-3
0m,104101103aآنگاهa= 14/3اگر )الف 210 

(0078/0a اگر                 آنگاه)ب

گااگ) آ

3m,108107a 43   0078/0a 

7/123 آنگاهاگر)پ

جهاگ)ت نت د كه =mآنگا 2

2m,107103102101a 112   o

1a 

7/123

o
30/0a  m=-2آنگاه            كه در نتيجه ،اگر   )ت 3

a 30/0a 

ربطور كلي اگر ي ور ب
 

1mm
m

1m
1m

m
m

10a10

0a010a10aa











كه با توجه به تعريف جزء صحيح معلوم و در نتيجه ،  1malogm 10 

.در مبناي ده است aمساوي مفسر لگاريتم  mبعبارت ديگر  مي شود كه            alogm 10

آنگاه از اين رو، اگر         
قا(1 ا ا m)ت

1a 

  m) = تعداد ارقام     (1-  a و اگر          آنگاه

ط({1+ ا ل لافا ا ف اا(})ا ف ا ق

1a0 

قرينه تعداد صفرهاي  mياa({-=m)تعداد صفرهاي بلافاصله بعد از مميز در بسط({1+
به اين ترتيب بدون نوشتن بسط .) است aقبل و بلافاصله بعد از مميز در بسط اعشــاري 

 aكافي است معين كنيم .مربـــــوط به آنها را بدست آوردmاعداد نيز مي توان مقدار
.و طبق آنچه در بالا گفته شد عمل كنيم 1كوچكتــر از يك است يا بزرگتـــر يا مساوي 



ل:مثال1-7-4

.را حساب كنيد mدر بسط اعشاري      مقدار    -1 3
1

eر ر رر

1با توجه به اينكه            داريم         
3
10 13

1
0 eee 

).  يا يك است يا دو(پس،                  از اين رو، قسمت صحيح     يك رقمي است 

3

3ee1 3
1

3
1

e

m=0بنابراين 



و     را حساب  a،             تعداد ارقام با معناي درست  A=8/00  ،a=7/997اگر  -2 08/8aa

.كنيد

ح صح جزء اينكه به توجه تندaبا ه ق يك اعداد استmو صف دو ه اي وب a و  . براي هر دو صفر استmو    اعداد يك رقمي هستند، aبا توجه به اينكه جزء صحيح
:داريم

a

  003/0ae 

را به دست آوريم كه در نامساوي زير صدق كند nحال بايد بزرگترين 
n0105003/0 

براي    .رقم با معناي درست است 3داراي  aيعني، . است 3برابر  n بديهي است كه بزرگترين

105003/0 

aنيز داريم

  101055/0008/0ae 

.يعني    تنها يك رقم با معناي درست دارد a



.را حساب كنيد bو  aتعداد ارقام با معناي درست   A، a=99/98  ،b=100/6 =100اگر  -3

و  m=1داريم  aدر مورد 

را چنان تعيين كنيم كه nحال بايد بزرگترين   02/0ae 

.داراي سه رقم با معناي درست است aيعني ، . جواب است   n=3بديهي است كه  n110502/0 

د مو يمbد كهm=2دا بايد استn=2و واب ج   n21056/0be  mداريمbدر مورد nو بايد                             كه2 جــــواب است  2
.تنها دو رقم با معناي درست دارد bيعني، 

  1056/0be 



در زير طي چند قضيــه و مثال ارتباط بين ارقام با معناي درست يك تقريب و  

يم.دقت آن را، كه با خطاي نسبــي محك زده مي شود، بررسي مي كنيم ي ي برر و ي ز ي ب ي ب ر ن

قضيه1-7-5

ازaاگ ي وnباAتق باشد ست د معناي با a10bقم k A10B k  a10bرقم با معناي درست باشد                وnباAتقريبي ازaاگر A10B 

رقم با معناي درست   nبا  Bنيز تقريبي از  bعددي صحيح است، آنگاه  k،كه  در آن 
.يكسان هستند bو  aاست و خطاي نسبي 



قضيه1-7-6

رقـــم با معناي درست   nداراي  aرقم با معنا باشد  nتا  Aگرد شده عدد مثبت  aاگر 
.استا

قضيه1-7-7
از         كمتر است ، به aرقم درست باشدخطاي نسبيnو دارايAاگر      تقريبي از 0a 3105 

.صفر درسمت راست آن نباشد n-1شامل يك رقم يك و  aشرط آنكه رقمهاي درست 



لمثال1-7-8
.تقريبي از     ارائه دهيد كه خطاي نسبي آ ن  از      كمتر باشد 310 

اعشار گرد ... يكي از راههاي تعيين اين تقريب آن است كه عدد      را تا يك رقم، دو رقم، 
د ش ت ك از كه ان ز تا كن ه ا ا ك ه ن گ!خطا د ت ا



310 بعبارت ديگر ، ! و خطاي نسبي هر يك را محاسبه كنيم، تا زماني كه از        كمتر شود 
.برسيم     ,مقدار كسرهاي زير را حساب كنيم تا به عددي كوچكتر از   
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,...14/3,14/3,1/3









با توجه به. توان جواب را به دست آوردبه راحتي مي 7-7-1اما، با استفاده از قضيه 
نامساوي

34 10105  



-1رقم با معناي درست داشـــته باشد بنابر قضيه 4چنان تقريبي از       باشد كه  aگرا 

7-7  
  4105a 

را گرد شده     aكافي است  6-7-1از اين رو ، با توجه به قضيه  و بنابراين       
كنيم4تا اختيار معنا با ،رقم استa=3/142يعن ر نظ مورد تقريب

  310a 

 aيعني، .رقم با معنا اختيار كنيم4تا .تقريب مورد نظــر است 3/142

يقضيه1-7-9
رقم با معناي  nحداقل  aتقريبي باشد بطوري كه                        آنگاه     اگر 0a  n105/0a 

.درست دارد



يبا توجه  به اين كه خطاي نسبي يك تقريب دقت آن تقـــريب را نشان مي دهد قضاياي  ي
به خوبي ارتباط بين دقت يك تقريب را با تعـداد ارقام درست آن نشان   9-7-1و  1-7-7

دهند آوردم دست به وان ت م را تقريب نسب خطاي مسائل بعض حل(در در مثلا، مثلا، در حل (در بعضي مسائل خطاي نسبي تقريب را مي تــوان به دست آورد .مي دهند
مي توان  9-7-1كه درنتيجه با استفاده از قضيه ) دستگاه معادلات خطي به روشهاي عددي

ك ا آ ا ا ا ا ل . حداقل ارقام بامعناي درست تقريب به دست آمده را تعيين كردا

مي توان تعداد ارقام با معناي درست يـــــك تقريب را بدست   در برخي ديگر از مسائل
رآورد، مثلا، در روش نيوتن براي تعيين تقـــريبي از يك ريشــــه معادله ز ي ر ن ي ر ن و روش ر ور

مي توان خطاي نسبي و در نتيجـه دقت تقريب آن  7-7-1كه با توجه به قضيه              
د ك ن ع ا

  0xf 

.را معين كرد



توليد وانتشار خطا 1-8
همانطور كه مي دانيد صورت علمي نمايش هر عدد اعشاري مخالف صفر

b10a

است كه در آن،

نا ن ا ش ا ن ا ش ا ن قا(ا ا ا ن تغ لا تغ
10a1 

تغيير محل  aبا تغيير نما، مميز در بين ارقام (اين نمايش را نمايش مميز سيار نيز مي نامند
قبل از اين كه نحوه . محاسبه  با اين اعداد را نيز حساب مميز سيــار مي نامند). مي دهد

توليد و انتشــــار خطا را توضيـــح دهيم لازم است درمورد چگونگي انجام چهـــار عمل 
. اصلـــي روي اعداد مميز سيار مطالبي را بيان كنيم

براي سادگي بحث فرض كنيد فقط سه رقـــــم با معنا از ارقام مانتيس هر عدد اعشاري ، 
.، را مي توانيم نگه داريم؛ اين را حساب مميـــز سيار سه رقمي نامندaيعني ي يي ر ر ي ز ي ب ر ين ريم يم و ي ر



حساب مميز سيار1-8-1
.در اينجا اعمال اصلي بر اعداد مميز سيار را بررسي مي كنيم

جمع و تفريق)الفل
براي بدست آوردن حاصل جمع يا تفاضل دو عدد ابتدا نماها يكسان مي شوند ، در 

صورت لزوم با افزايش نماي عدد كوچكتر، سپس حاصل عمل بدست مي آيد و سرانجام 
.رقم با معنا دارد ، نوشته مي شود3جواب حاصل بصورت علمي ، با مانتيسي كه ي ي ب ي ور ب ل ب وجو ي و ر ب م ر

مثلا
22111 1015/110146/11046/111034/81012/3 

111111

 مثلا

111111 1049/6104945/6100145/01048/61045/11048/6  



2111 109/81089/01067/21056/3  

111111 1048/110478/110012/01049/1102/11049/1  

ضرب)ب
سپس  . جمع و مانتيسها در هم ضرب مي شوند در ضرب دو عدد مميز سيار، نماها با هم

مثلا،. نتيجه نهايي ، با گرد كردن، بصورت علمي نمايش داده مي شود

    2211 1000/810995/71046/21025/3 

    22123    22123 1052/21052076/2102076/251037/31048/7  



تقسيم )ج
براي تقسيم دو عدد مميز سيار، ابتدا تفاضل به دست مي آيد، سپس مانتيسها بر هم  

مثلا،.تقسيم شده و حاصل بصورت علمي نمايش داده مي شود و ي ش ي ور ل و م

11
2

1

1019/110...1934/1
1055/4
1043/5



 

332
3

1

1079/210...78622/210...278622/
1087/9
1075/2  






مشاهده مي شود كه حتي اگر عوامل يك عمل دقيق باشند، نتيجه، معمولا، گرد شده  
.حاصل دقيق است، خطايي كه به اين ترتيب وارد مي شود خطاي توليد شده نام دارد



ات)د عبا محاسبه محاسبه عبارات)د
در اين صورت، . شركت داشته باشند ممكن است در يك عبارت محاسباتي چهار عمل اصلي

آ .عمليات همانند آنچه توضيح داده شدانجام مي شود تا حاصل نهايي بدست آيد آ

  
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1

11

11

1006/210...0598/2
1001/3
1020/6

1038/61072/4
1084/11018/6 











اين اعداد . در مثال بالا، مقادير صورت و مخرج كسر دوم شامل خطاهاي توليد شده هستند
تقريبي نيز بر هم تقسيم مي شوند و نتيجه نهايي باز هم شامل خطاي توليد شده ديگري 

بديهي است كه خطاهاي توليد شده در صورت و مخرج كسر دوم انتشار پيدا مي كنند . است
.و روي مقدار جواب نهايي اثر مي گذارند



تفاوتهاي حساب مميز سيار با حساب معمولي1-2-8

بدر حساب مميز سيار، با هر تعداد رقم كه بتوان نگهداشت ، قوانين حساب  ين و ه ن و ب م ر ر ب ر ي يز ب ر

ا ض ذ كت ش ا اث ض د نظ معمولي نظير وجود عضو بي اثر براي جمع ، شركت پذيري ضرب يا جمع و ل

.اين موارد در مثالهاي زير بررسي مي شود.عموما بر قرار نيستند...



 75/2در حساب مميز سيار، مثلا، سه رقمي،هر عدد كوچكتر از           را كه باعدد  )الف
مثال، بعنوان بود، خواهد

3105 
خواهد بود، بعنوان مثال،

ن ف اث ض ا ا ا ا ا
75/210754/210004/01075/210475/2 0003  

.بنابراين ، در جمع اعداد مميز سيار عضو بي اثر منحصر به فرد نيست

33 10310475/2  

  مثلا در محاسبه. شركت پذيري عمل جمع در اعداد مميز سيار برقرار نيست )ب

75/2754/210475/2 3  
:  داريم

75/2754/210475/2 3  

75/2753/210475/2 3   75/2753/210475/2 



:بنابراين

اما،
  750/210410475/2 33  

و
333 107104104  

76/275/210775/2 3 76/275/210775/2 3  

.يعني ، در حساب مميز سيار سه رقمي، حاصل عبارات يكسان نيست

   3333 10310475/210310475/2     10310475/2,10310475/2 



انتشار خطا1-8-3
Aدر حالت كلي اگر  و   B دو عدد و   a و   b به ترتيب ،تقريبهايي از آنها باشند و       نماد  

باشد ل ع يك عمل باشد،يك

نماد     تقريب مي شود و در واقع آنچه  در وسايل محاسباتي اين عمل با

:اين وسايل به ما مي دهند           است و داريم ba 

   bbbBAbBA      bababaBAbaBA  

  bababaBA   

خطای منتشر شده خطای توليد شده



.  بنابراين، خطاي كل از مجموع خطاي منتشر شده و خطاي توليد شده بيشتر نيست
در آنچه خواهد آمد حداكثر خطاي منتشر شده را براي چهـــار عمل اصلي به جاي        

يممعمولا در عمل به خطاي توليد شده توجه زيادي نمي شود هر .محاسبه مي كنيم ي رب و ي ي زي وج ي و ي ب ل ر و
.چند گاهي اوقات باعث بدست آمدن جوابهاي غير قابل قبول مي شود

.در ادامه جمع، تفريق، ضرب و تقسيم اعداد تقريبي را بررسي مي كنيم



جمع اعداد تقريبي )الف
رقمي داريم 3در حساب مميز سيار 

14/373/141/132 

اكنون  . مشاهده مي شود كه تقريبي از     با تقريبي از         جمع شــــده است

14/373/141/132 

23

حداكثر چقدر است و چه ارتباطي با 14/3مي خواهيم معين كنيم كه خطاي 
در حالت كلي داريم.دارد73/1و41/1خطاهاي

قضيه 1-8-4
اگ b ا ا تق A B آنگا اش ث لگ ا ا اگر ا a و b تقريبهايي از A و B و اين اعداد جملگي مثبت باشند آنگاه

     beaebae 

      b,amaxba 



نتيجه 1-8-5
خطاي خطاهايa+bحداكث ع دقتabج ت انندa+bا ه اند ت مي تواند همانند a+bاست و دقتbوaمجموع خطاهايa+bحداكثر خطاي

از اين رو، در اندازه گيري كميتهايي كه مي خواهيم جمع . باشد bو  aنادقيقترين 
.كنيم ، بهتر است آنها را با يك واحد اندازه گيري كنيمآ

تقريب)ب اعداد تفريق تفريق اعداد تقريبي)ب
در مورد تفريق اعداد تقريبي به راحتي مي توان نشان داد كه

          beaebae 

اگر و تعريف بر بنا baاما،    baeba 
اما، بنا بر تعريف                       و اگر         ba   

ba
ba




نادقيق خواهد  a-bمي تواند بزرگ باشد ، كه نتيجه a-bكوچك باشد خطاي نسبي
.بود



 :مثال1-8-6
نزديك به هم باشند و هدف محاسبه        ، با استفاده از حساب مميز سيار،  B و  Aاگر 

:مثلا، با حساب مميز سيار چهار رقمي. باشد خطا مي تواند فاحش باشد

BA
1

ب ش و ي يب ر ر چه ر ي يز ب ب لا

11
   

2501
142/3732/1414/1

1
32

1C









250
004/0



كسر در موجود اعداد جاي به اگر ، كه صورت تاCدر و9تقريبهاي قراردهيم اعشار رقم رقم اعشار قراردهيم و  9تقريبهايي تاCدر صورتي كه ، اگر به جاي اعداد موجود در كسر
جواب را تا چهار رقم گرد كنيم خواهيم داشت

 s41/214C 



خطاي محاسبه توابع 1-9
. مشاهده كرده ايد كه اكثر ماشين حسابهاي مورد استفاده داراي كليدهاي تابعي هستند 

چون توابعي مقدار توانيد مي ، كليد دو يا يك فشار بعد و عدد يك زدن  با زدن يك عدد و بعد فشار يك يا دو كليد ، مي توانيد مقدار توابعي چون،با

tgx,xlog,xln,xarcsin,xarccos,arctgx,e,xsin,xcos 10
x tgx,xlog,xln,xarcsin,xarccos,arctgx,e,xsin,xcos 10

و بعضا توابع هيپربوليك را حساب قبل از اينكه ماشين حساب و كامپيوتر رايج شود 
هنوز هم در  . (معمولا مقادير اين توابع، آن هم در نقاط، از روي جدول تعيين مي شد 
در اين بخش مي  ). آخر بعضي از كتابهاي دبيرستان جداول  و خطوط مثلثاتي وجود دارد

. خواهيم نحوه محاسباتي تقريبي از يك تابع را شرح دهيم و خطاي آن را حساب كنيم 
كنيد توجه مثال يك به .قبلا به  يك مثال توجه كنيدقبلا



مثال1-9-1
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ضمنا در . اما محاسبه تمام جملات سري بالا و بعد جمع كردن آنها عملا ممكن نيست ع م
 .ماشين حساب يا كامپيوتر نمي توان عدد      را دقيقا ذخيره كرد 

3
2

از اين رو، در عمل تقريبي اعشاري از         اختيار مي كنيم و تعدادي از جملات ابتداي 2
:    مثلا، براي دقت           قرار مي دهيم. را محاسبه و با هم جمع مي كنيم) 21.1(سري 

3
2

210
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21(لا ف)1 ا ا آ ا ق ك ك ا ا ا ا را تا جايي حساب مي كنيم كه مقدار آنها از نصف      يعني        )21.1(و جملات سري
).البته مقادير حساب شده را نيز تا سه رقم اعشار گرد مي كنيم. (كمتر نباشد



005/0



2

بنابراين،
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3
:اگر       را از ماشين حساب بگيريد خواهيد داشت2
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...94773404/13
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e
كه از آن نتيجه مي شود

01/0...00073404/0947/1e3
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.وجيه عمليات بالا را در زير مشاهده مي كنيد ي ي زير ر ر ب ي ي و



تابع1-9-2 يك ماكلورن بسط بسط ماكلورن يك تابع192
در مجاورت صفر تعريف شده باشد و مشتقات آن ، از هر مرتبه ، موجود باشد Fاگر تابع
:داريم
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.تمرينهاي آخر ايـــن بخش ، در زيـــر آمده است
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مشاهده مي شود كه هر تعداد متناهي از جملات ابتداي بسط ماكلورن تابع   f را اختيار  
آ ا ل شك ا پس مي توان نوشت. كنيم چند جمله اي بدست مي آيد
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به ازاي هر  f(x)داشته باشيم                      مي توان روشي عملي براي محاسبه تقريبي از 

 xR n

  0xRlim nn
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.نقطه از دامنه اش ارائه كرد



با خطاي مطلق كمتر از   داده شده، ابتدا F(X)براي محاسبه تقريبي از

چون   انتخاب مي كنيم كه         كوچك باشد و بعد به جاي  Xتقريبي از 
اين خطا يي توليد مي كند كه  .محاسبه       مقدار        را حساب مي كنيم

xxx 
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:بنابراين با توجه به اينكه               بسيار كوچك است، مي توان نوشت 2)xx( 
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كه از آن نتيجه مي شود
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از اين رو كافي است نامساويهاي زير برقرار باشند
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، از مرتبه اي به بعد برقرار است ولي نامساوي دوم ) 23.1(نامساوي اول ، با فرض 

در عمل با اعمال محدوديتهايي روي         . بستگي به مقدار نامشخص              دارد
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بنابراين، فرض مي شود.مي توان نامساوي دوم را نيز برقرار كرد xو
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براي توابع مثلثاتي
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محدوديتها بزرگ نبودن          را، با توجه به چند جمله اي بودن آن و اين كه   xPn

در وســايل  .ضرايب اين چند حمله اي اعداد كوچك هستند، تضمين مي كند
.  محاسباتي     گرد شده    تا آخرين رقمي است كه ماشين قادر به ذخيره است xx

رقم اعشار  ) k+1(تا  xولي براي محاسبه دستي اگر          كافي است     گرد شده  k10x

) :13.1(در اين صورت بنابر.اختيار كنيد
 

20
105xx 2k 
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20

البته لازم به ذكر است  .نيز برقرار خواهد بود) 25.1(براي اكثر توابع، با اين انتخاب نامساوي دوم 
برقرار شد بلكه ، ) 25.1(را چنان بدست آورد كه نامساوي اولnكه در حالت كلي نبايد ابتدا

گفته شد، جملات را تا جايي حساب مي كنيم كه در مطلق آخرين  ) 1-9-1(همانطور كه در مثال 
/2.جمله از          كمتر باشد
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xمشاهده كنيد كه جملات نيز تا پنج رقم اعشار ، يعني تعداد ارقام اعشار    ، گرد شده  
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شكل ا ل ا ل ل ا اقت ا ت ا ائل ا ا 21(ل

مقدمه

 1.  2( حل بسياري از مسائل اجتماعي ، اقتصادي و علمي منجر به حل معادله اي به شكل 

    (f(x)=0  مي شود .
تعيين عدد يا اعدادي است كه مقدار تابع به ازاي ) 1.  2( منظور از حل معادله

مي نامند يا     مي گوينـد   )1.  2( را يك ريشه معادله  aآنگاه   f(a)=0اگر . آنها صفر شود 
a  يك صفر تابعf  بر حسب نوع تابع  ) 1.  2( معادله . استf  به چند

.دسته تقسيم مي شود و ي م
0يك چند جمله اي مانند   fتابع  )الف

1n
1n

n
n a...xaxa)x(P  





كلهدفهاي كليهدفهاي

شناخت منابع خطاوتشخيص آنها در هر مسئله1)

بررسي منابع خطاو راه هاي كمينه سازي آنها2)

شناخت انواع خطاها ورابطه آنها با دقت يك تقريب3)

عددي4) ات محاس د خطاها شد از ي جلوگ جلوگيري از رشد خطاها در محاسبات عددي4)

شناخت روش هاي محاسبه پايدار وناپايدار5)

.محاسبه مقدار تقريبي توابع6)



هدف هاي كلي 

اجتماعي كه حل آنها منجر به حل –ارائه نمونه هايي از مسائل كاربردي  -1
.يك معادله متعالي مي شود

.بررسي روشهاي تعيين تعداد و محل تقريبي ريشه هاي حقيقي يك معادله  -2

بررسي روش هاي زير براي تعيين تعداد و محل تقريبي ريشه هاي حقيقي يك معادله -3
.

دوبخشي)الف تنصيف(روش )يا )يا تنصيف(روش دوبخشي)الف     
 



روش نابه جايي  )ب      يي)ب ج ب روش
روش نيوتن  )ج        

ت) قاط(ش )خط )خط قاطع (روش وتري)ه      

بحث در واگرايي ، همگرايي و سرعت همگرايي روشها و بالاخره مقايسة -4
.روشها 

محل عددي دستگاه معادلات غير خطي دو مجهولي به دو روش تعميم  ـ5 ي ي
.يافتة نيوتن 



: دانشجو پس از مطالعه اين فصل بايد بتواند
هدف هاي رفتاري 

و ب ي ب ل ين ز پس جو
تعداد و محل تقريبي ريشه هاي حقيقي يك معادله را با روش مناسب   -1

كند . تعيين كندت
تقريبي از مقدار يك ريشه را با دقت وطلئب و به روش خواسته شده حساب  -2

.كند
مناسب  ) هاي(تقريبي از تمام ريشه هاي حقيقي يك معادله را با روش -3

.محاسبه كند 
ياختلاف روشها را از نظر مطمئن بودن يا نبودن همگرايي و تعداد عمليات -4

.براي رسيدن به يك تقريب مناسب را بيان كند 
غير-5 مجهول دو معادلات از ساده دستگاه يك هاي ريشه حدود و تعداد تعداد و حدود ريشه هاي يك دستگاه ساده از معادلات دو مجهولي غير 5

.خطي را تعيين و تقريبي از آنها را با دقت مطلوب حساب كند 



ـ حل معادلات متعالي2

  يك مسئله كاربردي 1ـ2
در اين قسمت مسئله اي را بررسي مي كنيم كه حل آن منجر به تعيــــين 

فرض كنيد يك مخزن اســتوانه اي .ريشه اي از يك معادله متعالي مي شود و ي ي ي ز ي يري و زن ي ي رض
مثلا ، مخزن گازوئيل كه . ( داريم كه    آن پر از مايع است   rبه شعاع قاعدة 

است د ج فاژدا ش نازل اكث كه)د د دا ا ق ي ط خزن اين
4
1

و اين مخزن طـــوري قرار دارد كه . )در اكثر منازل شوفاژدار موجود است 
مي خواهيم ارتفاع مايع را در اين مخزن بيابيـــــــم . محور آن افقي است 

ل طبق  فــرض                       .DB=hباشد يعني ، hفرض كنيد ارتفاع مايع. )1ـ2شکل(
4مساوي       مساحت دايره باشــد اما ،    ABCمسئله ، بايد مساحت قطعة 

1

. است  ADBدو برابر مساحت قطعة  ABCمساحت قطعة
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B
مقطع عرضي مخزن استوانه اي

 ABDمساحــــت قطعه . مي پردازيم  ABDاز اين رو ، به تعيين مساحت قطعـــه 
قطا ا لOAا ا اOAا .است OADمنهــاي مساحت مثلث OABمساوي مســـاحت قطاع



:داريمOADدر مثلث ث اريمOADر م

بنابراين  
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و يا با توجه به اينكه 
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 0xcosx )1(

، را بـا توجـه بـه شـكل مقطـع عرضـي مخـزن        hمي توان  )1(پس از حل مساله متعالي 
َ .َاستوانه ، از روابط زير به دست آورد
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






 





24

cos1r

با استفاده از مساله بالا مي توان يك مخزن را درجــه بندي كرد و بر حسب ارتفاع مايع 
برد پي مايع مقدار به آن حـل)1(معادله.داخل گوناگون روشهاي به فصل اين طول در در طول اين فصل به روشهاي گوناگون حـل  )1(معادله. داخل آن به مقدار مايع پي برد 

.خواهد شد



تعيين تعداد و محل تقريبي ريشه ها2ـ2

معمولا براي تعيين ريشه اي از يك معادله ، با دقت مطلوب ، لازم است كه 

ري22 ريبي ل و يين

زم وب ب ي ز ي ري يين ي بر و
. تقريبي از آن ريشه يا بازة كوچكي كه حاوي آن ريشه باشد را معلوم كرد 

هاي يشه ي تق حدود و تعداد ن تع اي ب موجود وشهاي بخش اين در اين بخش روشهاي موجود براي تعيين تعداد و حدود تقريبي ريشه هاي د
دو روش براي اين كار . حقيقي يك معادله را مورد بررسي قرار مي دهيم 

:موجود است
جدول بندي مقادير تابع  )ب              رسم منحني )الف    

در بخش بعد دو روش را شرح مي دهيم و نقاط قوت و ضعف هر يك را بيان 
.مي كنيم



رسم منحني 1ـ2ـ2
در اين روش منحني

                                                  y=f(x) 
يعني ، نقطة                        باشد داريم     f(x)=0اگر    ريشة معادلة . را رسم مي كنيم 

پـس ، بايـد   . اسـت   ox َ◌xروي محو Aاما ، نقطة. قراردارد y=f(x)روي منحني       
0)(f 

)0,(A 

طول ايـن نقـاط ريـــــشه هـاي     . تعيين كنيم  ox َ◌xنقاط تلاقي منحني بالا را با محور 
منحــــــني.هستندf(x)=0معادلة رسـم كلـي حالـت ازy=f(x)در اسـتفاده بـدون ، f(x)معادلة yدر حالـت كلـي رسـم منحــــــني.هستند0 f(x)   بـدون اسـتفاده از ،

ماشين حساب و به كمك نقطه يابي ، به سادگي امكان پذير نيست و بايـد ازكـامپيوتر و   
نظ نا زا اف ن ا MATHEMATICAاDERIVEMATLABته   MATHEMATICAيـاDERIVE،MATLABبسته هـاي نـرم افـزاري مناسـب نظيـر

با وجود اين ، دانستن روشهاي دستي نيز خـالي از فايـده نيسـت و اكثـر     . ،استفاده كرد 
.  اوقات رفع نياز مي كنند



مثال 2ـ2ـ2
.   تعداد و محل تقريبي ريشه هاي معادلة                     را تعيين كنيد  02x)x(f 2 

2xy 2كن ا ن كهن د دا شه د ادله كه د ش شاهد 2xy مشاهده مي شود كه معادله دو ريشه دارد كه  .منحني                 را رسم مي كنيم
.   )2ـ2شكل ( هستند  4/1و  -4/1تقريبا 

y 2xy 2 

x'x o4/1- 4/1

2ـ2شکل 



منحني رسم نهy=f(x)آيا كه است واضح ؟ است سادگي اين به .هميشه yآيا رسم منحني f(x) هميشه به اين سادگي است ؟ واضح است كه نه .
مثلا ،  منحني  

+y= x + cos x                                                      
. را به اين سادگي نمي توان رسم كرد 

را به صورت تفاضل دو تابع ، كه رسم آنها ساده f(x)بعضي اوقات مي توان
فرض كنيد داريم  . است ، نوشت 

    )2  .5  (

منحني هاي زير را رسم مي كنيم   
)X(f)x(f)x(f 21 

)x(fy
)x(fy

22

11






f)(0حال مي گوييم اگر          آن گاه  م ي

شود م نتيجه آن از كه

)(

0)(f)(f 21 

كه از آن نتيجه مي شود

ا ا ق گقطة ا )(A y y

 )(f)(f 21

به عبارت ديگر ،     .يعني نقطة          روي هر دو منحني     و     قرار دارد ),(A 2y 1y

از اين رو ، منحني ها را رسم .طول نقطة تقاطع منحني هاي     و    است 1y2y

.كنيم و طول نقاط برخورد آنها را به دست مي آوريم مي



)3x)(2x(xy2 

2/0

24شکل

2/0

4ـ2شکل

 2/0نشان مي دهد كه معادله يك ريشه دارد كه مقدار تقريبي آن  )4ـ2(شكل 
نا گ كا ش ت ا ا كا ت ثال .به مثال زير توجه كنيد .اما ، اين تدبير هميشه كارگر نيست.است



مثال 5ـ2ـ2
ك ا لة ا ا ل .تعداد و محل تقريبي ريشه هاي معادلة زير را تعيين كنيدا

      )2  .6 (x sin x – 1 = 0                                      

ا ا )fا ا( ا ل ا لكل ولي . به شكل تفاضل دو تابع                   و           است f(x)در اينجا تابع
منظور اين است كه به راحتي با تعيين دو . ( رسم تابع               ساده نيست 

xsinx)x(f1 1)x(f2 

xsinxy1 

ريشة  x=0در اين حالت مي توان گفت كه چون. )سه نقطه قابل رسم نيست
. تقسيم كرد و به دست آورد xنيست مي توان طرفين آن را بر)2.6(معادله

     )2  .7( 
البته ، منحني (يكسان است)2.7(و)6.  2(واضح اسن كه مجموعه جوابهاي

0
x
1xsin 

ي به جو و ج ن ح ن)(و)(و ي(ي ب
را بررسي كنيم   )7.  2(از اين رو ، كافي است معادلة ) . نمايش آنها يكسان نيست 

ه ا آنها تلاق نقاط ل ط كن ا ز ها ن ن نظ ن ا ا براي اين منظور منحني هاي زير را رسم مي كنيم و طول نقاط تلاقي آنها را به .
.  )5ـ2شكل (. دست مي آوريم 













x
1y

xsiny

2

1

2y
 x

1y

  1 2 3

2y

5ـ2شكل 



اولا با توجه به تابع                       ، اگر1
آن گاه 

x
1xsin)x(f 0)(f 

)4ـ2(        

نشان مي دهد كه معادله   )4ـ2(شكل . يعني ريشه ها نسبت به مبدا قرينه اند 
0)(f)(f 

و بقيه در مجاورت             1در نزديكي.    داراي بي نهايت ريشة مثبت است  1 ر ه ي ير ز ورر ر و

ند دا ا كه(ق نقاط sinنزديك xشود م )صف
 k,....,2,1k

) .صفر مي شودsin xنزديك نقاطي كه(قرار دارند



جدول بندي مقادير تابع 6ـ2ـ2
مـي دهـد    در دو طرف آن تغييـر علامـت   fدر اين روش مي توان ريشه هايي را كه تابع 

.مي كنيم را بيان  8ـ2ـ2قبل از توضيح اين روش تعريف زير و قضية . پيدا كرد 

  تعريف 7ـ2ـ2
د كن ض فرض كنيدف

آ
 Nm,0)(g),x(g)x()x(f m 

. است  mاست و مرتبة تكرار آن f(x)=0مي گوييم    ريشة تكراري معادلةm>1اگر
در نزديكي    تغيير علامت  fزوج باشد تابع  mاين تعريف نشان مي دهد كه اگر  

. در نزديكي         و دو طرف آن داراي يك علامت است  f(x)نمي دهد يعني  

x



 قضيه 8ـ2ـ2
آنگاه  f(a)f(b)<0پيوسته باشد و  [a,b]بر  fاگر تابع ) : بولتزانو ـ وايشتراس ( 

به عبارت ديگر معادلة .f(c)=0وa<c<bهست كه cحداقل يك نقطه مانند ي )ول ر( ي ر ب ب
f(x)=0  حداقل يك ريشه در(a,b)  به علاوه ، اگر . داردf  بر[a,b]  اكيدا يكنوا

باشد( نزول يا استc)صعودي د ف به منحص .منحصر به فرد استc)صعودي يا نزولي باشد(
در دو طرف آنها تغيير  fرا ، كه  f(x)=0د رعمل وقتي بخواهيم ريشه هايي از 

 nقرار دارند ، تعيين كنيم اين بازه را به  [A , B]علامت مي دهد ، و در بازة

آن قدر بزرگ اختيار مي كنيم كه نقاط  nقسمت متساوي تقسيم مي كنيم و 
در اين صورت ، فاصلة نقاط متوالي  . تقسيم به اندازة كافي به هم نزديك باشند 

ABhعبارت است از 


  n
h 



 )6ـ2شكل (و نقاط عبارتند از 
21iihA

Ax0 

n,...,2,1i,ihxx,Ax 0i0 

x x
3x

4x Bx h

: بعد قرار مي دهيم

Ax0 1x 2x 4x Bxnh

يم ي ر ر ب

)x(f)x(f 1iii 

:و سه حالت زير را در نظر مي گيريم 
آ 0 براي توابع هموار .اگر      آن گاه حداقل يك ريشه در             موجود استـ1

. كوچك ، معمولا يك ريشه موجود است  hو 

0i )x,x( 1ii 



اگر       ممكن است معادله در              ريشة تكراري با مرتبة تكرار زوج ـ2

– f(x)=cos xمثلا ، براي. (داشته باشد صفر  ريشة تكراري  مرتبة  دوم 0=1

)x,x( 1ii  0i 

)بري(ب وم( ب ر ري ر ري ر

اين ظن  وقتي  قوي      . ) د رمجاورت         تغيير علامت نمي دهد   fاست  و  0

) . و وقتي رد مي شود كه    كوچك نباشد ( مي شود كه خيلي كوچك باشد 

آ

i

به هر جهت تعيين اين گونه ريشه ها آسان نيست و به تمهيدات بيشتري نياز 

.دارد ر

. اگر       آن گاه             يا                 ـ3 0i 0)x(f i 0)x(f 1i 



مثال 9ـ2ـ2
 . را تعيين كنيد  f(x)=sin x-x+0/5=0تعداد و محل تقريبي ريشه هاي معادلة

دا ا ه نكه ا ه ه ت 1sin1ا 1با توجه به اينكه همواره                داريمxsin1 

x5/1)x(f5/0x 

نيستيعني ريشه اي در           موجود f(x)<0آن گاهx<0-از اين رو ، اگر
.  و معادله در               نيز ريشه ندارد  f(x) >0آنگاه x-0/5->0و اگر  

),5/1( 

)5/0,( 

نشان  )6ـ2(جدول . را مورد بررسي قرار مي دهيم  [1/5 , 0/5-]پس بايد بازة 
اعداد تا چهار رقم اعشار (يك ريشه دارد (0/5,1/5-)مي دهد كه معادله در

) .گرد شده اند 



0/5 1 1/5

6ـ2جدول 

x                        -0/5                       1                            1/5

sin x                     -0/4794              0/8415                     0/9975

f( ) 0/ 206 0/341 0/002f(x)                      0/5206               0/3415                     -0/0025

.باشد  1/5، ريشه بايد نزديك f(1/5)وf(1)و با توجه به مقادير )6ـ2(از جدول ول ج ير)(ز ب وج ب )و )و( ي( ز ي ب بري
با توجه به اينكه            

f(1/4)=0/047 (3D)                                 f(1/4)=0/047 (3D)   

چون                       . نتيجه مي گيريم كه                 ، مثلا               )5/1,4/1(45/101xcos)x(f 

البته تعيين.اكيدا نزولي است و لذا ، تنها يك ريشه موجود استfتابع
– sin xريشه هاي معادلة   x + 0/5 = 0  به روش رسم منحني ساده تر است.



مثال 10ـ2ـ2
دارد ريشه يك تنها زير معادلة كنيد ثابت منحن رسم .بدون رسم منحني ثابت كنيد معادلة زير تنها يك ريشه داردبدون

)2  .8(0)x1(x)x(f 52 

لاً )fا )f( ك( ل )ا اا( ا
4)x1(5x2)x(f 0x 

اما چون   . موجود است (1,0)پس حداقل يك ريشه درf(1)=1وf(0)=-1اولا ،
در         اكيدا  fيعني ، تابع . ، در صورتي كه       داريم                               ,0 0)x(f 

اكنون ثابت  .تنها يك ريشة مثبت دارد)8.  2(بنابر اين ، معادلة.صعودي است
براي اين منظور نشان مي دهيم كه  .مي كنيم كه اين معادله ريشة منفي ندارد

زيرا ،  f(x)<0آن گاه  x<0اگر 
)xx5x10x10x51(x)x(f 54322 

54322

د ف ها ان ت ض ن زxال ها ان ت ض ت تxث ا نف
1x5x9x10x5x

xx5x10x10x51x
2345

54322





منفي است  xمثبت و ضريب توان هاي زوج xحال چون ضريب توان هاي فرد
.  f(x)<0آن گاه  x<0نتيجه مي گيريم كه اگر 



تعيين ريشه ها با دقت مطلوب 3ـ2

دقت با ا آن از ي تق است لازم يشه يك حدود ن تع از پس از تعيين حدود يك ريشه لازم است تقريبي از آن را با دقت پ

براي اين منظور دنباله اي از اعداد مانند       . خواسته شده حساب كنيم 

. مي سازيم به طوري كه حد اين دنباله ريشة مورد نظر باشد           nx



)يا روش تنصيف ( روش دو بخشي  4ـ2

موجودند به قسمي كه  bو  aدر اين روش فرض مي كنيم كه دو عدد 
]fاال b]ا پيوسته است [a,b]درfتابع)الف
f(a) f(b) < 0 )ب

) .اين ريشه را    مي ناميم (دارد(a,b)تنها يك ريشه درf(x)=0معادلة)ج
.با مفروضات بالا دنبالة      را چنان مي سازيم كه                   nxnxlim

n



را به دو بخش متساوي تقسيم  [a,b]، بازة  )7ـ2(براي اين منظور ، مطابق شكل 
يعني ، قرار مي دهيم .مي كنيم

n

bax 
 يم يمي ي ر ر ي ي

ازة ط ا گ د ت ا ع a]ه b]تا a]گ b]خش د ه

2
x1 

x xa به دو بخش         و       [a,b]مي گيريم تا[a,b]به عبارت ديگر ،    را وسط بازة 
. تقسيم شود         

1x

 b,x1

 1x,a



بخشي كه    در آن . ،    در يكي از اين دو بخش قرار دارد ) ج(با توجه به شرط  

قرار دارد ، اختيار و مجددا آن را به دو بخش متساوي تقسيم و نيمة حاوي    را 
اختيار مي كنيم



)، بازة         را اختيار مي كنيم و قرار مي دهيم                   )7ـ2(در شكل ( 
دهيم م ادامه طور همين را عمل اين و

 1x,a
2

xax 1
2




.      و اين عمل را همين طور ادامه مي دهيم

)x(fy 

2x

1x
a

b

7ـ2شكل 



اما ، در حالت كلي رسم منحني ميسر نيست و مي توان براي ادامة كار به طريق 
:جبري زير عمل كرد 

از اين رو ، مي توان قرار داد      .اگر                  آن گاه ريشه در       استـ1  1x,a 0)x(f)a(f 1 ر ري ن رر ر ن و ي رو ين ز
.تكرار كرد  [a,b]و مجددا عمل را در         

داد2 ا ق ان ت لذا ت ا د شه گاه آن اگ bx

)()( 1

1xa 

1xb 

0)x(f)a(f  اگر                  آن گاه ريشه در       است ، لذا ، مي توان قرارداد      ـ2
. تكرار كرد  [a,b]و مجددا عمل را در 

آ

 b,x11xa 0)x(f)a(f 1 

. اگر                  آن گاه ريشه     است و عمل خاتمه پيدا مي كند ـ3
البته عملا نمي توان بينهايت . به اين ترتيب دنباله اي چون      ساخته مي شود 

0)x(f)a(f 1 

 nx

1x

جمله از اين دنباله را حساب كرد بلكه بايد معيارهايي براي توقف عمليات وجود 
اينكه جملات دنبالة بالا تا كجا بايد حساب شوند و آيا اين دنباله .داشته باشد

.همگرا است يا نه را بعدا بررسي مي كنيم 



مثال241 مثال1ـ4ـ2
تقريبي از . دارد  (0 ,1-)فقط يك ريشه در  x+cos x = 0مي دانيم كه معادلة 

. اين ريشه را به روش دو بخشي حساب كنيد 

 :حل
به نحوة درج اعداد در جدول . (جدول زير محاسبات مربوط را نشان مي دهد

) .آمده است  6ـ4ـ2توجه كنيد ، نمودار جريان اين روش در 
، مثال راين a=-1،b=0،f(a)=-0/46د (2D)وf(b)=1 aد راين مثال ، 1،b 0،f(a) 0/46 (2D)وf(b) 1

در هر سطر با توجه به سطر قبل و علامت             تعيين   bو  aتوجه كنيد كه 
ا >ش b

)x(f)a(f n

.a < bمي شود و همواره



n a b baxعلامت 
 )x(f)a(f n

1 -1 0 -0/5
-

2
xn

2

3

-1

0/75

-0/5

0/5

-0/75

0/625
+

3

4

-0/75

-0/75

-0/5

-0/625

-0/625

0/6875
-

5 -0/75 -0/6875 -0/71875
-

-
6

7

-0/75

0/734375

-0/71875

0/71875

-0/734375

0/7265625
+

7 -0/734375 -0/71875 -0/7265625



لمثال2ـ4ـ2
. تقريبي از يك ريشة معادلة            را تا سه رقم اعشار درست حساب كنيد  1xe3 x 

:حل
واضح است كه ريشه هـاي دو معادلـه   .معادلة فوق را به صورت                      مي نويسيم 0ex3)x(f x  م و ي ور ر ووق ر ح و

تغييـر   (0/25,0/27)در بـازة   fدر ميابيم كـه   fپس از جدول بند ب مقادير . يكسان هستند 
بودن صعودي دا اك به توجه با و دهد م دfعلامت دا يشه يك تنها زيمعادله دول ج جـدول زيـر   . معادله تنها يك ريشه دارد fعلامت مي دهد و با توجه به اكيدا صعودي بودن

در ايم جدول ، . تقريبي از ريشه را تا سه رقم اعشار درست به دست مي دهد 
a =0/25   ,    f(a) = -0/0288     (4D)     
b = 0/27    ,    f(b) = 0/4662



n a b baxعلامت 
 )x(f)a(fn a b علامت

1 0/25 0/27 0/26 -
2

xn  )x(f)a(f n

2

3

0/25

0/255

0/26

0/26

0/255

0/2575

+

+

4 0/2575 0/26 0/2588 -

5 0/2575 0/2588 0/2582 -

6 0/2575 0/2582 0/25785

.است  0/258از اين رو ، ريشه تا سه رقم اعشار برابر 



  همگرايي روش دوبخشي 3ـ4ـ2
ملاحظه مي  ) 7ـ2(شكل ( با توجه به نحوة به دست آمدن    ها به روش دو بخشي داريم 

) : شود
nx

ab  و

يم دا است اب ب بازة طول اينكه به توجه با :همچنين
2

abx1 

 1xaab همچنين با توجه به اينكه طول بازة        برابر          است داريم:  1x,a
2

22 2
ab

2
2

ab

x 




تكرار ، نتيجه مي شودnبنابراين ، پس از
nn)9ـ2( 2

abx0 


1b 1 پس ، . ،              كه در نتيجه                 2.  2.3چون            ، بنابر قضية 1
2
10 0

2
ablim n 

 0
2
1lim n 

n n

0xlim،  4ـ3ـ2بنابر قضية  n 



كه نتيجه مي دهد 

nxlim
n

يعني ، دنبالة      كه به ايـن روش سـاخته مـي    . بنابراين ، روش دو بخشي هميشه همگراست 
همگراست به حتما مساوي.شود نا مي)2.9(ضمنا دست به خطاي براي بالا كران يك

 nx

يك كران بالا براي خطاي     به دست مي )2.9(ضمنا نا مساوي.شود حتما به    همگراست
بنابر . دهد ، توجه كنيد كه اين كران بالا ، يعني         ، قبل از محاسبة     قابل محاسبه است 

ا ش خطا ا ك ك ا ا
n2
ab 

ab 
nx

x       اين ،         را يك كران خطاي پيشين براي
سرعت همگرايي       به    را نيز مي توان پيش بيني كرد، اين سرعت ) 9.  2(از . مي نامند     

n2
nx

 1
 nx

nx



با توجه به اينكه                      .متناسب با سرعت همگرايي دنبالة       به صفر است
: داريم                  









n2
1

1000210 
3

10 10001/0
2
1 



تكرار سه رقم به ارقام درست جواب تقريبي اضافه مي شود، و اين 10بنابر اين ، بعد از هر
نشان مي دهد كه روش دو بخشي كند است و براي تعيين صفرهاي توابعي توصيه مي شود كه  

. محاسبة آنها ساده و كم خطا باشد  ب م و ه ب
در تعيين تقريبي كه خطاي آن از عدد كوچك معلومي كوچكتر باشد نيز به ) 9.  2(نا مساوي 

د كن جه ت ز ثال ه د .كار مي رود ، به مثال زير توجه كنيد كا

مثال   4ـ4ـ2
حساب بخش دو روش به را ، يعن ، معادلة مثبت ريشة از 2x)x(fتقريب 2 2 تقريبي از ريشة مثبت معادلة                   ، يعني           ، را به روش دو بخشي حساب

كنيد كه براي آن داشته باشيم  

)(2

210x n 10x 



وb-a=1است داريم(1,2)با توجه به اينكه ريشة معادله در ر ر )و م( ور

nnn 2
1

2
abx 




را چنان پيدا كنيم كه  nپس ، كافي است 
nn 22

2
n 10

2
1 

پس بايد تا     حساب كنيم ، جدول .است7كه در نا مساوي بالا صدق مي كندnاولين
.  به همين منظور تنظيم شده است ) 8ـ2(

7x

                                                   
                                                      ( a=1 , f(a)=-1 , b=2 , f(b)=2 )( , ( ) , , ( ) )



n a b baعلامت  )(f)(f

)  8ـ2(جدول 

n a b علامت

1 1 2 1/5 -
2

baxn


 )x(f)a(f n

2 1 1/5 1/25 +

3

4

1/25

1/375

1/5

1/5

1/375

1/4375

+

4

5

1/375

1/375

1/5

1/4375

1/4375

1/40625

-

+

6 1/40625 1/4375 1/421875 -

7 1/40625 1/421875 1/4140625



معيارهاي توقف 5ـ4ـ2
ا ك ا لك ط ا ة ا براي توقف محاسبة    ها ، نه فقط در روش دو بخشي بلكه در روشهايي كه بعدا هم معرفي  xا

.خواهند شد ، معيارهايي وجود دارد كه در اين قسمت بررسي مي كنيم
nx

اگر    عدد مفروض و كوچكي باشد ،    ها را تا جايي حساب مي كنيم كه      )الف
دليل اين است كه          . يعني ، به محض اينكه           عمليات را متوقف مي كنيم .          


)x(f n )x(f n

nx

حال اگر        خيلي كوچك باشد مثلا ، كوچكتر از      ، اكثرا 
. مي توان نتيجه گرفت كه     خيلي به     نزديك است nx

0)(f )x(f n
710

ي ز ب ي ي ر يج ن و ي
به عبارت . اگر                عمليات را متوقف و    را به عنوان تقريبي از     مي پذيريم  )ب

د آ ن نظ ه ل ق ش ة ادا اشد ك ك ا ال ت تق د اختلاف قت گ د
nx  1nn xx

.  ديگر ، وقتي اختلاف دو تقريب متوالي بسيار كوچك باشد ادامة روش معقول به نظر نمي آيد 
اگر    بسيار بزرگ يا بسيار كوچك باشد عمليات را وقتي متوقف مي كنند كه               ، در 

 xxواقع تا حدودي خطاي نسبي        از     كوچكتر قرار مي گيرد. 






1n

1nn

x
xx 1nx 



nxگاهي خواسته مي شود عمليات را وقتي متوقف كنيم كه خطاي مطلق     از  )ج

) 9.  2(چون مقدار    معلوم نيست از نامساوي . كوچكتر باشد يعني ، وقتي كه             
) : را نيز ملاحظه كنيد 4ـ4ـ2مثال( استفاده مي كنيم و قرار مي دهيم 

nx

يم ي ر ر و يم يل(ي يز )ر
        )2  .10 (


n2
ab

كه از آن نتيجه مي شود 


ab2n

از  ( را كوچكترين عدد طبيعي اختيار مي كنيم كه در نا مساوي زير صدق كند  nسپس 


) .  لگاريتم بگيريد  2طرفين نامساوي بالا در مبناي 



ablogn


 logn 2



.   2(در اين صورت ، اگر     را حساب كنيم خطاي مطلق آن از    كوچكتر خواهد بود زيرا  از  nx م
:داريم  )10.  2(و  )9

ك




 nn 2
abx

كه نتيجه مي دهد ،

nx

، عمليات متوقف و         )معلوم استm(تكرارmگاهي خواسته مي شود كه پس از )د
. به عنوان تقريبي از     پذيرفته شود  mx



ت245 تبصره5ـ4ـ2
مثلا در دقت معمولي ، .توجه كنيد كه    را نبايد خيلي كوچك اختيار كرد 

اگر    را كوچكتر از      اختيار كنيم ممكن است نا مساوي هاي             يا
نشوند برقرار معيارهرگز از تلفيق است بهتر ، رو اين ا)ب(يا)الف(از ب را

710)x(f n 
 xx                  را بـا  ) ب(يا ) الف(از اين رو ، بهتر است تلفيقي از معيار . هرگز برقرار نشوند

مثلا ، عمليات را وقتي متوقف مي كنيم كه . در نظر گرفت ) د(معيار 
1nn xx

و يا 
)x(f n

.دو عدد مفروض هستندmكه در آن    و

mn 





روش نابجايي 5ـ2

در   fاگـر  . روش نابجايي بسيار قديمي است و مصريان قديم آن را مورداستفاده قـرار داده انـد  
[a,b]  پيوسته باشد وf(a) f(b) < 0  و معادلةf(x)=0   تنها يك ريشـه در(a , b)    داشـته باشـد

: براي تعيين تقريبي از اين ريشه ، كه آن را    مي ناميم ، چنين استدلال مي شود  

را  Bو  Aيك خط مستقيم نيست امـا اگـر    Bو  Aبين دو نقطة  y=f(x)گرچه منحني نمايش 
محور با آن تلاقي محل كنيم وصل هم به مستقيم خط يك ،با ،با يك خط مستقيم به هم وصل كنيم محل تلاقي آن با محور      

بعد    ،    ) .  9ـ2شكل ( نقطه اي به طول    را مي دهد كه تقريبي از    است 
آ ت شكل ق طا ت ت ا

oxx

xxx .را به همين ترتيب ، مطابق شكل ، به دست مي آوريم...و 1x2x3x 



b

a 

c
)b(f

b
B

a 
4x

2x 1x b

29شكل

)a(f
a

A

9ـ2شكل

را مي نويسيم و آن را با محور        ABخط  Bو  Aبراي تعيين مقدار    برحسب مختصات 
ط

1x

.قطع مي دهيم
:   ABمعادلة خط 

oxx

ab
)a(f)b(f

ax
)a(fy 



abax 



)oxx)0,xنقطة تلاقي اين خط را با محور       نقطه اي به مختصـات       مـي گيـريم در نتيجـه بايـد       ي1 ب يج ر ريم ي ي ب ي ور ب ر ين ي لا
داشته باشيم 

b
)a(f)b(f)a(f0 




كه پس از ساده كردن ، فرمول روش نابه جايي به دست مي آيد 
abax1 

)a(bf)b(af 
)2.11(

:براي تعيين    ، تقريبا مشابه روش دو بخشي ، سه حالت زير را در نظر مي گيريم 
)a(f)b(f
)a(bf)b(afx1 



2x

قـرار مـي    bبـه جـاي    )11.  2(لذا ، در فرمول . اگر                 آنگاه ريشه در        است  ـ1
بـه  . و     را حساب مي كنيم )نابجاستbو    ، نقطةbو  aبه عبارتي از سه نقطة)دهيم    2x

0)x(f)a(f 1 )x,a( 1

1x
1x ميم ي

عبارت ديگر 
2 1

)(f)(f
)a(fx)x(afx 11

2



)a(f)x(f 1

2 



x(f)a(f(0اگر               ريشه در        است و    از فرمول زير حساب مي شود ـ2 1 )b,x( 12xي

)x(f)b(f
)x(bf)b(fxx

1

11
2 




. اگر                  ريشه    است و مسئله حل شده است  ـ3
ك ا ا ق ا ا ك ل ا ا ا ا ا ال ا ا

0)x(f)a(f 1 1x

)()( 1

به اين ترتيب باز هم دنباله اي از اعداد حاصل مي شود كه چون در بازه هايي قرار دارنـد كـه   
نمودار جريان اين روش ، با معيـار توقـف    .طول آنها مرتبا كوچك مي شود هميشه همگراست 

، دقيقا مانند نمودار جريان روش دو بخشي است
است كه چنين است  xتنها تفاوت فرمول مربوط به محاسبة )را ملاحظه مي كنيد 6ـ4ـ2(

)x(f n

)a(f)b(f
)a(bf)b(afx








مثال 1ـ5ـ2
قرار دارد ، به روش نابجايي ، تا سه   (0/27 , 0/25)تقريبي از ريشة معادلة             را كه در 

.رقم اعشار درست حساب كنيد
1xe3 x 

ي ب ر ر م ر

عمليات تا چهار رقم اعشار  (پس از نوشتن معادله بالا به شكل                          داريم 0ex3)x(f x  

) :  گرد شده اند 
2577/0

)0288/0(0466/0
)0288/0(27/00466/025/0x1 






است و   (0/2577 , 0/25)چون ،                    ريشه در 
)(

0003/0)x(f 1 

)0288/0(0003/0
)0288/0(2577/00003/025/0x2 




.است0/258بنابر اين ، ريشه تا سه رقم اعشار درست برابر



مثال2ـ5ـ2
براي تعيين تقريبي از ريشة مثبت معادلة                      دو تكرار از روش جابجايي را انجام 

دهيد
02x)x(f 2 

.دهيد

,    f(a) = -1:                             داريم  b =2و  a =1با انتخاب  f(b) =2 
و

3
4

)1(2
)1(221x1 






بنابر اين ،. چون ،                ريشه در          است 

4/19
4

3
8

9
222

3
4

x 













رمثال د كه آن نظير مقدار با را كنيد242مقدار مقايسه آورديم دست بهتربه تقريب كدام

4/1

9
22

9
22

x2 













2xكدام تقريب بهتر .به دست آورديم مقايسه كنيد 2ـ4ـ2مقدار    را با مقدار نظير آن كه د رمثال
) حتما مي دانيد كه                          (است ؟ 
2x

...4142/12 



  خصوصيات روش نا به جايي3ـ5ـ2

همانند روش دو بخشي ، همگراييِ تضمين شده دارد و عموما سريعتر از  روش نا به جايي ،

البته ، عمليات اين روش بيش از . روش دو بخشي است و جايگزين خوبي براي آن است 

اما ، اگر    ها جملگي در يك طرف ريشه باشند ) .دو برابر و نيم (روش دو بخشي است

ا ا ك ا ا گ

ix

همگرايي مي تواند حتي كند تر از روش دو بخشي باشد

)ا)21(شكل( ) .را ببينيد)10ـ2(شكل(



}ن به روش هندسي{xn}تعيين جملات2ـ6ـ2 ي{ روش ب
: طول محل تلاقي منحني هاي زير است  x=g(x)اولا ريشة 


  xy1


  )X(gy2

xy1 
y

)X(gy2 

A
B

C
o 

0x 1x 2x x
0 1 2

13ـ2شكل 



خطي  Aبنابر اين ، اگر  از .است)يا    (همان      oxتا محور Aاگر    معلوم باشد فاصلة 0x)x(g 01x يم

قطـع   Bرا در ) يعني نيمساز ربـع اول و سـوم   ( بكشيم تا منحني           oxموازي با محور  xy1 

 COB، زيـرا زاويـة    BC=OCازطـرف ديگـر ،   . نيـز        اسـت    oxتا محور  Bكند ، فاصلة 

ا ا

)x(g 0

45پس ،.مساوي     است

10 x)x(gBCOC 

) .به شكل توجه كنيد ( به همين ترتيب    به دست مي آيد  2x

.و     و همگرايي يا واگرايي      را نشان مي دهند  g(x)شكل هاي ارئه شده حالات مختلف   nx 0x



)الف(شكل )الف(شكل

)X(gy 

)x,x( 10

x x
0x x



)ب(شكل )ب(شكل

)x,x( 10

)X(gy 

0x x



)ج(شكل
)X(gy 

)ج(شكل

)x,x( 10
)x,x( 11

x x
0x x



)د(شكل
)X(gy 

)د(شكل

x x
0x x

هاي هاي)ب(و)الف(شكل شكل و اي گ و)ج(ه و ) ج(همگرايي و  شكل هاي )ب(و) الف(شكل هاي
.واگرايي دنبالة       را نشان مي دهند ) د(  nx



  همگرايي روش تكرار ساده 3ـ6ـ2

و مقدار اولية    كه به ازاي آن ها      همگرا باشد مستلزم قضية  g(x)تعيين خصوصيات تابع
.زير است

 nx 0x

قضيه 4ـ6ـ2
هست كه   (a,b)مشتق داشته باشد   ي از(a,b)و در هر نقطة[a,b]تابعي برfاگر 

).ab)((f)a(f)b(f 

با استفاده از قضية بالا ، ابتدا به ذكر اين مطلب مي پردازيم كه چون  

)()(

ة قض 264بناب

)(g),x(gx n1n 

،      4ـ6ـ2بنابر قضية
)x)((g)(g)x(gx nnn1n 



بنابر اين ، . كه در آن     بين     و    است  nnx

 nn1n x)(gx

شرط كافي براي اينكه                    آن است كه جملات دنبالة 
شوند كوچك همواره.مرتبا كه وقتي ، يعني

0x n 
n

 nx

يعني ، وقتي كه همواره.مرتبا كوچك شوند

ط ش ا ا الا ط ش ك ا ت ل ن شخ ا ا ا

1L)(g n 

nاما چون جاي     مشخص نيست عملي تر است كه شرط بالا را با شرط 

 ,1L)x(g
. در يك همسايگي جايگزين كنيم 

.دو قضية بعد همه چيز را با استدلال روشن مي كنند 



يقضيه5ـ6ـ2
باشد و در اين بازه  [a,b]به توي  [a,b]تابعي بر  gاگر 

)2.14(

.است  [a,b]تنها يك ريشه دارد ، كه متعلق به  x = g(x)آن گاه معادلة 

1L)x(g 

قضيه6ـ6ـ2
x(gx(دنبالة      با شرط[a,b]، به ازاي هر    از5ـ6ـ2با شرايط قضية n1n 

 nx 0x

جواب تنها .همگراستx=g(x)به .همگراست xg(x)به تنها جواب



را روشن مي كنند و نشان مي دهنـد   Lو تعيين  gمثال هاي زير نحوة تشخيص مناسب بودن 

.كه چگونه مي توان قبل از محاسبة جملات      سرعت همگرايي آن را پيش بيني كرد   nx

مثال7ـ6ـ2
قـرار دارد ، بـه روش    I=[0/5 , 1]براي تعيين ريشة مثبت معادلة                     كه در بـازة

، ساده كنيمg(x)تكرار مي انتخاب را زير شود1ـ6ـ2مثال(هاي .ملاحظه يـا) بودن مناسب 01xx2  مناسب بودن يـا  ) . ملاحظه شود 1ـ6ـ2مثال(هاي زير را انتخاب مي كنيمg(x)تكرار ساده ،

. نبودن هريك و بازه اي كه    مي تواند از آن انتخاب شود را تعيين كنيد 

0x



2  )الف
1 x1)x(g 

x2)x(g1واضح است كه                    اگر         آنگاه  Ix

1x2)x(g1 

.باشد      واگراست  Iبنابراين ، بهتر است از       استفاده نكنيم ، د رواقع    هر عضو 
)ب

)x(g10x nx

) ب
چون                       داريم  

كاگ اش1ن گ ا ان ت ؟اش ن ا ا )(1آ

x1)x(g2 
1)(  آيا        مناسب نيست ؟.باشد          مي تواند بسيار بزرگ باشد1نزديكxو اگر

پس بايدهمسايگي    كمي  . نشان مي دهد كه       و          مناسب هستند (12.2)جدول
x12

)x(g2 


x12
)x(g2 


)x(g2)x(g2

. تنگ تراختيار شود
)x(g25/0x0 



)تحقيق كنيد(شود كهبه تحقيق معلوم مي

حال سعي مي كنيم ثابت كنيم اگر                  آن گاه
]7/0,51/0[

7/0x51/0 ن ر يم ب يم ي ي ل

1L
x12

1)x(g2 




اين روش را براي هميشه الگو قرار دهيد ( براي اين منظور نا مساوي هاي زير را مي نويسيم 
(7/0x51/0 

51/0x7/0 

49/0x13/0 

7/049/013/055/0 
 

7/049/0x13/055/0 



به توي همين بازه است  [0/51,0/7]از نا مساوي هاي اخير معلوم مي شود كه         تابعي بر  )x(g2

و نيز.
191/0

3/02
1

x12
1)x(g2 




نزديك عدد يك اسـت همگرايـي    Lاما ، چون . پس         مناسب است .  L= 0/91بنابراين ، 
) .مؤيد اين پيشگويي است)2.12(جدول. (كند است

)x(g2

يول و پ ن ؤ
ضمنا ، علت اينكه        براي        و          دنباله اي واگرا توليد مي كند آن است كـه ايـن   

د ه اول مقدا 0/51)دو تند(0/7 ن
0x0 1x1  )x(g2

.نيستند (0/51,0/7)دو مقدار اوليه در
)ج

اگ ال ا
1x

1)x(g3 


1)x(g 
]7/051/0[ 23د راين حالت ،                    و اگر    )1x(

)x(g


]7/0,51/0[x

1
2/2
1

)1/0(
1

)1(
1)x(g 223 

25/2)15/0()1x(
)(g 223 





هـم ، يعنـي         بـه صـفر نزديكتـر      Lمشاهده مي شود كه نه فقط        مناسب است بلكه )x(g3
25/2
1 يي م

ضـمنا اگـر   . است تا به يك ، در نتيجه انتظـار مـي رود كـه همگرايـي      نسـبتا تنـد باشـد        
25/2

 nx

x]7/0,51/0[نتيجه مي شود 

21111
3
2

5/01
1

x1
1

7/01
1

7/1
1












]7/0,51/0[:                                 بنابر اين با توجه به اينكه           و               ، داريم 
x1

1)x(g3 


 7/0
3
2


7/1
151/0 

.بتوي همين بازه است  [0/51,0/7]يعني ،      تابعي بر  3g



مثال8ـ6ـ2
. ـ براي تعيين تقريبي از ريشة معادلة               از روش تكرار ساده استفاده كنيد1 1xe3 x 

.معادله را به شكل              مي نويسيم و قرار مي دهيم                :حل 

الا لة ا شة ك ا ل گ 0)ا ا(1 ا 0)تاق 1)(0 1)
3

ex
x


3

e)x(g
x



 (0,1)بتـوي   (0,1)تابعي بـر  gقرار دارد و(0,1)به سادگي معلوم است كه ريشة معادلة بالا در
در ضمن . است 

3
e)x(g

x


و اگر             داريم 

3
)(g

]1,0[x1ee)x(g
0x




در نتيجه ، دنبالة     .مناسب استg(x)در اينجا         كه كوچكتر از يك است و

333
)x(g 

3
1L  nx و ز ر وچ رر

.همگراست  (0,1)به ازاي هر     از 
3

0x



5/0x0با استفاده از           و رابطة   
e nx

جملات دنبالة        به قرار زير هستند
3

ex 1n 

 nx

                                                                ( 4 D )

                                                                       ( 4 D )                     

2022/0x1 

2723/0x2 

                                                                       ( 4 D ) 

( 4 D )

2539/0x3 

2586/0x                                                                       ( 4 D )         

                                                                       ( 4 D )

( 4 D )

2586/0x4 

2574/0x5 

                                                                      ( 4 D )

                                                                       ( 4 D )

2577/0x6 

2576/0x7 

                                                                      ( 4 D )            2576/0x8 



1xe3)x(fاگر                 را به ازاي       .است0/2576لذا ، جواب تا چهار رقم اعشار درست  x  م چ
.نتيجه                    خواهد شد كه عددي كوچك است . حساب كنيد     

ة2 ةمعادل ريش از x+cosتقريب x=0ه ك د كني ب حس ان چن ، اده س رار تك روش ه ب ،
8x4103499/1 

x+cos xتقريبـي از ريشـة معادلـةـ2 ، بـه روش تكـرار سـاده ، چنـان حسـب كنيـد كـه    0
.

ا ق

2
n 10)x(f 

قرار مي دهيم
                           x=-cos x =g(x)    

با توجه به اين كه تابع كسينوس بر .قرار دارد[1,0-]در x+cos xمي دانيم كه ريشة معادلة
اين بازه صعودي است داريم 

0x1 

1xcos)1cos(541/0  1xcos)1cos(541/0 



0541/0xcos1بنابراين ،  

همچنين داريم                و. يعني ،                   ]0,1[)x(g xsin)x(g 

)xsin(xsin)x(g 

صـعودي اسـت    [0,1]پس اگر          ، با توجه به اين كه               و تابع سينوس بـر بـازة   
داريم

]0,1[x 1x0 

داريم

( ا( ك ا گ ل ا اا ض ف ا

8415/01sin)xsin(0 

7/0 :با فرض                داريم .مناسب است ، ولي همگرايي كند استg(x)پس ، 7/0x0 

7648/0 7311/0x 

7508/0x
7215/0x
7648/0x

3

2

1





.1000891/0)x(f

7444/0x
7311/0x

2
5

5

4








دنباله27 يك مرتبةهمگراي

اما ، . تا كنون براي آهنگ همگرايي يك دنباله از كلمات كند و تند يا سريع استفاده كرده ايم 

مرتبة همگرايي يك دنباله 7ـ2

به راستي معياري براي سرعت ميل كردن جملات يك دنباله وجـود دارد ؟ در اينجـا معيـاري    

كه توسـط آن نـه فقـط انـدازه اي بـراي سـرعت       . موسوم به مرتبة همگرايي تعريف مي كنيم 

ا ت ا تف ا ه ه ال دن ا گ ه ت ا ت آ شط ت لكه د آ ت د ه ا گ همگرايي به دست مي آيد بلكه توشط آن مي توان سرعت همگرايـي دنبالـه هـاي متفـاوت را     ه

. باهم مقايسه كرد و در نتيجه دو روش را از اين نظر مورد مقايسه قرار داد 



تعريف 1ـ7ـ2
چنان باشند  Cو  pفرض كنيد دنبالة      به عدد    همگرا باشد و اعداد ثابت ، حقيقي و مثبت 

كه
 nx

Cxli 1n 

، ت صو اين نامندpد به الة دن اي همگ ة ت م كها وش كه شود م گفته گاه  nx

C
)x(

lim p
n

1n 




n

گاهي گفته مي شود كه روشي كه   .را مرتبة همگرايي دنبالة       به    نامندpدر اين صورت ،
. است  pها از آن به دست مي آيند از مرتبة 
ك ك ا ا اا ا گ ا گ

 n

 nx

. بزرگتر باشد سرعت همگرايي بيشتر است pبه راحتي مي توان مشاهده كرد كه هرچه

قضيه2ـ7ـ2
اسـت همگـرا    x=g(x)اگر      از روش تكرار ساده به دست آمده باشد ، و به عدد    كـه ريشـة   

است يك اي همگ ة ت م گاه آن و ، باشد x .باشد ، و               آن گاه مرتبة همگرايي       يك است
0)a(g 

 nx

 nx





قضيه 3ـ7ـ2
.در صورتي كه             مرتبة همگرايي حداقل دو است  0)(g 

تعبير عددي مرتبة همگرايي 4ـ7ـ2
هاي نسبتا بزرگ ،  nاگر مرتبة همگرايي       مساوي دو باشد ، داريم ، براي

2
n1n xcx 

 nx

در اين  . حدود عدد يك باشد  cفرض كنيد . عددي ثابت و مخالف صفر است  cكه در آن 
خواهد بود و بعد 0/01باشد            حدود0/1صورت ، اگر          حدود 1x2x و ر وور بب و بو و

به عبارت ديگر ، ارقام اعشار  . و بالاخره          حدود        خواهد بود  0/0001حدود            
د ش ل ق لة ا د ا تق له ه د ت xد

3x4x810

.درست      در هر مرحله تقريبا دو برابر مرحلة قبل مي شود nx



روش نيوتن ـ رفسن 8ـ2

براي به كار بردن . اين روش يكي از سريعترين روش هايي است كه تا كنون بررسي كرده ايم 

از اين رو ، اين روش . اين روش بايد تخمين نسبتا نزديكي از ريشة مورد نظر در دست باشد 

كا ا آ گ ا ش ا ك ق ق ا ا ق ا ليشتر براي تصحيح تقريب هاي نا دقيقي كه از روش هاي ديگر به دست آمده است به كار مي  ل

نشان داده خواهد شد ، حالت خاصي از روش تكرار  4ـ8ـ2اين روش ، همان طور كه در .رود

ساده است و تعميم آن براي تعيين تقريبي از جواب هاي يك دستگاه معادلات غير خطي ساده 

. از اين به بعد روش نيوتن ـ رفسن را به طور خلاصه روش نيوتن مي ناميم . است 



نيوتن1ـ8ـ2 روش تكرار فرمول فرمول تكرار روش نيوتن1ـ8ـ2
فرمول روش نيوتن را مي توان به دو طريق به دست آورد كه در زير به شرح آن ها مي  

. پردازيم 

ل يقةا طريقة اولط
در اين  . در اين روش از روش هندسي بدست آمدن جملات روش نيوتن استفاده مي شود 

مماس  به طول         y=g(x)واقع بر منحني  Aروش اگر    تقريبي از    باشد ، از نقطة 

شكل نا ا ل ط ا ا آ تلاق ل كن ن ن 1xا

0x

x  بر اين منحني رسم مي كنيم و محل تلاقي آن را با محور طول ها     مي ناميم ، شكل

.  )14ـ2(

1x
0x

.  بعد اين عمل را تكرار مي كنيم تا به تقريب مطلوب برسيم 



)x(f
x

A
0

0

B

 2x 1x 0x

14ـ2شكل 

ن ن ا خط ادلة د ا د آ ت د ه ا اشد ل دy=f(x)اگ ا x

2x
)x(fy 

1x 0x

را در  y=f(x)اگر     معلوم باشد ، براي به دست آوردن    بايد معادلة خط مماس بـر منحنـي   
ضريب زاوية اين خط   . نقطة              بنويسيم و محل تلاقي آن را با محور       تعيين كنيم 

0x1x

)x(f
x

A
0

0oxx

بنابراين ،.است
معادلة خط مماس                  

)x(f 0

)xx)(x(f)x(fy 000 

)x,0( پس ،. محل تلاقي اين خط با محور طول ها را          مي گيريم  1



)xx)(x(f)x(f0 0100 

كه اگر               ، نتيجه مي دهد
              

0)x(f 0 

)x(fxx 0 *

:پس به طور كلي مي توان نوشت
)x(f

xx
0

01 


)x(f
)x(fxx

n

n
n1n 


.فرمول بالا فرمول تكرار روش نيوتن است 

ق طريقه دومط
اختلاف آنها باشد، hدر اين طريقه فرض مي كنيم     تقريبي نزديك به    و  0x

يعني
hx0 



با . را به دست آوريم آن را به    اضافه مي كنيم و به    مي رسيم  hاگر بتوانيم 
داريم ، تيلور بسط از :استفاده

0x

:استفاده از بسط تيلور ، داريم

)(f
2
h)x(fh)x(f)hx(f)(f0

2

000 

از اين رو ، . كوچك است  hبا توجه به فرض ،. كه در آن    بين     و     است 
2000

0x 

مي توان از آخرين جمله بسط فوق صرفنظر كرد ، يعني

)x(fh)x(f0 
پس،

)x(fh)x(f0 00 

)x(fh 0
)x(f

h
0





لذا اگر             را به     اضافه كنيم تقريبي از    به دست مي آيد كه آن را    
)(f
)x(f 0


0x1x ر ن ي ز ي ر م ر ر

.است (*)يعني،                        كه همان فرمول .مي ناميم 
)x(f 0

)x(f
)x(fxx

0

0
01 


ثال282 مثال2-8-2
1- a عددي مثبت است و مطلوب است محاسبه تقريبي از      به روش نيوتن واضحa

aكه      ريشة مثبت معادلة زير استاست

0ax)x(f 2 

: بنابر اين ،             و فرمول نيوتن چنين است  x2)x(f 



2 ax 
n

2
n

n1n x2
axxx 



n

n

x2
ax 



كه از نظر محاسبه راحت تر به كار مي رود (اين فرمول را مي توان به صورت زير نيز نوشت
(











n
n1n x

ax
2
1x

.اين فرمول را يونانيان قديم نيز مي شناخته و از آن استفاده مي كرده اند  



1x0و        اعداد زير ، كه تقريب هايي از    هستند ، به دست مي   a = 2به عنوان مثال اگر  2

.آيند 
5/1x1 

414213562/1x
414215686/1x
416/1x

4

3

2





)D9(
)D9(

.را با تقريب اولية            حساب كنيد x + cos x = 0تقريبي از ريشة معادلةـ2

4

7/0x0  ري ز يريبي ب ي و ريب ب ر

با توجه به اين كه  
)(f

داريم

xcosx)x(f 

xsin1)x(f  xsin1)x(f 



و فرمول نيوتن چنين خواهد بود  

n

nn
n1n xsin1

xcosxxx





راديان  (MODE)توجه كنيد كه ماشين حساب در وضعيت ( جملات دنبالة      به قرار زيرند 
)اشد

 nx

) .باشد

73908513/0x
73908515/0x
73943649/0x

2

1





)D8(
)D8(
)D8(

لازم به ذكر است كه  

73908513/0x3  )D8(

910383/5)(f

.كه عدد بسيار كوچكي است و مؤيد اين كه     بسيار دقيق است

9
3 10383/5)x(f 

3x



 همگرايي روش نيوتن 3ـ8ـ2
را به صورت  f(x) = 0روش نيوتن حالت خاصي از روش تكرار ساده است ، زيرا اگر معادلة 

)(f
يعني ،. بنويسيم و            آن گاه    در معادلة قبلي بالا هم صدق مي كند 

)2.23(
)x(f
)x(fxx




0)(f  )(

، از است ت ا ع وتن ن مول ف د(و كن )امتحان

0)(f 

)x(f
)x(fx)x(g




) .امتحان كنيد(و فرمول نيوتن عبارت است از ،                  
بنابر اين ، براي بحث در همگرايي روش نيوتن ، بايد شرايط برقراري روش تكرار سـاده را بـا   

ا ا ظ ا ا
)x(gx n1n 

g(x)فرض ( براي اين منظور       را حساب مي كنيم .بررسي كنيم)2.23(تعريف شده در
x(g() .مشتق دوم پيوسته دارد  fمي كنيم تابع 
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)يعني ،    را ريشة ساده فرض مي كنيم ( حال فرض مي كنيم كه 
)2.24(



0)(f 

در اين صورت ، 
)(

0)(

چون         پيوسته است پس به ازاي هر    ، يك همسايگي از    هست به قسمي كه به ازاي 
گ ا ا ا

0)(g 

)x(g

از اين همسايگيxهر

 )x(g)(g)x(g  )x(g)(g)x(g



برقـرار اسـت و اگـر         4ـ6ـ2بنابر اين ، اگر    را عددي كوچكتر از يك فرض كنبم شرط قضية  

بـه  . از اين همسايگي اختيار شود دنبالة       كه از روش نيوتن حاصل مي شـود همگراسـت   
، مرتبة همگرايي3ـ7ـ2علاوه ، چون           ، بنابر قضية 

0x nx

0)(g 

. حداقل دو است        
قضية به توجه با است3ـ7ـ2ضمنا دو دقيقا همگرايي مرتبة اگر اينجا.، در

 nx

0)(g  در اينجا . ، اگر            مرتبة همگرايي دقيقا دو است 3ـ7ـ2ضمنا با توجه به قضية

ك( ق )ت

0)(g 

)(f)(g 
 )تحقيق كنيد(

، اگر                   آن گـاه مرتبـة همگرايـي روش نيـوتن دو      )24.  2(بنابر اين ، با توجه به 
)(f

)(g
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f)(f)(0.است 



ن284 خصوصيات روش نيوتن4ـ8ـ2 يو ت روش  ي  و

x(g(1اشكال اساسي روش نيوتن آن است كه ، آن همسايگي كه در آن              ، )الف 

0xممكن است بسيار كوچك باشد ، به عبارت ديگر    بايد بسيار نزديك بـه    باشـد تـا جمـلات     

شكل هاي زير واگرايي روش نيـوتن و نوسـان   .دنبالة حاصل از روش نيوتن به    همگرا باشند

دهند م نشان را نقطه دو اي.بين ه روش از يك يلة وس ه ب ، دا ابت كل مش اين رفع براي



براي رفع اين مشـكل ابتـدا ، بـه وسـيلة يكـي از روش هـاي       .بين دو نقطه را نشان مي دهند

هميشه همگرا ، تقريبي نزديك به    به دست مي آورند و بعد اين تقريب را     مي گيرنـد و از  

.روش نيوتن استفاده مي كنند  0x
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نقاط)ب در آن محاسبه و بودن موجود لزوم نيوتن روش دوم x(f(اشكال 0 اشكال دوم روش نيوتن لزوم موجود بودن          و محاسبه آن در نقاط)ب  

مشتق ندارد ، كه در نتيجه f گاهي تابع. است و اين كه همواره                   

)( 0

0)x(f n  nx

x(f(امكان استفاده از فرمول نيوتن نخواهد بود ، ويا شكل            و محاسبه آن   0

.بررسي مي كنيم10-2پيچيده است رفع اين مشكل را در 

مزيت عمده روش نيوتن ، در صورت همگرايي ،سرعت سريع آن است كه )ج   

ا خ ف ا آ كا .جذابيت و كاربرد آن را فزوني بخشيده استذا



وتري10ـ2 قاطع(روش خط )يا
  فرمول روش وتري 1ـ10ـ2

)يا خط قاطع(روش وتري1ـ2

x(f(مي دانيم كه  
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مقداري نزديك به    باشد ، مثلا       ، آن گاه  xبنابر اين ، اگر 
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nx1nx 

)(f)x(f)x(f 1nn   )2.31(

رابطة از جاي به نيوتن فرمول در ، رو اين م)231(از دست به و كنيم م استفاده
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xx
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1nn
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 

)x(f nاستفاده مي كنيم و به دست مي  )2.31(از اين رو ، در فرمول نيوتن به جاي         از رابطة
:آوريم 
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و يا
)xx)(x(f

)2  .32(   
:را ساده كنيم حاصل مي شود)2.32(اگر فرمول

)x(f)x(f
)xx)(x(fxx
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براي محاسبة جملات دنبالة. فرمول روش وتري است  )33.  2(يا  )32.  2(فرمول 
فرمول از بايد و داريم و اولية مقدار دو به نياز وتري روش را)2.32(به ها بقية  x0x1x بقية    ها را  )32.  2(به روش وتري نياز به دو مقدار اولية     و      داريم و بايد از فرمول      

.از نظر محاسباتي ناپايدار است  )33.  2(حساب كنيم ، زيرا فرمول 
ك خط خ ل ا ك ا آ ا نا ش ا ش ا ك ا ل

 nx01

nx

علت اين كه اين روش را روش وتري ناميده ايم آن است كه       از محل برخورد خطـي كـه   
نقاط 
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x
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x
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)x(f)x(f n1n



.  )17ـ2(حاصل مي شود ، شكل xرا به هم وصل مي كند ، با محور  ي يم

A

B

nx
1nx 

2nx  1nx 

17ـ2شكل 



 ABمـثلا اگـر خـط    . نشان مي دهد كه روش وتري ممكن اسن همگرا نباشـد  17ـ2شكل
باشد و يا آن را در دور دست قطع كند ، جايي كه احتمـالا جـزء حـوزة    xموازي محور

ثابت مي شود كه اگـر  . نيست ،         يا قابل محاسبه نيست و يا مفيد نيست  fتعريف 
بـه دسـت مـي آيـد ، همگـرا باشـد ، همگرايـي آن از مرتبـة       )32ـ2(دنبالة      ، كه از nx

1nx 

ز ب(ب ر ز ن ي ي ر ب ر ي ي ب
بنابر اين ، اين روش سرعتي كمتر از نيوتن ولي به مراتب سريع تر از دو بخشـي  . است 

د دا ا ه نا
618/1

2
15p 


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.و نابه جايي دارد



مقدمه

ت ص ه اي له ج چند ادله ك هاي شه ن تعيين ريشه هاي يك معادله چند جمله اي به صورتت
0aza...zaza)z(Pكه در آن  01

1n
1n

n
n  

*

حل مسائل زيادي منجر به پيدا كردن . از دير باز مورد توجه بوده است 
2n,0an 

مثلاًتعيين مقادير ويژه . ريشه هاي يك معادله چند جمله اي مي شود 
يك ماتريس مربع ، بيان جمله عمومي دنباله هايي كه به طور بازگشتي 

...    تعريف مي شوند



براي اين منــظور . در اين فصل مقدمات اجراي روش نيوتن را فراهم مي كنيم 
ا ا ا آ ا ل ك اا ا ا ل دلخواه توضيح خواهيم داد xمحاسبه يك چند جمله اي و مشتق آن را به ازاي

و روش هاي خواص چند جمله اي ها را براي تعيين حدود و تعداد ريشــه هاي
م. حقيقي آن شرح مي دهيم ي ح ي

هدفهاي كلي

ارائه نمونه اي از مسائل كاربردي كه حل آن منجر به حل يك معادله 1.
.چند جمله اي مي شود

*ارائه روابط بين ريشه ها و ضرايب معادله 2.

*تعيين حدود و تعداد ريشه هاي حقيقي 3.

x = aو       به ازاي P(x)محاسبه4. )x(P

با دقت مطلوب  *تعيين ريشه هاي حقيقي معادله 5.



هدفهاي رفتاري

:دانشجو پس از مطالعه اين فصل بايد بتواند 

.در صورت لزوم از روابط بين ضرايب و ريشه ها استفاده كند1.

.حدود و تعداد ريشه هاي حقيقي يك معادله چند جمله اي راتعيين كند2.

.دلخواه حساب كند xمقدار يك چند جمله اي و مشتق آن را به ازاي 3.

.ريشه هاي حقيقي يك معادله چند جمله اي را با دقت مطلوب حساب كند4.



يك مسئله كاربردي 3-1

در آب قرار 0/6و وزن مخصوص  rفرض كنيد جسمي كروي به شعا ع
.دارد



r ، را بر حسبhمي خواهيم ارتفاع قسمتي از كره كه در آب قرار دارد، يعني 

اشآ اش ا ش ا قان ط طبق قانون ارشميدس بايد داشته باشيم.به دست آوريم
 وزن كره=وزن آب جابجا شده                             

.اما، وزن آب جابجا شده برابر حجم قسمتي از جسم است كه در آب قرار دارد 
yبراي محاسبه اين حجم اگر قطعه نشات داده شده را در شكل زيرحول محور 

:دوران دهيم،خواهيم داشت يم و يم ن ور
O

r
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A
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حجم قسمت قرار گرفته در آب =كه در نتيجه،  22h
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كه پس از ساده كردن و با فرض               به صورت زير در مي آيد 
2
hR 

04.2R3R 23 

مستلزم تعيين ريشه اي از معادله بالاست كه بينrبه  hبنابراين ، تعين نسبت 
).زيرا                كه در نتيجه              .(قرار دارد2و0 r2h0 2R0 



روابط بين ريشه ها وضرايب يك معادله چند جمله اي  3-2

عبارت است از nبه طور كلي يك معادله چند جمله اي درجه 
0azazaza)z(P 1nn             *

كه در آن                        چون درعمل بيشتر با معادلاتي كه ضرايب آنها 

0aza...zaza)z(P 011nn  

2n,0an 

.  حقيقي است مواجه مي شويم فرض مي كنيم كه همواره    حقيقي است ia

عبارت است از*جوابn = 1اگر بر زجو ر ب
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0akبه علاوه ، اگر          و.  z = 0كه در نتيجه  

داريم
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خواهد بود و كافي است بقيه ريشه ها را ازKريشه تكراري مرتبه z = 0يعني
معادله 

0a...za K
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پس به طور كلي فرض مي كنيم كه در . به دست آوريم كه در آن            
ل اا
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قضيه  3-2-1
آ است و اگر ريشه هاي آن را )حقيقي يا موهومي(ريشهnداراي*معادله

بناميم داريم                    11nn z,...,z,z 

           **
.اين قضيه در جبر ثابت مي شود

)zz)...(zz)(zz(a)z(P n21n 

0aaريشه ها را مي توان به ترتيب زير مرتب كرد، كه با تو جه به     n0 

ن ا ق ا ش ا ض ط ا ا(لا ا ط ا ا

n21 z...zz0 

اين روابط از برابري(به علاوه ، روابط زير بين ضرايب و ريشه ها بر قرارند
):به دست مي آيند **ضرايب                  در دو طرف  01nn z,...,z,z 



1n
n21 ,

a
az...zz 

2n
ji

n

azz

a


n

0n
n21 a

a)1(z...zz 

nnji1
ji a

zz




مثال3-2-2 مثال322
عبارت اند ازP(z)=0اگر                         آنگاه ريشه هاي 2z3z2)z(P 2 

2
1z2 ,2z1 

واز اينجا ، بنا بر تعريف 
2

)
2
1z)(2z(2)z(P 



قضيه  3-2-3
1 .باشد       ريشه معادله زير استnريشه معادله چند جمله اي در جهzاگر

0)(Q 1nn

z
1

0aza...zaza)z(Q n1n
1n

1
n

0  


مثال3-2-4 مثال324
.ريشه هاي دسته معادلات زير را حساب كنيد



  01z2z10)z(Q 2






 010z2z)z(P
)(Q

2



:حل
ل )Pا ) ت0 ا ل ا اك ا P(z)معادله بنابراين،.يك معادله درجه دوم است0 =

1011z 

بنابراين ،                  و                     كه در آن

ضرايب بين ارتباط به توجه هايQ(z)وP(z)با ازQ(z)ريشه اند :عبارت

i31z1 i31z2 1i2 

:عبارت اند ازQ(z)ريشه هايQ(z)و P(z)با توجه به ارتباط بين ضرايب

,
10

i31
i31

1
z
1 




 10
1i3

i31
1

z
1 





10i31z1  10i31z2

قضيه3-2-5
باشد      ، يعني nيك ريشه مختلط معادله چند جمله اي در جه  zاگر 

درجهzمزدوج اي جمله چند معادله ريشه نيز ،nاست
z

.استn، نيز ريشه معادله چند جمله اي درجهzمزدوج



قضيه  3-2-6
.حداقل يك ريشه حقيقي داردP(z) = 0فرد باشد معادله P(z)اگر درجه

ه327 قض قضيه3-2-7
.است P(-z) = 0ريشه  z–باشد  P(z) =0ريشه  zاگر 

قضيه  3-2-8
موجود باشند يعني zتنها توانهاي زوج  P(z)اگر در چند جمله اي 

است زوج عددي اي له ج چند معادله ق حق هاي يشه كه(عداد د كن توجه

0
2

2
2k2

2k2
k2

k2 aza...zaza)z(P  


توجه كنيد كه (عداد ريشه هاي حقيقي معادله چند جمله اي عددي زوج است
).ريشه حقيقي وجود نداشته باشد



ه329 قض قضيه3-2-9
صحيح و نسبت به هم اول اند، ريشه معادله  sو  rاگر           ، كه درآن 

s
ra 

01
1n

1n
n

n axa...xaxa)x(P  


.باشد و                        جملگي اعداد صحيح باشند آنگاه        و         011nn a,a,...,a,a 0ar
nas

، در صورت وجود ، P(x)=0به ويژه اگر           آنگاه ريشه هاي حقيقي 
تند

1an 

.صحيح هستند



قاعده علامات دكارت3-2-10 رت321 ت  لام ده 
تغيير علامات در جملات متوالي mاگر 

آ
011nn a,a,...,a,a 

k .عددي زوج استm-kباشد آنگاه           وP(z)=0تعداد ريشه هي معادلهkو mk 

نتيجه3-2-11
تعداد ريشه هاي منفي  sو  P(-z)تعداد تغيير علامت در جملات ضرايب  lاگر 

P(z) =0باشد ، در اين صورت        وl- sعددي زوج است. ls  ( و( ور ين ر زوجب ي



مثال3-2-12
تعداد ريشه هاي حقيقي معادله 
0z10zz)z(P 23 

.را، در صورت امكان ، به قاعده علامات دكارت تعيين كنيد
0z10zz)z(P

:حل
است ازاين رو ، اين معادله داراي2برابر P(z)تعدا تغيير علامت در ضرايب

4z10zz)z(Pهمچنين.ريشه مثبت است0يا2 23 

يعني معادله حتماً داراي يك. كه تعداد تغيير علامت ضرايب آن يك است 
رريشه منفي است ولي در مورد ريشه هاي مثبت آن ، قاعده علامات دكارت ن ب ي ري ور ر ي و ي ري

! نتيجه اي به دست نمي دهد



= P(z)تعيين حدود ريشه هاي  3-3 0

در فصل دوم مشاهده شد كه براي تعيين ريشه هاي يك معادله لازم است 

ش ا ن گ ا آن ا خ تق گا ا اش در اين. حدود ريشه ها و گاهي تقريب خوبي از آنها به گونه اي معين شود

قسمت مشاهده خواهيد كرد كه ريشه هاي معادله چند جمله اي محدود 

.هستند و به سادگي كران بالا و پايين براي آنها به دست مي آيد 



قضيه  3-3-1
ريشه معادله  zاگر 

0aza...zaz)z(P 01
1n

1n
n  



آنگاه)ها حقيقي هستند(    باشد  ia

M1 M1a...aaz 1n10  

يجنتيجه3-3-2
باشد nريشه دلخواهي از معادله چند جمله اي درجه  z اگر

M 

كه در آن
na

Mz 

01nn a...aaM  



قضيه  3-3-3
حقيقي و ريشه ها nاگر تمام ريشه هاي معادله چند جمله اي درجه

باشند به طوري كه
1n z,...,z

آنگاه

n1 z...z0 

آنگاه
R

a
a2

a
az

n

2n

2

n

1n
n

2 







 

rو
a2a

1z
2

2

1

1
2 









a
2

a 0

2

0

1 







نتيجه 3-3-4
حقيقي باشند nاگر تمام ريشه هاي معادله چند جمله اي درجه 

n,...,3,2,1i,Rzr i
2 

. محدودند r و Rبه  nيعني ، مربع ريشه هاي چند جمله اي درجه 

نتيجه 3-3-5
ً حتماً ريشه مختلط P(z)=0منفي باشد معادله rوRچنان بياشد كهP(z)اگر

ريشه مخــــتلط  P(z) = 0به عبارت ديگر ، شرط لازم براي آنكه معادله . دارد
.هردو مثبت باشند، ولي اين شرط كافي نيست rو  Rنداشته باشد آن است كه 

.ولي          معادله حتماً ريشه مختلط دارد Rوr > 0همچنين اگر Rr  ي



مثال 3-3-6
مي دانيم كه معادله                            فقط ريشه هاي حقيقي دارد)الف    

.حدود ريشه ها را تعيين كنيد
04x8x5x 23 

:حل
 3-3-3بنابر قضيه 

,9825R 2 
3
2

528
1r 2 





 



بنابراين،

4
52

4
8









بنابراين،
9z

3
2

i
2 



براي عدم وجود ريشه مختلط براي معادله  rو  R > 0نشان دهيد كه شرط  )ب  
.كافي نيستnچند جمله اي درجه

:حل:حل
عبارت اند از r و Rمعادله                      را در نظر مي گيريم ، مقادير  04z3z 3 

,0142)3(R 2 
016

2
1

16
9

1

4
12

4
3

1r 2 
















اما ريشه هاي مذكور عبارت اند از Rو  r >0همان گونه كه مشاهده مي شود 

اينكه وجود با ، داردRوrيعن مختلط ريشه معادله هستند مثبت دو هر

,
2

7i3z1



2

7i3z2




.هر دو مثبت هستند معادله ريشه مختلط داردRوrيعني ، با وجود اينكه



z = aو         به ازاي  P(z)محاسبه  3-4 )z(P

باشد از طريق معمولي ، يعني محاسبه z = aبه ازاي  P(z)اگر منظور محاسبه 

و بعد جمع كردن آنها ، بايد             ضرب P(z)تك تك جملات موجود در 

ً
2

)1n(n 

n )چگونه؟.ضرب انجام دادnمثلاً براي محاسبه         بايد.(جمع انجام دهيمnو

جمع نيازمند و با طبيعت nضرب وnدر ادامه روشي ارائه مي كنيم كه فقط به

n
n aa 

ب يم ي ر ي رو ور بيرب ب و ز ي ع ج

. كامپيوتر به عنوان وسيله اي سريع براي انجام كارهاي تكراري سازگار است

قبلاً متذكر مي شويم كه اگر

آ
01

2
2

3
3 axaxaxa)x(P 

آنگاه
0123 aa)aa)aaa(()a(P 



جمع و به3اگر عمليات را از داخلترين پرانتز شروع كنيد مشاهده مي شود كه به 
ا3 ا ن قض ا ا ك در صورتي كه براي محاسبه مستقيم.ضرب نياز داريم3

01
2

2
3

3 aaaaaaa 

.جمع بايد انجام داد 3ضرب و6

ه341 قض قضيه3-4-1
اگر 

آنگاه
012

2n
1n

1n
n b)bzb...zbzb)(az()z(P  






و

0,...,2n,1ni,
aabb

ab

i1i

nn 









و
0b)a(P 



مثال 3-4-2
.P(1. 2)اگر                              مطاوب است محاسبه 6xx2)x(P 23 

:حلل
توجه: ( را به خوبي نشان مي دهد P(1. 2)جدول زير نحوه به دست آوردن 

).نيست صفر منظور مي شود P(x)كه در  xداشته باشيد كه ضريب هر تواني از 

2              -1             0               -6
+ 0 2 4 1 68 2 0161. 2 +   0         2. 4       1. 68         2. 016

2        1.  4         1. 68    -3. 984

1. 2



ضمناً مي توان نوشت. P(1. 2) = -3. 984بنابراين ، ين بر )ب و( ن و ي

984.3)68.1x4.1x2)(2.1x(6xx2 23 

.به دست مي آيد 1-4-3قضيه زير را با استفاده از 

قضيه   3-4-3

0b)z(q)az()z(Pاگر                                    آنگاه  )a(q)a(P. 



مثال3-4-4
P)2(و P(2)اگر                              مطلوب است محاسبه   8z4z3)z(P 3 

:حل
:جدول زير مراحل محاسبه را نشان مي دهد

3 0 4 83             0               -4               8
+   0             6              12             16

2

3 6 8 24=P(2)

3           12                     32=

3             6               8           24=P(2)
+    0              6             24                       

)2(P 

2

)(



با دقت مطلوب P(z)=0تعيين ريشه هاي حقيقي  3-5

براي تعيين ريشه هاي حقيقي معادله 
0aza...zaza)z(P 01

1n
1n

n
n  



اگر        ابتدا ريشه هاي. از كليه مطالب گفته شده مي توان استفاده كرد
ثا ل ا ا ل ل ا ك كش ا ف

011nn

0a0 

صفر را بيرون مي كشيم و ك معادله چند جمله اي با جمله ثابت به دست
ريشه هاي گويا را ، در صورت وجود،  9-2-3سپس بنابر قضيه . مي آوريم 

به دست مي آوريم و بااستفاده از روش هورنر به يك چند جمله اي ميرسيم
.كه ريشه هاي آن اصم يا مختلط هستند

براي محاسبه ريشه هاي حقيقي و اصم از روش نيوتن ، كه همگرايي سريع
.اما اين روش نياز به مقدار اوليه اي از ريشه ها دارد.دارد، استفاده مي كنيم م ي رر ر ز و ر ز روش ن



و نتايج آنها حدود اين ريشه ها معين و  3-3-1،3-3-3با توجه به قضاياي
ريشه ها را با شروع از بزرگترين ، يكي يكي به دست مي آوريم تا اينكه بــه

ريشـــه هاي .يك چند جمله اي برسيم كه تمام ريشه هايĤن مختلط باشد ب ن ي ري م يم بر ي ج چ يي ري

.قابل محاسبه اند روش برستومختلط به 
ا ا ط ا ا لا ا وقتي     به دست آمد محاسبه جملات         با رابطه زير انجام مي شـــود}x{آ

                *
0x}x{ n

,...2,1,0n,
)x(P
)x(Pxx n

n1n 




x(P(توجه داشته باشيد كه          و          به روش هورنر به سادگي محاسبه  n )x(P n

)x(P n

هاي بزرگ بايد از ماشين حساب يا كامپيوتر استفاده  nالبته براي .مي شوند
.كرد ر



مثال3-5-1
.ريشه هاي معادله                            را بدست آوريد 01x2xx 23 

:حلل
چون درجه چند جمله اي فرد است پس حداقل يك ريشه حقيقي موجود است 

با توجه به اينكه                                                                           
                               P(0) =-1<0      ,        P(1) = 3>0

5.0x0قرار مي دهيم            و با استفاده از روش . است 1و  0يك ريشه حقيقي بين  

.حساب مي كنيم* هورنر چند جمله را از فرمول



1             1               2               -1
+   0          0. 5         0.75        1. 3750. 5

1            1. 5         2. 75                0. 375=P(0. 5)
+    0            0. 5             1                                        0. 5

1              2            3. 75 =    )5.0(P 

40375.050 4.0
75.3

5.0x1 

1             1               2               -1
+   0          0. 4         0. 56        1. 0240. 4

1            1. 4         2. 56              0.  024= P(0. 4)
+ 0 0 4 0 72

1           1 . 8          3. 28=       

+    0       0. 4             0. 72                                        

)4.0(P 
0. 4

)D4(3927.0
28.3

024.04.0x2 



اين جواب تا سه رقم اعشاردقيق است و استفاده مجدد از روش هورنر دقت آن را
.نشان مي دهد

).چرا؟(از جدول اخير معلوم مي شود كه دو ريشه ديگر مختلط هستند

1                   1                        2                        -1        
+    0             0. 3927              0. 5469             1. 0001676

1              1. 3927               2. 5469            0. 0001676

0. 3927

زيرا داريم 

)5469.2x3927.1x)(3927.0x()1x2xx( 223 



مقدمه

در رياضيات محض ، بخصوص در آناليز رياضي ، معمولا با توابعي سرو كار داريم 
يعني ، به ازاي هرمقدار متغير ،دستوري . كه با يك يا چندضابطه تعريف شده اند
اما ، درعمل به ندرت باچنين وضعي روبه . براي تعيين مقدارتابع داده شده است 

يرو مي شويم واكثراتوابعي كه بايدمورد بررسي قرارگيرند مقدارشان به ازاي بعضي  ز ن ر ر ر ر ي رر ور ي و ر و م و ي رو
از مقادير متغيرو آن هم از طريق آزمايش و يا انداز ه گيري به زحمت قابل تعيين 

.استاست



fبه بيان دقيق مقادير تابع     به ازاي نقاط دو به دو متمايز

: به ترتيب عبارتند از
n210 f,...,f,f,fn210 x,...,x,x,x

نمو نه هايي از اين توابع را مي شناسيد،توابع . ناميم  تابع جدولييك چنين تابعي را 
رجمثلثاتي وتابع لگاريتم كه مقدار آنها به ازاي بعضي از مقادير متغير درجدولهايي درج  يي ه و رج ير ير ز ي ب ي ز ب ه ر م ري بع و ي

. شده است 
قت قدا د آ ن ا ن د xf121i درونيابي يعني برآورد مقدار         وقتي                   و xf

n0 xxx 

ixx 

1n,...,2,1i 

i



.وبرونيابي يعني برآورد مقدار         وقتي                      xf n0 x,xx ي و ر ور ر ي ي رو و
در اين فصل ضمن آشنايي بيشتر با مفاهيم فوق كاربردهاي عملي آنها را در 
ديد خواه ديگ مختلف توابع د آو ب ويا آينده هاي سال د ت ع ج ن تخ

 n0

.   تخمين جمعيت در سال هاي آينده ويا برآورد توابع مختلف ديگر خواهيم ديد 

ا ا ا ا ا آ

هدفهاي كلي

آشنايي با مفاهيم درونيابي و برونيابي-1
معرفي چند جمله اي درونياب  -2
تعيين چند جمله اي درونياب به روش لاگرانژ و بيان معايب اين روش  -3



تعيين چند جمله اي درونياب به روش تفاضلات تقسيم شده و مزاياي آن -4

آن5 دن ك ن م وش و اب ون د اي له ج چند خطاي ن تع تعيين خطاي چند جمله اي درونياب و روش مينيمم كردن آن-5

معرفي تفاضلات متناهي و كاربرد آنها در تعيين درجه چندجمله اي درونياب و سرعت   -6
بخشيدن به همگرايي دنباله هاي همگرا 

ا7 ت تفاضلات ا ن ا ل ا ت ن ا ل ف ائ ا ارائه فرمولهاي نيوتن، براي چند جمله اي درونياب بر حسب تفاضلات متناهي -7

معرفي درونيابي معكوس وكاربرد آن-8



هدفهاي رفتاري

:دانشجو پس از مطالعه اين فصل بايد بتواند 

. مفاهيم درونيابي و برونيابي را بيان وكاربردهايي از آنها را ارائه كند  -1

. چند جمله اي درونياب مربوط به يك تابع جدولي را به روشهاي گوناگون حساب كنيد-2

كند-3 حساب درونياب اي جمله چند خطاي براي بالاي كران .كران بالايي براي خطاي چند جمله اي درونياب حساب كند3

جدول تفاضلات يك تابع جدولي را تشكيل و اطلاعات لازم را از آن كسب و  چند جمله   -4
. اي درونياب را از آن به دست آورد 



مفهوم درونيابي 4-1

ازحوزه مقاديرآنهادرنقاطي كه توابعي يعني ، جدولي توابع ديرباز از دررياضيات از ديرباز توابع جدولي ، يعني توابعي كه مقاديرآنهادرنقاطي ازحوزه دررياضيات

. تعريف آنها در يك جدول ثبت شده است ، مورد استفاده قرار مي گرفته اند 

درجه  45،...،2،1،0همه با جدول مقاديرتوابع       ،       ،     و          به ازاي  gcot costg sin

آنچه دردبيرستان براي .آشناهستيد ، همچنين باجدول مانتيس لگاريتم اعداد

سينوس مثلا ، و37تعيين است40درجه خطي درونيابي دهيد مي انجام دقيقه دقيقه انجام مي دهيد درونيابي خطي است 4درجه و37تعيين ، مثلا سينوس

باپيدايش ماسين حساب وكامپيوتر جدولهاي . كه در اينجا آنرا بررسي مي كنيم 



مذكور ديگر به كار نمي روند و درونيابي بيشتر

هنر شناخت معاني ومفاهيم مستتر در يك جدول                  

يكي از اين معاني ، تخمين مقدار يك تابع به ازاي مقداري از    است كه در . است 
. اين همان مفهوم درونيابي است .جدول نيست ، ولي بين نقاط جدولي است

x

باجدول زير داده شده است fوقتي   f(x)براي تخمين 

                            
x 0x 1x nx2x ...

                           
 xf 0f

1f 2f nf...



يكي از راههاي نسبتا ساده اين است كه يك چند جمله اي .راههاي متفاوتي وجود دارد ر وجو ي و ي ه ير ج چ ي ين ب ي ه ر ز ي ي
مانند      پيدا كنيم كه مقدارآن در    همان     باشد ، البته به ازاي  

اش داشته ن
 xP

ixif

n210in210i  fP * يعني داشته باشيم                                   ،                          
اكنون سوالاتي به صورت زير  . كار كنيم  P(x)وبعد به جاي        ، در بازه              ، با     n0 x,x

n,...,2,1,0i n,...,2,1,0i   ii fxP 

 xf

*

:مطرح مي شود
چرا يك چند جمله اي پيدا مي كنيم ؟ مگر چندجمله اي چه خصوصيتي داردكه ديگر  )الف

توابع ندارند؟
*آيا يك چند جمله اي كه در     صدق كند هميشه وجود دارد؟ و در صورت وجود منحصر )ب

به فرد است؟                                           



براي)ج اي چندجمله اين ؟nآياتعيين است عملي بزرگ هاي هاي بزرگ عملي است ؟ nآياتعيين اين چندجمله اي براي  )ج

، همه مي دانيم كه محاسبه يك چندجمله اي به ازاي مقداري ) الف(درپاسخ به سوال 

همچنين محاسبه مشتق و انتگرال ) . روش هورنر از فصل سوم(از    بسيار ساده است  ix

. توابع چندجمله اي و حتي تعيين ريشه هاي يك معادله چندجمله اي مشكل نيست 

سوال جواب ، نقاط متمايزبودن درصورت ، كه اين يك)ب(جالب هميشه و است مثبت مثبت است و هميشه يك )ب(جالب اين كه ، درصورت متمايزبودن نقاط ، جواب سوال

. چندجمله اي منحصربه فردوجوددارد و راههاي ساده اي براي تعيين آن مي شناسيم 

. اين مطالب را درديگربخشهاي اين فصل موردبررسي قرارخواهيم داد 



چند جمله اي هاي لاگرانژ 4-2

*nيكي ازروشهاي تعيين يك چندجمله اي حداكثراز درجه   كه در   صدق كند ، روش 

در اين روش فرض مي كنيم                               هر يك، يك .لاگرانژ است

چندجمله اي درجه    باشند وداشته باشيم

     xL,xL,...,xL 01n

nيم ب و ب رج ي ج چ

          nnjj1100 fxL...fxL...fxLfxLxP 

و سعي مي كنيم         ها را چنان تعيين كنيم ك xLj

  f  ii fxP  n,...,2,1,0i 



n,...,2,1,0i براي اين منظورمي گوييم به ازاي                        بايد داشته باشيم

        ninjij0i0i fxL...fxL...fxLxP 

م ز م و ي ور ن ر

**

 xLi داشته باشيم    ) ودرصورت مستقل بودن        ها از يكديگرلازم است (لذا كافي است 

 
 









1xL

0xL

jj

ij

و                                                                   
ji  ***

اما ، تابع زير
        )4.4(

      

به ازاي                                            صفر است ، يعني به ازاي     هايي كه 

      n1j1j0 xx...xxxx...xx  

يي ي ز ب ي ي ر ي ز ب
011j1jn x,x,...,x,x,...,x ix



، كافي است كاري كنيم كه مقدار اين تابع به ازاي    يك شود و اين كار با          ji jxب ر ين و و ي ي ز ب بع ين ر يم ري ي
بر عدد) 4.4(تقسيم تابع مندرج در 

jjx

است پذير ديگرامكان عبارت به

       nj1jj1jj1j0j xx...xxxx...xxxx  

به عبارت ديگر.امكان پذير است

)5.4(         
)xx) (xx)(xx) (xx)(xx(

xx...xxxx...xxxx
xL n1j1j10

j


 

)xx)...(xx)(xx)...(xx)(xx( nj1jj1jj1j0j
j  

چندجمله ايهاي درجه  .به سادگي مي توانيد آزمايش كنيد كه شرايط         برقرارند
.بيان مي شوند به چندجمله ايهاي لاگرانژ معروف اند) 5.4(كه به وسيله 

***
n



مثال4-2-1
.چندجمله اي       راكه مربوط به تابع جدولي زير است حساب كنيد  xP

                                                 
                                                  1         0          1-          

311
ix

f                                                  3        1         1

:حل
if

.  جمله ايهاي لاگرانژ از درجه دو هستنددر اين مثال        و در نتيجه چند
جمله زيرندچند قرار به لاگرانژ :ايهاي

n=2

:ايهاي لاگرانژ به قرار زيرندچند جمله

    
  

  
   2

xx
1101

1x0x
xxxx

xxxxxL
2

21
0











       21101xxxx 2010



          1x1x1xxxxxxL
2

20 

          xx0x1xxxxx 2 

     
   

   
    11010xxxx

xL
2101

20
1 









     
   

   
    2

xx
0111
0x1x

xxxx
xxxxxL

1202

10
2













 3 22

**از اين رو، بنابر فرمول       داريم

           
2

xx31x
2

xxxL3xL1xL1xP
2

2
2

210







  2

دكه كن ق ق ت

  1xxxP 2 

      1LLL                                       تحقيق كنيدكه.      1xLxLxL 210 



آورد:تذكر دست به نيز مجهول ضرايب روش به توان م را اي چندجمله xP . چندجمله اي       را مي توان به روش ضرايب مجهول نيز به دست آورد:تذكر

به اين معنا كه فرض مي كنيم

 xP

  cbxaxxP 2 

و قرار مي دهيم                                       و              و 
  cbxaxxP 

  31P                 كه درنتيجه يك دستگاه سه معادله ، سه مجهول حاصل مي شود كه جواب آن
مي تواند بزرگ باشد و نقاط      نزديك به هم  nامادرعمل) .امتحان كنيد(خواهد بود

  11P    10P    31P 

بو ي(و ل)ن مر ب ي ز و ب بزر و ي
، كه درنتيجه حل يك دستگاه شامل           معادله و        مجهول را با اشكالاتي  

ا

1cba 

x 1 ix.مواجه مي كند 1n 

 1n 



لمثال4-2-2
مجددا چندجمله اي       ) 1-2-4(به تابع جدولي مثال ) 2.7(بااضافه كردن نقطه 

.به عبارت ديگر، چندجمله اي مربوط به جدول زير را حساب كنيد.را حساب كنيد

                                     2        1        0        1-

 xP

                                     7         3         1         1ix

fif

 :حل
اين چند. هستند 3جمله ايهاي لاگرانژ همه از درجه چندو n = 3در اين مثال  

:اند ازجمله ايها عبارت



       
     

x2x3x2x1x0xxL
23

0







        2xx2x2x1x1x 23 

        6211101
xL0 

       
      2

2xx2x
201010

2x1x1xxL1








     
      2

x2xx
210111
2x0x1xxL

23

2 








       
     6

xx
120212
1x0x1xxL

3

3








:عبارت است ازP(x)درنتيجه چندجمله اي



         xL7xL3xL1xL1xP 3210          3210

   
6

xx7
2

x2xx3
2

2xx2x
6

x2x3x 3232323 














كه پس ازساده كردن نتيجه مي شود 

6226 

  1xxxP 2 

ضمنا ازطريق محاسبه معلوم مي شودكه 
  1xxxP 

        1LLLL 

جه ازد كه شود م جه2مشاهده د از ها ول تند3است ازه نا ض

        1xLxLxLxL 3210 

 xP xL ضمنا از . هستند 3است ولي         ها از درجه 2مشاهده مي شود كه         ازدرجه 
.كمتر استفاده شد ) 1-2-4(محاسبات مربوط به مثال 

 xP xLi



حجم  . يعني، با اضافه كردن يك نقطه به جدول بايد تقريبا تمام عمليات را از سرگرفت ر ر ز ر ي م م م ريب ي ب ول ج ب ي ن ر ب ي جمي
درضمن درجه چندجمله اي درونياب قبل از .به سرعت بالا مي رود nعمليات نيزبا افزايش 

د ش ن ل آ ل كا دت كه ا له ند كه د د نشا ز ه قض قضيه زير نشان مي دهد كه چندجمله اي       كه در     .  تعيين كامل آن معلوم نمي شود
.صدق مي كند منحصر به فرد است  xP*

  

قضيه4-2-3
 xP

قضيه423
فقط يك چند جمله اي       ، حداكثر از درجه    ، وجود دارد كه در شرط زير صدق 

:مي كند
n

د مي
و)                                                        6.4(   ii fxP  n,...,2,1,0i 



 تعريف 4-2-4

درونياب يا چند  چند جمله ايصدق مي كند ) 6.4(چند جمله اي منحصر به فرد       كه در 
حل ه اي له دج ش د نا نقاط د تا

 xP

f01 xxx .تابع   در نقاط                   ناميده مي شودجمله اي هم محل

روش لاگرانژ براي تعيين چندجمله اي درونياب تنها از لحاظ نظري مورد توجه است ولي  

f01n x,x,...,x

.  نشان داده شد از لحاظ عددي معايب زيادي است  2-2-4همان گونه كه در مثال 

 معايب روش لاگرانژ 4-2-5

محاسبات اين روش ، وقتي  خيلي هم بزرگ نباشد ، زياد است و خودكاركردن عمليات نيز -1
به اين مطلب فكر كنيد كه چگونه مي توان ضرايب توان هاي مختلف    رادرهر يك  .(ساده نيست 

n

).از چندجمله ايهاي لاگرانژ باكامپيوتر حساب كرد  x



درجه چند جمله اي درونياب بعد از انجام تمام محاسبات تعيين مي شود و  -2

با اضافه كردن يك يا چندنقطه به نقاط جدولي بايد تقريبا تمام عمليات رااز  

.سرگرفت

چون چند جمله اي درونياب به تدريج حساب نمي شود اين روش را بايد -3

).مثال زير را مطالعه  كنيد(با احتياط كامل به كار برد  بر ر ب ل ي ي(ب ر زير )ل



مثال4-2-6 مثال4-2-6
جدول مربوط به تابع                 داده شده است مطلوب است تخمين               3 xxf 

.  با استفاده از درونيابي لاگرانژ 

642781

3 20

                     64          27         8         1         0

                      4           3          2         1         0

ix

if

:حل
0f0توجه كنيدكه       و                 (باتوجه به تعريف چندجمله ايهاي لاگرانژ داريم

    (  0fxL 00 



       
     

     
      2

561978
64x27x1xx1

632671
64x27x8xxxP 





             561978632671 

     
     

     
      427x8x1xx364x8x1xx







             4
37566364

3
37192627






دهيم مي قرار جاي به تخمين داشت20براي خواهيم 3 20x

  3139/120P203 

خواهيم داشت2براي تخمين         به جاي    قرار مي دهيم

ت ا ف آ ش شا ؟!ا ت لت

20

3 20

 D4

علت چيست ؟!با رسم منحني مشاهده مي شود برآورد         منفي است

3 xy 

3 20

. معلوم مي شود كه شكل منحني نزديك به يك خط راست است ] 8.27[در فاصله 



للذا ، اگر در اين فاصله چند جمله اي درونياب درجه اول را به دست آوريم حاصل  آوريم ت ب را اول رج ب ي رو اي جم چ اين ر ر ا ا
مي شود 

  38x227xxP1 







آيد م دست وبه

  3
827

2
278

xP1 





وبه دست مي آيد
  6316/2

19
50

19
36

19
1420P20 1

3 

.  كه از                                         خيلي دور نيست   D47144/2203 



روش تفاضلات نيوتن 4-3

، )2.4(درفرمــــول . مي دانيم كه يك چندجمله اي را به طرق مختلف مي توان نوشت 

n

براي چند جمله اي درونياب ، اين چند جمله اي بر حسب تركيب خطي خاصي از چند 
ولي مي توان    چند جمله اي مستقل خطي دلخواه .جمله ايهاي لاگرانژ نوشته شده است

اگر چند جمله ايهاي زير را . در نظر گرفت و        را بر حسب تركيبي خطي از آنها نوشت 
.در نظر بگيريد

 xP

يري ب ر ر

         110100 xx...xxxx,...,xxxx,xx,1          1n10100 xx...xxxx,...,xxxx,xx,1 



اكنون فرض كنيد       چند . مي توان نشان داد كه اين چند جمله ايها مستقل خطي هستند
جمله اي درونياب تابع    در نقاط                         باشد و

          P

f01n x,x,...,x  xP

.با توجه به اينكه بايد داشته باشيم                 مي توان     ها را به دست آورد ia

          1n0n102010 xx...xxa...xxxxaxxaaxP 

  ii fxP 

مثلا با قرار دادن         داريم   00 axP  0xx 

و چون بايد                 پس ، 

)7 4(

  00 fxP 

f                  )7.4(

1xxبا قرار دادن         به دست مي آوريم  

00 fa 

   01101 xxaaxP 



  11 fxP  واينكه                  نتيجه مي شود)7.4(كه با توجه به  11 fxP

01

01
1 xx

ffa





ب وج و)(ب ي يج ي و

iaif نيوتن با . و به همين ترتيب بقيه    ها بر حسب نقاط و    ها به دست مي آيند
را شده تقسيم تفاضلات آيند م دست به ضرايب براي كه مقاديري به توجه به مقاديري كه براي ضرايب به دست مي آيند تفاضلات تقسيم شده را توجه

. معرفي ويك فرمول بازگشتي براي محاسبه آنها ارائه كرد 



تفاضلات تقسيم شده 4-3-1
fفرض كنيد                   نقاط دو به دو متمايز و                 مقادير تابع 

.دراين نقاط باشد
01n x,x,...,x

01n f,f,...,f

ix1ixتفاضلات تقسيم شده اول بين     و       چنين تعريف مي شود 

ff)(f)(f

ن ا نا
1ii

1ii

1ii

1ii
1ii xx

ff
xx

)x(f)x(f]x,x[f







 









بنابراين
,

xx
ff]x,x[f

10

10
10 




21

21
21 xx

ff]x,x[f




21



ix,xتفاضلات تقسيم شده دوم بين             و       چنين تعريف مي شود 1i2ix 

2ii

2i1i1ii
2i1ii xx

]x,x[f]x,x[f]x,x,x[f



 




به عنوان مثال
2110

20 xx
]x,x[f]x,x[f]x,x,x[f 


20 xx 

:ام بين نقاط                   عبارت است ازnتفاضلات تقسيم شده 01n x,x,...,x زم ر ن م

n0

n211n10
n0 xx

]x,...,x,x[f]x,...,x,x[f]x,...,x,x[f



 

n0 xx

)x,x(نقطه دلخواهي از           باشد و xهمچنين اگر  n0

1n,...,2,1i,xx i 



:تفاضلات تقسيم شده بين                       عبارت است از x,x,x,...,x 01n

n

n2101n10
n0 xx

]x,...,x,x,x[f]x,...,x,x,x[f]x,...,x,x,x[f



 

مثال4-3-2
.را حساب كنيد fبا استفاده از جدول ذيل تفاضلات تقسيم شده مربوط به تابع 

ix 11 0 2 3ix 11 0

if 1 1 1

2 3

5 19



if
ix x,x[f[تفاضلات چهارم     تفاضلات سوم 1ii  ]x,x,x[f 2i1ii 

-1 -1

2
01
11




0 1
01

0
10
11





1
11

02





40

1
21
21





0
31
11





1 1
10

4
21
51





2
20
40





5144




1
30
52





31

2 5
14

32
195





5
31




ت ا ن چن الا ل جد ه شت:(خلا ن ه از ن ت ند ل تاز ن ها )ك

3 19
1جدول 

 .)كسرها نيستپس از حل چند تمرين نيازي به نوشتن:(خلاصه جدول بالا چنين است



ixچهارم        سوم          دوم             اول                
if

1 1-1

0

-1

1
2

0

1
1

0
1

2

1

5

0

4
2

5
1

0

ال4
3 19

14
2جدول 

مثال4-3-3
سپس با اضافه.جدول تفاضلات  مربوط به تابع جدولي زير را به دست آوريد

.مجدداً جدول تفاضلات را تشكيل دهيد (7 ,2)كردن نقطه 
ix 11 0

if 1 1 3



:حل
ا ل ال :با توجه به مثال قبل داريما

حاصل مي شوند خط (7 ,2)ضمناً زير اعدادي كه پس از اضافه كردن نقطه (
.)كشيده شده است 

ix اول دوم م fixس سوم          دوم             اول
if

-1 1
0

0

1

1

3

0

2

1

1
0

1

2

3

7
4

1

3جدول 



قضيه زير نشان مي دهد كه از جدول تفاضلات مي توان درجه چند جمله اي درونياب
ك آ آ ا ل ق لا ك)2(ثلاً ا نش نشـــان مي دهد كه چند )2(مثلا جدول.را ، قبل از به دست آوردن آن ، معين كرد

نشان مي دهد كه با اضافه) 3(ضــــمناً جدول . است  3از درجه  fجمله اي درونياب 
. است 2درجه چند جمله اي درونياب تغيير نمي كند و برابر (7 ,2)كردن نقطه

فرمول چند جمله اي درونياب بر حسب تفاضلات تقسيم شده (قضيه4-3-4
)نيوتن

01nدر نقاط                   عبارت از fچند جمله اي درونياب  x,x,...,x

]x,...,x,x[f)xx)...(xx(...]x,x[f)xx(f)x(P n101n01000 



مثال 4-3-5
چند جمله اي درونياب تابع جدولي زير را با استفاده از تفا ضلات تقسيم شده به 

.دست آوريد و         را بر آورد كنيد )
2
1(f

ix 21 1

f

3

if 2 0 7 26

:حل:حل
.باتوجه به جدول بالا جدول تفاضلات تقسيم شده زير را تشكيل مي دهيم



ix سوم          دوم             اول
if

-1

1

-2

0
1

7
2

2

3

7

26
19

7

6

1

3 26

از اين رو ، بنابر تعاريف براي چند جمله اي درونياب ، داريم 

2xx2x2x21x2
1)2x)(1x)(1x(2)1x)(1x(1)1x(2)x(P

232 



كه در نتيجه،
711

1x)x(P 3





8
7

2
1P

2
1f 

















تـا كنون دو روش براي تعيين چند جملـه اي درونياب يك تـابع در تعـدادي نقطه  
x(P(در اين قسمت مي خواهيم خطاي         و يا به عـبارت ديگر                     .ارايه كردهايم يم ر ِي رر ي ر ب ب ي و ي يم و ي ين ر

واضـح است كه خطاي مـطلق       نـشان خواهد داد كه          ، به . را حساب كنيم 
ه فxازاي ت زة ح تfاز ن ا ت ه ع تا ن ا اي خ ق ت

)(

)x(P)x(f )x(P

)x(P ،تـقريب خـوبي براي اين تابع هست يا نيست ،  fاز حوزة تعريفxازاي هر
.ضمنارًاههاي مينيمم سازي خطاي مطلق     را نيز تحقيق خواهيم كرد 

)x(P

)x(P



قضيه4-4-2 قضيه  442
داراي   fدر نقاط دو به دو متمايز     ،     ،     ،      و  fاگر          چند جمله اي درونياب  )x(P0x1x...

nx

)1n(مشتق مرتبة          باشد آن گا ه 

)) ()((

 
)(f

)!1n(
)xx)...(xx)(xx()x(P)x(f x

)1n(n10 



 

x كه در آن       نقطه اي در              است كه در حالت كلي بهx  بستگي  دارد.  n0 x,x



نتيجه   4-4-3
داريم   2-4-4با شرايط قضية 

M


)!1n(
M)xx(...)xx()x(P)x( 1n

n0 
 

يـعني ، . كه در آن         يك كران بالا براي                    بر                 است 

ه شخازxاي ل دل ه ل ع د

1nM )x(f )1n(  )x,x( n0

 )x,x( n01n
)1n( M)x(f 

  در عـمل ، به دليل مشخص .از               ،                              xبـراي هـر

.استفاده مي شود)3-4-4(نبودن محل     ، از

 ),( n01n)( 

x

و نتيجة آن را توضيح مي دهيم2-4-4در اينجا با چند مثال كاربرد قضية 



مثال  4-4-4
x  چند جمله اي درونياب                      را در نـقاط          و          به دسـت

     مـقدار         .آوريـد و كـران بـالايـي براي                     حـساب كنيد
2
xcos)x(f 

0x0 1x1 

)x(P)x(f 

.را با كران بالا در         مقايسه كنيد   )
2
1(P)

2
1(f 

2
1x 

:حل
:جدول مربوط به تابع عبارت است از ز ر ب بع ب ربو ول ج

ifتفاضل اول

0 1

1 0
1

1



.راحساب مي كنيم fبراي اين منظور مشتقات مرتبة اول و دوم تابع

2
xsin

2
)x(f 



2
xcos

4
)x(f

2 


درنتيجه

2

2

M
4

)x(f 



، 3-4-4پس ، بنابر 

xx
8!2

4)1x)(0x()x(P)x(f 2
2

2










مقدار كران بالا به ازاي           برابر است با 
2
1x

11 22  )D2(31/0
322

1
4
1

8









طا ا ا گا ا ا لا ا اختلاف دارد و بيانگر خوب نـبودن 1/0، 21/0كه با مقدار واقعي خطا ، يعني
تقريب يا نامناسب بودن چندجمله اي درجة اول به عنوان يـك تقريب براي                

ضمناً ، به توجه به اين كه مقدار              در            مـاكـسيمـم مـقدار  .است 
داشت واهد خ را ود را؟(خ نقاطخطاي)چ در

2
xcos xx2 

1x در نقاط خطاي               ) چـرا؟(خـود را خـواهد داشت

.ديگركمتر از          خواهد بود 
2

x

)x(P)x(f 
32

2



روشهاي لاگـرانژ و تـفاضلا ت تقسيم شدة نيوتن در حالت كلي براي نقاط
،      ، چه متساوي الفاصله باشند چه نباشند ، چند جمله اي درونياب . . .،      ،    

اما ، وقتي كه     ها متساوي الفـاصله باشند  فـرمولهاي ساده . را به دست مي دهند 
0x1xnx

ix

براي اين . تري موجودند كه در ايـن قسمت سـعي مي كنيم آنها را به دست آوريم 
ممنظور فرض مي كينم كه ي

1n,...,0i,hxx i1i 

كه از آن نتيجه مي شودآ

n,...,1,0i,ihxx 0i 

.اكنون به تعريف چند عملگر مي پردازيم كه در بيان فرمولها به كار مي روند 



Eتعريف عملگر انتقال  4-6-1
:چنين تعريف مي شود Eعملگر 

نتيجه، در
1ii fEf 

در نتيجه،

باشدkاگ ع ط عددي
2iii

2 f)Ef(EfE 

عددي طبيعي باشد، kو اگر
kii

k ffE 

ربه اين قرار داد كه ر ين ب

)h)i(x(ff
h)i(xx

0i

0i








:مي توان تعريف بالا را به هر   ي حقيقي تعميم داد

لاً




  ii ffE

مثلا
1ii

1 ffE 
 



تعريف عملگر تفا ضل پيشرو   4-6-2

عملگر    چنين تعريف مي شود

1E

كه در نتيجه
i1iiiii fffEff)1E(f  

يعني ،
i1iiiii )( 

.وجه تسميه پيشرو به توجه به تعريف بالا ست 
i1ii fff  

به همين ترتيب ،

)ff()f(f2 
)ff(ff
)ff()f(f

i1i1i2i

i1iii










در نتيجه
2

عددي طبيعي باشد داريمkدر صورتي كه 

.ff2ff i1i2ii
2  

ي ور ريمر ب ي بي ي

)ff()f(f i1i
k

i
k

i
1k  


در نتيجه

i
k

1i
k

i
1k fff  



if.       كه يك فرمول بازگشتي براي محاسبة تفاضلات پيشرو مراتب بالاي     است



تعريف عملگر تفاضل پسرو 6-4-3

عملگر    چنين تعريف مي شود

1E1 

در نتيجه،
1iii

1
ii

1
i fffEff)E1(f  

E1

پس،
1iiiiii fffEff)E1(f 

fff 1iii fff 

در      و         استفاده مي شود لفظ پسرو  fچون در تعيين         از مقادير  ifix1ix  ير ز يين ر روچون پ و ي و ر
.براي اين تفاضلات به كار مي رود 

ii



در ضمن

2i1i1ii1ii

1iiii
2

ff2f
)ff(ffff

)ff()f(f










2i1ii ff2f  

پس،
2

2i1iii
2 ff2ff  

عدد طبيعي باشدkو به طور كلي، اگر

1i
k

i
k

i
1k fff 
 

.فرمولهاي بالا را طي چند مثال به كار مي بريم 



مثال 4-6-4
تفاضلات مربوط به تابع جدولي زير را حساب كنيد

ix 11 0 2

:حل
i 11 0

if 0 1 2

2

9

داريم) 27. 4(با توجه به فرمول  
ix

if if 2f 3fif

-1 0
1)01( 

if if if

0

1
-1

2

)(

3)1(2 

437 

4)1(3 

044 

2 9
729 



مـشاهده مي شود كه اعداد به سادگي حساب مي شوند و مشكل تفاضلات  تقسيم شده 
ixرا ندارند كه بايد اعداد تفا ضل     ها نيز تقسيم شوند

مثال  4-6-5
جدول تفاضلات تابع جدولي زير را تشكيل دهيد

ix 2/11 1/1

f

3/1

if 2 331/2 728/2 197/3



:حل
:مانند مثال قبل داريم

ix
if if i

2f i
3f

1

1/1

0

2/3331
331/0

066/01/1

1/2

2/3331

2/728
469/0

397/0
072/0

066/0
006/0

1/3 3/197
469/0

ت ا نشا)428()427(ل ت ا ش ظ ت تـنظيم شـده است و نشان  )4.28(و)  4.27(جـدول زيـر بـا تـوجه به

مي دهد كه تـفاضلات پيشرو در ابتداي جدول و تفاضلات پسرو در انتهاي 

.  كاربرد دارندجدول



ix if
if i

2f
i

3f

1

0

x
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1

0

f
f
f

112

001

fff
fff




2
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2
01

fff
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3
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2
1

2 fff 
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2

x
x

3

2

f
f

223

112

fff 
112 fff 
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3n
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

2n

3n

f
f




2n3n2n

fff
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
 

1
2

21 fff 
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1n

2n

x
x 
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1n

f
f 

n1nn

1n2n1n

fff
fff








n
2

1nn

1n2n1n

fff

fff








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3
1n

2
n

2 fff  



يكي از كاربرد هاي تفاضلات متناهي تعيين درجة يك چند جمله اي مناسب  
يك    fدر زير نشان مي دهيم كه اگر تابع .براي تقريب يك تابع جدولي است ي و ج بع ي ريب ي بعبر ر يم ي ن زير ير

ام آن ثابت و تفاضلات مراتب   nباشد تفا ضلا ت مرتبة    nچند جمله اي درجة 
ند صف آن ايبالات له ج چند يك ن تع اي ب توان م مطلب اين عك از از عكس اين مطلب مي توان براي تعيين يك چند جمله اي .بالاتر آن صفرند

.استفاده كرد  fمناسب براي تقريب زدن با تابع جدولي 



مثال 4-7-1
3x)x(fجدول تفاضلات تابع                را براي نقاط 

.تشكيل دهيد و نتيجه را توجيه كنيد

4,3,2,1,0i,i1/0x i 

ي وجي ر يج و ي يل

  :حل 
ix:جدول مطلوب چنين است 

if

0 0

if i
2f i

3f

0

0/1

0

0/001
001/0

007/0

006/0
006/0

0/2

0/3

0/008

0/027
019/0

007/0
012/0

006/0

018/0
006/0

0/4 0/064
037/0

018/0



مشاهده مي شود كه تفاضلات مرتبة سوم مقدار ثابتي دارند كه برابر است با 

ند ف الات ات تفاضلات الط

006/0)1/0(!3 3 

.و بالطبع تفاضلات مراتب بالاتر صفرند

كنيم مي ثابت را زير قضية كلي حالت در .اكنون .اكنون در حالت كلي قضية زير را ثابت مي كنيم

قضيه 4-7-2
آن گاه                و اگر          آن گاه اگر             nx)x(f n

i
n h!nf nm0f i

m 



بنابراين، اگر بخواهيم يك چند جمله اي جايگزين يك تابع جدولي كنيم، جدول تفـاضلات 
اگر تفـاضلات از مرتبة خاصي مقدار ثابت شدند مي توان يك  . آن را تشكيـل مي دهــيم 

در جداولي كه اعـــداد آن البته خطاي گـرد كردن. چند جمله اي به جاي تابع قرارداد
تقريبي هستند، مشكل است و گاهي بايد تساوي در حد خطاي گرد كردن را مد نظر 

. داشتداشت

مثال 4-7-3
xe)x(fجدول تفاضلات مربوط به تابع               را براي 

4,3,2,1,0i,01/0i1/0x i 

.چند جمله اي مناسب براي تقريب زدن اين تابع را به دست آوريد تشكيل دهيد و درجة ر و ورل ر ع ن ن ز ر ر چ



.رقم اعشار، چنين است  5جدول تفاضلات، با منظوركردن اعداد تا  :حل

ix ix
i e)x(f  if i

2f i
3f

0/1

0/11

1/10517

1/11628
01111/0

00011/0
0

0/12

0/13

1/12750

1/13883
01133/0

01122/0 0

0
00011/0

00011/0

0/13

0/14

1/13883

1/15027
01144/0

00011/0

نتايج مندرج در جدول نشان مي دهد يك چند جمله اي درجة دوم براي اين تابع، دربازة       
 // .،مناسب است 14/0,1/0



مثال  4-7-4
قاط ا ا ا ط لا فا x(f(xeجدول تفاضلات مربوط به تابع                را براي نقاطf)(xل 

8,...,3,2,1i,i05/01/0x 

.را به دست آوريد   fتشكيل دهيد و درجة چند جمله اي مناسب براي تقريب زدن با 



ix ix
i e)x(f  if i

2f i
3f

0/1

0/15

1/10517

1/16183
05666/0

00291/00/15

0/20

1/16183

1/22140

06263/0

05957/0

00291/0
00015/0

00014/0
00306/0

0/25

0/30

1/28403

1/34986

06263/0

06583/0

00014/0
00320/0

00338/0
00018/0

0/30

0/35 1/41907
06921/0

07275/0

00338/0

00354/0
00016/0

00020/0
0/40

0/45

1/49182

1/56831
07649/0

08041/0

00374/0

00391/0
00018/0

0/5 1/64872
08041/0



يixeخطاي موجود در مقادير          در رقم پنجم اعشار است ولي اين خطا در طـول جدول  م پ م
در اينجـا گفته مي شود كه تفاضلات      مر تبة سوم در حد . افزايش پيدا مي كنند 

برابرند م ه با كردن گرد مناسبخطاي اي جمله چند درجة رو، اين ايناست3از اين  . است  3از اين رو، درجة چند جمله اي مناسب . خطاي گرد كردن با هـم برابرند 
كه حدخطاي گردكردن براي مراتب مختلف تفاضلات چيـست دقيقاً نامعين است ولي  

آ ل ك گ خطا ا ا ا ا ا ق ا ل ا يـك معيـار عمـلي نادقـيق براي نوسانات ناشي از خطاي گرد كردن در جدول زير آمده ك
.است 

تفاضلات مرتبة 31 2 4 5 مرتبة تفاضلات6

حدود خطاي مورد انتظار

31 2

1

4 5 6

2 3 6 12 22



روفرمول چند جمله اي  درونياب بر حسب تفاضلات پيشرو4-8 پي ب بر ب ي رو ي ج چ ول ر

شده4-3-4در تقسيم تفاضلات حسب بر را درونياب اي جمله چند فرمول فرمول چند جمله اي  درونياب را بر حسب تفاضلات تقسيم شده434در

وقتي نقاط متساوي الفاصله باشند مي توان چند جمله اي . به دست آوريم  

ضمناً چون هدف اصلي تعيين تقريبي از. درونياب را ساده تر به دست آورد 

f(x)به ازايxي است كه درجدول نيـست مي توان از تفاضـلات پـسرو يـا

كرد استفاده است، مناسبتر كدام هر ، مثال.پيشرو يك ابتدا منظور اين براي براي اين منظور ابتدا يك مثال.پيشرو ، هر كدام مناسبتر است، استفاده كرد

.  ذكر مي كنيم تا آمادگي لازم براي بدست آوردن فرمول مورد نظر ايجاد شود 



مثال 4-8-1
ك ا 

2f نشان دهيد كه  2210 h2!
f.x,x,xf 



:حل
مي دانيم كه ،                                                  ،بنا براين، با توجه تعريف  

              ،
hxx٬hxxوh2xx 011202 

0f

  ff-f)f(x-)f(x 00110  

 
h
ff-f)f(x-)f(xx,xf

h
f

x-x
ff

x-x
)f(x)f(xx,xf

11221
21

0

01

01

10

10
10







 
hx-xx-x 1221

21

ريماما، با توجه به روابط بالا، داريم  ب ب رو ب وج ب

      h
f

h
f

20

2110
210 2h-x-x

x,xfx,xfx,x,xf
10 







2
01

2h
ff 





بنابراين داريم 
0

2
01 ff-f 

پس ،
  2

2

210 2h
f.x,x,xf 



.اكنون به طور كلي لم زير را ثابت كنيد

لم 4-8-2
i0عددي طبيعي باشد آنگاه به ازاي هر  kاگر  ٬

 
k f  k

i
ki1ii hk!

fx,...,x,xf 




نتيجه4-8-3

عددي طبيعي باشد آنگاه  k اگر
  0

kff   k
0

k10 hk!
x,...,x,xf 

لم4-8-4 لم484

عددي طبيعي باشد آنگاه  kاگر                   و  hxx i 

)k)...(1(h)xx)...(xx( 1k
iki  





)  فرمول تفاضلات پيشرو نيوتن براي چند جمله اي درونياب(قضيه 4-8-5

hxxاگر نقاط      متساوي الفاصله باشند و                 در اين صورت  0  ix

0
n

0
2

00 f
!n

)1n)...(1(...f
!2

)1(ff)x(P 





 **

مثال4-8-6
 5-8-4فرمول چند جمله اي  درونياب مربوط به تابع جدولي زير را با استفاده از قضيه 

.به دست آوريد وري ب

4          3           2           1
ix

        
17       10         5            2  if



:حل 
جدول زير نشـان مي دهد ، . ابتدا جدول تفاضلات پيشـرو را تشكـيل مي دهيم 

0گر چـه چهار نقطه داريم ، چون         برابر صفر است چند جمله اي  درونياب از
3 f

.درجه دو است  
1جدول جدول                                          

ix
if if i

2 f i
3 f

1

  1  

52

2
3

2

103

2
0

5

7
2

174
7



 :چند جمله اي درونياب ، بر حسب     ، عبارت است از ** با استفاده از فرمول 

0
2

00 f
!2

)1(ff)x(P 




و           . مقادير     ،       و        در بالاي خط موربي كه در جدول   كشيده شده قرار دارند
كه با توجه به اين كه

1 0f0
2 f 0f

hxx 0 ين ب وج ب

داريم 

0

1x,1h 0 

1x **
بنابراين ،          

**

xاگر به جاي     ، از      ، قرار دهيم             چند جمله اي درونياب بر حسب 
.به دست مي آيد

1x  ** 

1x2)1x(2)1x()x(P 22 



در نقاط                   را بر حسب تفاضلات پيشروfفرمول     چند جمله اي درونياب 
ائ ا انقط ن ا ل ل ف ا كل ال

**01n x,x,...,x

xدر حالت كلي ميتوان فرمول چند جمله اي درونياب .مبتني بر نقطه     ارائه مي دهد
 fدر نقاط                       را به طريقي مشابه به دست آورد  . i1iki x,x,...,x 

ix

قضيه  4-8-7
:در نقاط متساوي الفاصله                 عبارت است از fچند جمله اي درونياب  iki x,...,x 

i
k

i
2

ii f
!k

)1k)...(1(...f
!2

)1(ff)x(P 





 ***

hxxكه در آن  i 



لمثال4-8-9

.در نقاط                    بنويسيدfچند جمله اي درونياب i1i2i x,x,x 

:حل 
:بنابر         داريم ***

)1(
ريم بر ب

كه داد نشان اً تق م توان م سادگ به

i
2

ii f
2

)1(ff)x(P 




به سادگي مي توان مستقيما نشان داد كه

2i2i1i1iii f)x(P,f)x(P,f)x(P  

در صورتي كه تفاضلات از مرتبه خاصي برابر باشد چند جمله اي درونياب را

.    به مثال زير توجه كنيد. هاي متفاوت به دست آوردiمي توان با 



لمثال4-8-10
.    را  براساس نقطه     به دست آوريد 6-8-4چند جمله اي درونياب تابع جدولي مثال  1x

:حل
:چون          داريم  2x1 

1
2

11 f
2

)1(ff)x(P 




مقادير     ،        و       در زير خط موربي كه در جدول   كشيده شده است 
قرار دارند و از آنجا

111 2
)(

1f1
2 f 1f1

)1(

لذا ، اگر قرار دهيم.كه در آن                          

542
2

)1(55)x(P 2 




 2hxx 12x  ن يمر ر ر ر

:خواهيم داشت 

 2hxx 12x 

1x5)2x(4)2x()x(P 22 
     

. قبلي است   P(x)كه همان  



به چند طريق قابل بيان P(x)سوالي كه در اينجا مطرح است اين است كه وقتي   

است كدام صورت عملاً مفيدتر است ؟ جواب اين است كه با توجه به اين كه  

h

داريم     

hxx i 

h
xx i



لذا    را چنان اختيار مي كنيم كه   ، از نظر قدر مطلق كمترين مقدار را داشته 

فاصله ين ت ك كه كن ا ت اخ ل جد نقطه آن ا ديگ ت ا ع به باشد

 ix

ix باشد ،به عبارت ديگر    را آن نقطه جدولي اخـتيار مي كنيم كه كـمترين فاصله

. مثال زير مطلب را روشن مي كند.را تا   داده شده داشته باشد

i

x



لمثال4-8-11
براي                       است بر آورد           f(x)=sin xجدول زير مربوط به  50,...,10,0x5sin

. با استفاده از چند جمله اي درونياب 

ix

ixsin

0 50402010 30

7660/0      6428/0       5/0     3420/0       1736/0   0

:حل ل
:چنين است  fجدول تفاضلات مربوط به تابع جدولي 



ix xsin 2 ff 3 f 4 f 5 fix
ixsin ifif i

3 f i
4 f i

5 f

0 0

10 1736/0
1736/0

1684/0
0052/0-

52/
20 3420/0

1684/0

1580/0
0104/0-

0048/0-

0052/0-
0004/0

0

40

30 5/0

6428/0
1428/0

0152/0-

0196/0-

0004/0
0044/0-

50

40 6428/

7660/0
1232/0

196/



. چون          مي توان از          يا           استفاده كرد 
ده ا ق ا

 5x 0x10x1

ما قرار مي دهيم
 0x0

105xx  در نتيجه 
 

و داريم 
2
1

10
05

h
xx 0 

 
ريم و

 

    )0052/0(

)0052/0(
2

1736/0
2
105sin

2
3

2
1

2
1

2
1

2
1











   

      0871/0)0004/0(
24

)0052/0(
6

2
5

2
3

2
1

2
1








برابر واقعي اعشار(است0872/0مقدار رقم چهار .تا ( 5sinتا چهار رقم اعشار(است /872مقدار واقعي         برابر. ( 5sin



فرمول چندجمله اي درونياب برحسب تفاضلات پسرو  4-9

نزديك به انتهاي جدول تفاضلات است ، لازم x، وقتي f(x)براي تخمين مقدار 
است كه از تفاضلات پسرو ،كه بر حسب مقادير تابع در نقاط انتهايي جدول بيان 

.مي شوند، استفاده كنيم 

قضيه   4-9-1
:در نقاط                       عبارت است از   f چند جمله اي درونياب  n1n10 x,x...,,x,x 

n
2

nn

)1n) (1(

...f
!2

)1(ff)x(P








n
nf

!n
)1n)...(1(







بر حسب تفاضلات پسرو ، در   fو فرمول  چند جمله اي درونياب 
از است :عبارت

i1ki x,...,x 

:عبارت است از

i
2

ii ...f
!2

)1(ff)x(P 



*

i
kf

!k
)1k)...(1(





ثال492 مثال4-9-2
جدولي تابع به مربوط تفاضلات جدول از استفاده از11-8-4با 45sinتخميني تخميني از                 4811با استفاده از جدول تفاضلات مربوط به تابع جدولي

.حساب كنيد
45sin

:حلل
قرار مي دهيم                   در نتيجه 

14045xx

4i x40x  

2
1

10
4045

h
xx i 









ا ا ق خط4iا الا كه دا ا از فت گ ك ك ل ف در فرمول      و كمك گرفتن از اعدادي كه در بالاي خط مورب i=4و با قرار دادن

:قرار دارند، داريم11-8-4كشيده شده در جدول مثال

*

)0152/0(
2

)1428/0(
2
16428/045sin 2

3
2
1






)0004/0(
24

)0048/0(
6

)(
2

)(
2

2
7

2
5

2
3

2
1

2
5

2
3

2
1









7071/0

.رقم اعشار است4كه اين عدد همان        ، يعني           ، تا2 45sin
2
2



درونيابي معكوس   4-10
xاگرمنظور تخمين مقداري از . را برآوردكرديم f(x)مقدار  xتا كنون با معلوم بودن 

كه ط ه دf(x)اشد نا ك ا ن د كا ن ا اشد ته داش ل قدا مقدار مـعلومي داشـته باشد اين كار درونيابي معكوس ناميده f(x)باشد به طوري كه
به عنوان مـثال ، مي توان ريشه هاي .درونيابي معكوس كاربردهايي نيز دارد .ميشود 
f(x)=0را به وسيله درونيابي معكوس تخمين زد ، به اين ترتيب كهx  ي را به دست

همچنين اگر جمعيت را در فاصله زمانهاي معيني . برابر صفر باشد f(x)مي آوريم كه 
داشته باشيم و بخواهيم حدودسالي را تعيين كنيم كه جمعيت تعداد مشخصي باشد 

براي جلوگيري از اطاله كلام تنها يك روش .از درونيابي معكوس استفاده مي شود 
، راكه همانا روش تفاضلات تقسيم شده است f(x)، به كمك داشتن  xبراي تخمين 

كنيم م .ارائه مي كنيم.ارائه



تبديل درونيابي معكوس به درونيابي مستقيم 4-10-1
اگر

                                              y = f(x)

تابع معكوس داشته باشد داريم fو 
لذا ، به جاي جدول

)y(fx 1

ix
nx0x 1x

if 0f 1f f

مي توان جدول زير را در نظر گرفت
i 0 1 nf

if 0f 1f nf

ix
nx0x 1x



ixبا توجه به اينكه معمولاً فاصله    ها يكسان نيست و انتخاب آنها نيز در اختيار

از اين رو. ما نيست نمي توان از فرمول هاي پيشرو و پسرو نيوتن استفاده كرد
تنها روش موثر كه همواره قابل استفاده است جدول تفاضلات تقسيم شده است 

.كه در آن نقش    ها و    ها عوض شده است if ix

ال4 مثال4-10-2
ي را تعيين كنيد كه به xدر دست استf(x) = sinxجدول زير در مورد تابع

.  f(x) = 0. 2ازاي آن 

ix 200 10

if 0 1736.0 3420.0

30 5040

5.0 6428.0 7660.0



:حل:حل

ها f(x)جدول تفاضلات تقسيم شده زير را تشكيل مي دهيم ، توجه كنيد كه 

x(f(2.0طوري قرار گرفته اندكه                صعو دي باشد ، اين عمل براي كم كردن 

.خطاي گرد كردن لازم است و بايد هميشه صورت گيرد



ixif پنجم           چهارم         سوم            دوم               اول

0. 1736 10

59 38
0. 3420 20

59. 38

58 48

5. 18
13. 60

0 0
58. 48

60. 00

9. 62
19. 88

13. 38

34 03

34. 86

0. 5 30

70. 03

15. 60
34. 31

34. 03

0. 6428 40

81. 17

41. 88

0. 766 50



:داريم 4-3-4با استفاده از قضيه 

60.13)02.0)(3420.02.0)(1736.02.0(

18.5)3420.02.0)(1736.02.0(38.59)1736.02.0(10x





38.13)5.02.0)(02.0)(3420.02.0)(1736.02.0(

))()((



86.34)6428.02.0)(5.02.0)(02.0)(3420.02.0)(1736.02.0( 

5375.11

0035.00030.00102.00194.05676.110





اً تق ا ا 11ا 53 ت75 ا ه .در جه است75 53 .11بنابراين ، جواب تقريبا
 يكي از راههاي امتحان جواب فوق اين است كه به وسيله درونيابي مستقيم

.مي شود يا نه 2 .0را بر آورد كنيم و ببينيمf(11. 53 75)مقدار



مثال 4-10-3
.تخميني از صفر اين تابع را به دست آوريد . جدول زير مفروض است 

ix 20 1

f 51 1

3

15if 5.1 1 5.2 15

:حل
.جدول تفاضلات زير را با توجه به فاصله    ها تا صفر تشكيل مي دهيم if



ixif سوم                       دوم                          اول

0-1 1

2
-1. 5 0

0. 5

-0. 4286

0. 0252
2. 5

15

2

3
0. 08

-0. 0255

15 3



)4286.0()5.10)(10(2)10(1x  بنابراين

0252.0)5.20)(5.10)(10( 

0945.06429.021 

2626.2

 f(1) = -1مشاهده مي شود كه جواب به دست آمده بسيار نادقيق است ، زيرا 
.2نه بيش از ! باشد  2و 1كه قاعدتاً ريشه بايد بين  f(2) = 2. 5و 
علت اين امر آن است كه فاصله بينxدر صورتي كه.هاي جدول زياد است

.ها را كمتر بگيريم دقت جواب زياد خواهد شد  xفاصله بين  



برازش منحني 4-11

ifواقعيت اين است كه مقادير    در يك تابع جدولي تقريبي  هستند زيرا

بنابراين ، اصرار در. از طريق اندازه گيري يا آزمايش به دست مي آيند 

اين كه چند جمله اي درونياب درنقاط    مقدار   را داشته باشد بيهوده

برازش.است چنان منحني يك وسيله به را جدولي نقاط اكثراً عمل در

ix
if

در عمل اكثرا نقاط جدولي را به وسيله يك منحني چنان برازش .است

.مي كنند كه خطا به نوعي حداقل باشد



تعريف4-11-1
P(x) )y,x(,n,...,2,1iو چند جمله اي .فرض كنيد نقاط                         ، مفروض باشند iiب روض ي يرض ج چ )و )

چنان باشد كه 
  

n

1i
2

ii )x(PyS

 تقريباي را چند جمله  P(x)در اين صورت . كمترين مقدار را داشته باشد 

  1i ii )(y

.براي داده هاي                          ، نامند كمترين مربعات )y,x(,n,...,2,1i ii



اا
سهمي كمترين مربعات) ب(

خط كمترين مربعات)الف(



آ ا كل )Pال ك( ك ض ف فرض كنيد كهP(x)در حالت كلي براي به دست آوردن 
)0a(,a...xaxa)x(P m0

1m
1m

m
m  



P(x)براي به دست آوردن ضرايب .باشدmچند جمله اي كمترين مربعات درجه

:قرار مي دهيم*  باتوجه به  
.m,...,1,0j,0

a
S

j





مجهول m+1معادله براي  m+1معادلات  بالا تشكيل يك دستگاه شامل 
دهد م

0m a,...,a

.مي دهد



خط كمترين مربعات 4-11-2
يكي از متداولترين روشهاي برازش منحني انتخاب خط كمترين مربعات براي 

در اين روش. نقطه مفروض                          است  nبرازش  )y,x(),...,y,x( 11nn

                                            P(x) = ax+b

را چنان تعيين كرد كهbوaو بايد

:از اين رو ، قرار مي دهيم.مينيمم باشد
  


n

1i
2

ii )bax(yS

ب م ي يمي ي ر ر رو ين ز

دا ا ا
,0

a
S



 0

b
S





:اما داريم
 




 

  

0)bax(yx2
a
S n

1i
2

iii

 







  

0)bax(y2
b
S n

1i ii



پس از ساده كردن ، معادلات بالا دستگاه زير را نتيجه مي دهند

   
 










 

n
i

n
i

n

1i ii1i i
n

1i
2
i

ynbax

yxbxnax

     1i i1i i ynbax

مقادير بالا دستگاه مربعاتbوaاز كمترين خط آنها توسط كه آيند مي دست به به دست مي آيند كه توسط آنها خط كمترين مربعات bوaاز دستگاه بالا مقادير
y = ax +b مشخص مي شود.

مثال4-11-3
.خط كمترين مربعات مربوط به تابع جدول زير را تعيين كنيد

ix 02 1 1 2

if 0 1 2 2 3



:حل
10x,0x,5n:در اين مثال داريم 5

1i
2
i

5

1i i   

بنابراين
8y,7yx 5

1i i
5

1i ii   

بنابراين



 

8b5
7a10


  8b5

كه از آن نتيجه مي شود
10
7a,

5
8b 



5
8

2
xy  خط

-1-2 1 2 3



x(f(در ابتداي اين فصل روشهاي پيدا كردن تقريبهايي براي          ، به  ازاي مقادير  

مقدمه

سپس به تعيين تقريب براي . را ارائه مي كنيم   x مختلف 

d)(f
b

 dx)x(f
a


همان گونه كه مي دانيد توابع فراواني موجودند كه تابع اوليه ندارند،يعني .مي پردازيم
bxaنيست كه به ازاي   F(x)تابعي چون  

)(f)(F  ).x(f)x(F 



از اين جمله اند . از اين رو، محاسبة اين انتگرالها با روش عادي امكان پذير نيست پ
.انتگرالهاي زير كه اغلب كاربردهاي عملي دارند

1 i

1

0 x
xsin

d
2

x2




 dx ض( ال )انتگ

dxe
2

x





0

22 xsin)k(sin1
)انتگرال بيضوي(

در اين فصل روشهايي ارائه مي كنيم كه به وسيلة آنها مي توان تقريبي از يك  
البته در حد دقتي كه وسايل (انتگرال معين را تا هر درجة دقت حساب كرد

).محاسباتي دارند



هدفهاي كلي

هاي مختلف و تعيين خطاي آن  xروشهاي برآورد            به ازاي.1 )x(f 

ي ي ه

ي ز ب ور بر ي ه نرو ي يين و ي

بيان اشكالات مشتقگيري .2

شرح قاعدة ذوزنقه اي براي برآورد يك انتگرال معين و تعيين خطاي آن  .3

آ شرح قاعدة سيمسون و تعيين خطاي آن.4

نشرح قاعدة رامبرگ وكاربرد آن.5 ر ر و ر ر رح

كاتس و گاوس-شرح منشأ قواعد انتگرالگيري و ارائة فرمولهاي نيوتن  .6

تخمين بعضي انتگرالهاي ناسره.7



هدفهاي رفتاري

:  دانشجو پس از مطالعة اين فصل بايد بتواند 

x(f(   .2.   معلوم است، را حساب كند  f و تابع جدولي  x تخميني از         ، وقتي    .1 

روشهاي انتگرالگيري مناسب را براي برآورد يك انتگرال معين به كار برد وتقريبي از يك  

باشد داشته مفروض از كمتر خطاي كه كند حساب را .انتگرال را حساب كند كه خطايي كمتر از     مفروض داشته باشدانتگرال

تقريبي از انتگرالهاي ناسره را به كمك روشهاي خوانده شده حساب كند   .3



مشتقگيري و انتگرالگيري عددي.5

كاربرد مشتق وانتگرال در رياضيات مهندسي و ديگر علوم فراوان است ، و در 
در آنـاليز ، كه معمولاً ضابطه يا . حـل اكثر مسائـل از آنها اسـتفاده مي شود 

ضابطه هايي براي تعريف تابع ارائـه مــي شود ، فرمولهايي نيز براي محاسبة 
امـا ، اگر تـابع مورد نظر .مشتق وانتگرال ، به شرط وجود ، به دست مي آيد ي و و ر ر و رق ور ع ر

كه فرض مي (بـسيار پـيچيده  باشد يا با تـابعي جـدولي سرو كـار داشتـه باشيم 
است شده ناش ، پذير انتگرال يا پذير شتق م تابع يك از مذكور جدول ) شود جدول مذكور از يك تابع مـشتق پذير يا انتگرال پذير ، ناشي شده است )شود

.بايــد به روشهاي عددي روي آورد 



مشتقگيري عددي 5-1

براي مشتقگيري عددي ، همان طور كه قبلاً اشاره شده ، از چند جمله ايً
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كه در نتيجه 
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و اگر دو جملة اول را منظوركنيم   
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 مثال  1-1 -5

)  5(، يك بار با استفاده از فرمول  =٬0i ٬1 ٬2 ٬3 با توجه به جدول زير تقريبي از      
.                 حساب كنيد)6(و بار ديگر با استفاده از

if 

ix 2/01/0 15/0 25/0 3/0

if 10517/1 16183/1 22140/1 28403/1 34986/1



:حل
.را با توجه به جدول بالا تشكيل دهيم   f جدول تفاضلات
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:داريم                  )5.6(و)5.5(از اين رو ، با توجه به فرمولهاي  )05/0h( 
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ifxe)x(fاعـداد     كه در اين مثال داده شده اند مربوط به تابع              هستند  كه مشتق   ع
بنابراين ، در جدول اخير ، بايد اعداد مـوجود در هر سـه . آ ن با خودش برابر است 

باشند كسان ي ون يستند!ست ن فرمولكه از كه اعدادي شود م شاهده م بته ال الـبته مـشاهده مي شود اعدادي كه از فرمول .كه نـيستند!ستـون يـكسان باشند
.به دست مي آيند ) 5(به دست آمده اند ، دقيقتر از اعـــدادي   هستند كه از ) 6(
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دو ستون از سمت چپ فقط براي مقايسة مقادير به دست  در جدول بالا

و وجود عدم ل دل به آخ ستون د ضمناً ، اند شده ج ،د 3آمده f              آمده ،درج شده اند ، ضمنا در ستون آخر به دليل عدم وجود           و
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 عددي مشتقگيري خطاي  5-1-3
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از اين رو ،             ،به عنوان تقريبي از      ، عبارت است از
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يف5-1-4 گ(تع بز o)اوي o)اوي بزرگ(تعريف514
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به اين معنا كه هر  . را تـأييد مي كنند)12(و)11(نتايج )2-1-5(و)1-1-5(مثالهاي
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مشتقات مراتب بالا  5-1-7
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 مثال 8- 5-1
)  16.  5(و ) 5.15(و فرمولهاي)1-1-5(با استفاده از جدول تفاضلات مثال 
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ix if if    15(از( )16(از  if 

    1/0

15/

    10517/1     164/1       104/1

168/1   15/0

2/0

     16183/1

4

     224/1      168/1

    2/0      22140/1      28/1    



ًfبنابراين ، بايـــد اعداد به .همان طور كه قبلاً ذكـر شد      مساوي       است
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انتگرالگيري عددي 5-1

محاسبة انتگرالهاي معين به شكل 
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،          ، با استفاده از ...و بعد چند جمله اي درونياب          در نقاط     ،        ، )x(Pmix1ix mix 
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اي   ذوزنقه قاعدة 5-2-1
را در نقاط     و          به دست مي آوريم ،  fدر ايـن قـاعده چند جمله اي درونياب تابع 
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كوچكتر اختيار شود خطا كمتر است ، hنشان مي دهد كه هــــرچه )2-5(شكل
فرمول قاعدة را ) 22.  5(البته به بهاي محاسبــه مقدار تابع در نقاط بيشتري فرمول 

ك ا زنقه ناذ .مي نامند ذوزنقه اي مركب
 مثال 5-2-2
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قضيه5-2-6 قضيه526
 d,c در اين بازه انتگرالپذير باشد و تغيير gبر        پيوسته و تابع   hاگر تابع 

در اين صورت ،) يعني ، همواره نا منفي يا همواره مثبت باشد(علامت ندهد 
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قضيه5-2-7 قضيه 527
بر       پيوسته باشد و   hاگر تابع  d,c
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به عبارت ديگر ، هر تابع پيوسته بر يك بازة بسته و محدود ، هر مقدار بيـن ماكسيمم  
.و مينيمم خود را در نقطه اي از حوزة تعـريفش اختيار مي كند



 قضيه 5-2-8

خطاي قاعدة ذوزنقه اي از فرمول زير به دست مي آيد
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نتيجه 5-2-10
2hخطاي قاعدة ذوزنقه اي مركب متناسب با     است واين قاعده براي توابع چند جمله اي 

.حد اكثر از درجة اول دقيق است 

نتيجه 5-2-11
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مثال5-2-12
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.نيز حساب مي شود   با محاسبة جواب واقعي به طريق زير خطاي  )h(T
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قاعده سيمسون 5-3

. مشهود است قاعده ذوزنقه اي بسيار كند است  (5-2-11) , (5-2-12)همانگونه كه از
به عبارت ديگر ، براي بدست آوردن تقـريبي نه چندان دقيق بايد تابع را در نقاط بسياري 

. روش سيمسون بــــراي محاسبات دستي بسيار ساده و نسبتا دقيق است . محاسبه كرد 
، در            fاين روش بر اساس جايگزين كردن يك چند جمله اي درجه دوم ، به جاي تابع  ع ي وم ر ي چ ن ر ن ز س ر روش رن

]x,x[.به دست مي آيد 2ii 



ون فرمول قاعده سيمسون5-3-1 ول ر
اين چند جمله . را در نقاط                      مي نويسيم fابتدا چند جمله اي درونياب 
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ملاحظه مي شود كه چون
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 .داريمsinxو           را مي دانيم ، نياز به محاسبه سه تابعsin0اينكه
.به دست آورديم) 4-2-5(ضمنا ،       خيلي دقيقتر از        است كه در مثال 

2sin

)(T 
)

4
(S )

8
(T



:مثال  5-3-3


1 .تقريبي از             را به ازاي قاعده سيمسون محاسبه كنيد3
:حل


1

0

3dxx

زيرا ، تعداد زير فاصله ها (مي توان اختيار كرد        است  hبزرگترين مقداري كه براي 
بنابراين ، داريم).بايد زوج باشد

2
1h 

ب زوج ي ريم)ب ين بر ب

)1(f
2
1f4)0(f
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اما

4
1

0
1

4
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3 

اما

يعني،

4
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2
1S 
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





البته اين اتفاقي نيست و در ادامه ثابت خواهيم كرد كه قاعده سيمسون براي چند 
.جمله اي هاي تا درجه سه دقيق است 

S(h)طا534 S(h)خطاي5-3-4

براي اين منظور ، و .را حساب مي كنيم(*)ابتدا خطايS(h)براي تعيين خطاي
.سادگي عمليات ، تفاضل زير را محاسبه مي كنيم 

 x
ff4fhd)(fE 1i 



ت ا ا كه

 1ii1ixi ff4f
3

dx)x(fE
1i

  


)4(
5

fhكه برابر                است.
 [a , b]و با توجه به علامات به كار برده شده در اين فصل و پيوسته بودن         بر بازه 

)(
if

90


)x(f )4(

:داريم
)(fh

180
)ab()h(ES )4(4 


 )1(



4hمتناسب با      است و اين خطـــا براي جند S(h)اين رابطه نشان مي دهد كه خطاي ي
زيرا ، مشتق چهارم يك چند جمله اي كه  (جمله اي هاي تا درجه سوم صفر است 

از نابيشتر آن است3درجه صفر چند)باشد براي سيمسون روش ديگر عبارت به به عبارت ديگر روش سيمسون براي چند ).باشد  صفر است3درجه آن نابيشتر از
با توجه به اينكه     نقطه مشخصي نيست در . دقيق است  3جمله ايهاي تا درجه 

ك ف ل

ش آ ا ك

عمل فرض مي كنند

4
xxx

)4( M)x(fmax
n0


 كه از آن نتيجه مي شود

4
4Mh

180
)ab()h(ES

n0




را با دقتي كه از قبل تعيين مي شود محاسبه  S(h)با استفاده از را بطه بالا مي توان 

180

. كرد 



را چنان پيدا كنيم كهS(h)يعني ، اگر بخواهيم 

ت ا كاف ت ا ل ك ك آنگا كhك ك ت ا ا

)h(ES

را چنان تعيين كنيم كهhكه در آنگاه     عدد كوچك معلومي است ، كافي است




4
4Mh)ab(



.مشكلي در محاسبه      نيست fالبته با داشتن تابع 
4180

4M4



:مثال  5-3-5


تقريبي از               را به روش سيمسون محاسبه كنيد كه خطاي آن كمتر از      
.باشد



2

0
xdxcosx

510 ب
:حل

:داريم f(x)=xcosxبا توجه به اينكه  ي ب وج )ب ريم(

i4)(fi3)(f
xcosxxsin2)x(f,xsinxxcos)x(f

)4(



:بنابراين با توجه به اين كه                     را به دست مي آوريم

xcosxxsin4)x(f,xsinxxcos3)x(f )4( 

2
x0,M4




2

6
2

4xcosxxsin4xcosxxsin4)x(f )4( 




.پس،            و قرار مي دهيم 6M4 



10h6h
0

2Mh)ab( 5
4

4
4

4 








 

كه ازآن نتيجه مي شود
1176/061/0h

10
60

6h
180

Mh
180 4





چون                        ،پس 

1176/01/0h 




2
abnh 


357/13
h2

n 




2

مربوط به   hكه در نتيجه  n=14بايد زوج باشد قرار مي دهيم  nچون در روش سيمسون 
.كمتر است ، چنين به دست مي آيد0/1176آن ، كه حتما از

1122/0
28n

2h 








.حساب كنيم h=0/1122را به ازاي  S(h)به اين ترتيب بايد 



قاعده نقطه مياني 5-4

روشهاي انتگرال گيري ذوزنقه اي و سيمسون كه تا كنون شرح داده ايم
بنابراين،. از نقاط ابتدايي و انتهايي بازه انتگرال گيري استفاده مي كنند 

محاسبه تقريب هايي از انتگرال هاي نظير


1

0 x
dx

 

1

1 2x1
dx

-در اين قسمت روش ساده اي را شرح مي. به اين روشها ميسر نيست 
قت ا ا ا تق ا ت )fك ناf(b)ا( 

b
dx)x(fدهيم كه مي توان تقريبهايي از                 را ، وقتيf(a)ياf(b) نامعين

.هستند ، به وسيله آن حساب كرد
a dx)x(f



فرمول قاعده نقطه مياني 5-4-1
در اين قاعده قرار مي دهيم 

         *





 



2
hxhfdx)x(f i

x

x

1i

i

.شكل زير چگونگي تقريب بالا را نشان مي دهد
 2



:فرمول اين قاعده براي               به دست مي آيد(*) با استفاده مكرر از 
b

a
dx)x(f







 






 






   2

hxhf...
2
hxhf

2
hxhfdx)x(f 1n10

b

a

از ي گ فاكتو با ،hكه دهد م جه كلمهMنت اول ف است،Midpointح است،  Midpointحرف اول كلمهMنتيجه مي دهد ،hكه با فاكتورگيري از
     **
  hhh


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

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

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
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

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




   2

hxf...
2
hxf

2
hxfh)h(Mdx)x(f 1n10

b

a

، bو aاز مقدار تابع در      و     يعني(**)ملاحظه مي شود كه در فرمول
استفاده نشده است بنابراين ، مي توان آن را براي انتــــگرال هايي كه در 

nx
0x

.  تعريف نشده اند به كار بريدf(b)يا  f(a)آنها 



مثال 5-4-2
تقريبهايي از            را ، به روش نقطه مياني ، و به ازاي             حساب11

كنيد و خطاي اين مقادير را به دست آوريد


1

0

2dxx
4
1,

2
1h 

ور ر ر ن و

:حل
مقدار واقعي انتگرال برابر است با

3
1

3
xdxx

1

0

31

0

2 

به ازاي             داريم                  در نتيجه
0

5.0
2
1h 25.0

4
1

2
h



)5625.00625.0(5.0))75.0()25.0((5.0)5.0(M 22 

3125.0625.05.0 



25.0به ازاي               داريم                در نتيجه
4
1h 125.0

2
h


328125.03125.125.0
)765625.0390625.0140625.0015625.0(25.0

))875.0()625.0()375.0()125.0((25.0)25.0(M






328125.03125.125.0 

)(1)(1)( )D5(02083.03125.0
3
1)5.0(M

3
1)5.0(EM 

)D5(00521.0328125.01)25.0(M1)25.0(EM  )(
3

)(
3

)(

ثانياً اين خطاها. خطا     مي شود  hمشاهده مي شود كه اولاً با نصف شدن  4
1

24نصف خطاهاي به دست آمده ، به ترتيب         و        براي قاعده ذوزنقه اي 
1

96
1

.ثابت مي شوند) 4-4-5(اين نتايج براي حالت كلي در ).  2-2-5مثال (هستند
2496



مثال 5-4-3
090 dتقريبي از                   را حساب كنيد. 
09.0

0 x
dx

:حل
آيد م دست به چنين انتگرال واقع مقدار :اولاً :اولا مقدار واقعي انتگرال چنين به دست مي آيد

6.0]x2[
x

dx 09.0
0

09.0

0


= hبا انتخاب ( به دست مي آوريم ** ضمناً با استفاده از فرمول  0.03 : (

)6 131404168(030

))075.0(f)045.0(f)015.0(f(03.0
x

dx09.0

0


)6515.37140.4165.8(03.0 



بنابراين
495915.05305.1603.0

x
dx09.0

0


.خطا دارد كه قابل توجه است 104 .0مشاهده مي شود كه اين مقدار تقريبي حدود 
ك قاط ك ك ا )fا اf(b)ا(

x

بينهايت هستند f(b)ياf(a)از اين رو ، توصيه مي شود كه در نزديـــكي نقاطي كه
.بسيار كوچك اختيار شود  hمقدار 

به دست مي آوريم h = 0. 01با انتخاب 
1111010dx09.0





 

5395870

085.0
...

025.0015.0005.0
01.0

x0








به طور كلي در چنين انتگرالهايي. است 07 .0خطاي اين مقدار تقريبي حدود 
539587.0

را بسيار كوچك اختيار hبايد براي قسمتي كه نزديك نقطه منفرد تابع است
. را خيلي كوچك نگرفت  hكرد و براي بقيه بازه 



مثلاً قرار دهيد

 
01.0 09.009.0 dx

  
0 01.00

dx)x(fdx)x(f
x

dx

 02 .0را hوبراي                مقدار  002 .0را  hوبراي                   مقدار 
01.0

0
dx)x(f

09.0

01.0
dx)x(f

در نظربگيريد ، با اين انتخابها به دست مي آوريم 
11111010 

 009.0
1

007.0
1

005.0
1

003.0
1

001.0
1002.0dx)x(f

01.0

0







 

173031.0

)5409.109523.111421.142574.186228.31(002.0





173031.0



:همچنين داريم
1111 
08.0

1
06.0

1
04.0

1
02.0

102.0dx)x(f
09.0

01.0







 

3937820689119020

)5355.30825.450711.4(02.0





393782.06891.1902.0 

پس
d090

566813.0393782.0173031.0
x

dx09.0

0


اما براي كم.   033187 .0برابر است با6 .0اختلاف اين مقدار ، با مقدار واقعي 
را بايد كوچك گرفت، كه در اين صورت نياز به كامپيوتر خواهدhكردن خطا ،

.بود تا تعداد زياد جملات را حساب كند



خطاي قاعده نقطه مياني 5-4-4
:براي اين منظور  داريم.را حساب مي كنيم*ابتدا خطاي تقريب

        )1(h 2











همچنين با توجه به مطالب گذشته
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2
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2
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2
hxf iiii 
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
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
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












:كه با توجه به اين كه                      چنين به دست مي آيد
ix

hxx i1i 

       
       )2(...f

6
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:داريم) 2(و ) 1(از تفريق 
          )3(

i

3

i

3

i

x

x
f

24
h...f

24
h

2
hxhfdx)x(f1i

i







 



نتيجه مي گيريم كه خطاي قاعده  نقطه مياني نصف خطاي)1) .(3(با مقايسه
:براي تعيين خطاي كل چنين ادامه مي دهيم . قاعده ذوزنقه اي است 





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
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

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f...ff
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نتيجه مي دهد ) 7-2-5(كه با استفاده از قضيه 

)(fn
24
h)h(EM

3


، پسnh = b-aچون

)ba()(f
24

h)ab()h(EM
2






و يا

2
2

2

Mh
12

h)ab()h(EM 


وقتي مفيد ) 4(البته.كه در آن      در                           تعريف شده است 2M)x(fmax  2M

212
)(

.است كه       متناهي باشد
bxa 

2M



خصوصيات روش نقطه مياني5-4-5
آ اين روش ظاهراً بهتر از روش ذوزنقه اي است زيرا خطاي آن نصف خطاي ً

علاوه . روش ذوزنقه اي است و از يك مقدار تابع نيز كمتر استفاده مي كند
دارند ) بينهايت(مقدار نامعين  bيا  aبراين ، براي انتگرال توابعي كه در نقاط 

اما قاعده ذوزنقه اي خاصيت جالبي داردكه نه روش نقطه .قابل استفاده است
ثابتي  hفرض كنيد به ازاي . مياني و نه قاعده سيمسون آن خاصيت را ندارند

T(h)وM(h)ايد كرده حساب حسابT(h)در.را بايد آنها در تابع كه نقاطي T(h)وM(h) در. را حساب كرده ايدT(h)نقاطي كه تابع در آنها بايد حساب
:شود، عبارت انداز

b,h)1n(a,...,h2a,ha,a 

:نقاط عبارتند از M(h)ودر 
hhh

b,h)1n(a,...,h2a,ha,a 

2
hh)1n(a,...,

2
h3a,

2
ha 



:حال اگر بخواهيم           و         را به دست آوريم ، داريم )
2
h(M )

2
h(T

:براي             )
2
h(T

2

b,hh)1n(a,h)1n(a,...,h3a,ha,ha,a 

2

ا

b,
2

)(,)(,...,
2

,,
2

,

)h(M            براي: )
2

(M

4
hb,...,

4
h5a,

4
h3a,

4
ha 

به كار مي روند در محاسبه T(h)مشاهده مي شود كه تمام نقاطي كه براي محاسبه 
بنابراين ، براي محاسبه) .زير آنها خط كشيده شده است(نيز ديده مي شوند          )

2
h(T

ولي ، هيچ . مي توان از مقادير تابع كه قبلاً حساب شده است استفاده كرد           
 M(h)كدام ازنقاطي كه در محاسبه          به كار مي روند از نقاطي كه در محاسبه 

)
2
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)
2
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! به كار رفته اند نيستند
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براي قاعده سيمسون نيز ضريب مقادير چنان است كه نمي توان از محاسبات قبلي 
ك ك به ا فت گ ك دS(h)ك ك اب دنح ك دا پ د بالا ت خاص از )h(S كمك گرفت             را به كمكS(h)از خاصيت بالا در پيدا كردن .حساب كرد

، استفاده  T(h)مقادير دقيقتر براي                     ، با استفاده از مقادير نا دقيق 

)
2

(


b

a
dx)x(f

.مي شود
اشكال ديگر قاعده نقطه مياني آن است كه ممكن است نتوان آن را براي برآورد 

مقدار انتگرال يك تابع جدولي به كار برد ، زيرا اگر مقدار تابع در نقــاطي كه در 
.جدول نيست لازم باشد ابتدا بايد از درونيابي استفاده و اين مقادير را بر آورد كرد



مثال 5-4-6
تقريبي از               را با استفاده از جدول مقادير زير ، و روش نقطه مياني21

.حساب كنيد


2.1

0
dx)x(f

ix 4.00 2.0

f 1 22141 49181

6.0 18.0

82211 22552 71832

2.1

32013if 1 2214.1 4918.1 8221.1 2255.2 7183.2 3201.3

ل:حل
4 .0را  h براي استفاده از روش نقطه مياني و جدول مقادير بالا، تنها مي توان

ك ا خااخ ا hا 0 قاط4 ا قا مقادير تابع در نقاط زير               h = 0. 4با انتخاب.اختيار كرد
                                   0. 2 , 0. 6 , 1

.مورد نياز است



بنابراين ،
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ن ر

از بخواهيم hاگ = 0 است2 نياز د مو زي نقاط د تابع مقدا كنيم استفاده

30472.2))1(f)6.0(f)2.0(f(4.0dx)x(f
2.1

0


استفاده كنيم مقدار تابع در نقاط زير مورد نياز است h  0. 2اگر بخواهيم از
                                                  

0. 1  , 0. 3 ,  0. 5  ,  0. 7  , 0. 9  , 1. 1                            

كه هيچ كدام در جدول نيستند و بايد مقادير تبع را در اين نقاط به كمك 

!درونيابي بر آورد كرد



قاعده رامبرگ 5-5

با استفاده از قاعده رامبرگ ، و به كمك مقادير تقريبي كه از روشهاي 


b ساده اي همچون قاعده ذوزنقه اي و قاعده سيمسون براي

در نقاط اضافي ، مي توان  f حساب مي شود، و بدون محاســـــبه تابع


b

a
dx)x(f

اساس اين روش بر اين . تقريبهاي بهتري براي               حساب كرد 
مطلب استوار است كه مي دانيم


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6
4

4
2

2

b

a
 

.هستند fام تابع  iو متناسب با مشتق  hكه در آن     ها مستقل از  ia
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2
h(T4 
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)
2
h(T 4h
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مثال 5-5-1


1 31
تقريب هايي از              را به قاعده ذوزنقه اي و با               حساب كنيد و
بعد به قاعده رامبرگ تقريب بهتري با استفاده از دو مقدار تقريبي حاصل را به


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3dxx
2
1,1h 

.دست آوريد 

:حلل
داريم

   
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از طرف ديگر ،               يعني تقريبي كه از قاعده رامبرگ به دست مي آيد با
4
1dxx

1

0

3 

. قابل توجيه است ) 3(اين نتيجه با استفاده از. مقدار واقعي انتگرال مساوي است 

ا ا ا الا ك طا زيرا ، خطاي كسر بالا مساوي است باا
...haha 6

6
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4 

اما مي دانيم كه از .ام تابع                 است  i كه در آن     متناسب با مشتق ia 3x)x(f 

مشتق مر تبه چهارم به بعد اين تابع صفر است ، در نيجه مقدار كسر با مقدار

ا ا ال گ ا .واقعي انتگرال برابر استاق



تعميم قاعده رامبرگ 5-5-2
ابتدا به قاعده . در عمل تلفيقي از قاعده ذوزنقه اي و قاعده رامبرگ به كار مي رود 

وذوزنقه اي مقادير زير را حساب مي شود ي ر ر ز ر وز
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بعد به قاعده رامبرگ و به كمك     ها مقادير. خطاي      متناسب با      است  i0T2
ihi0T

.زير را به دست مي آوريم، كه خطاي هر يك متناسب با      است  4h
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a
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hhTI 64  ...hahaTI 6
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4
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آوريم مي دست به دهيم قرار را مقدار جاي به بالا تساوي در ihhاگر iاگر در تساوي بالا به جاي    مقدار      را قرار دهيم به دست مي آوريم
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كم مي كنيم تا حاصل شود)5(را از     برابر)4(حال 24
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2p+1 piT2p2و خطاي     متناسب با        است و براي چند جمله اي هاي تا درجه 
ih 

:با استفاده از فرمول بالا اعداد جدول زير حساب مي شوند. دقيق است 
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ثابت مي شود كه ،


b
d)(fTli

بنابراين ، در عمل     ها را حساب مي كنيم و وقتي ، براي    مفروض ، داشته


 a0pP

dx)x(fTlim

0pT

باشيم
 0p0)1p( TT

توجه. عمليات را متوقف و        را به عنوان تقريبي از                 مي پذيريم 

p)p(

0)1p(T 
b

a
dx)x(f

حاصل اي ذوزنقه ده قاع از كه اوليه هاي كمك به كه باشيد داشته

a

piTi0T داشته باشيد كه     به كمك       هاي اوليه كه از قاعــــده ذوزنقه اي حاصل

ا ا ا ا آ

pii0

.مي شوند به دست مي آيد و نيازي به محاسبه مجدد تابع ندارد



مثال 5-5-4
تقريب هايي از               را به قاعده ذوزنقه اي به ازاي                   حساب 1

كنيد و با استفاده از مقادير حساب شده، و به قاعده رامبرگ ، تقريبي بهتر براي


2

0

5dxx
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1,1,2h 

.اين انتگرال به دست آوريد 

:حل
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حال جدول زير را تشكيل مي دهيم
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مشاهده مي شود كه مقدار      دقيقاً با مقدار انتگرال برابر است و اين بدين خاطر

است دقيق جه د تا توابع اي ب كه است(است صف خطايش !)يعن

20T

20T5122 يعني خطايش صفر است(است كه     براي توابع تا درجه               دقيق است(! 205122 



قاعده هاي دقيقتر 5-6

اگر به فرمول قاعده ذوزنقه اي توجه كنيد مشاهده مي كنيد كه
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  1i

ik kk1ii

x

x
fwf

2
hf

2
hdx)x(f1i

i

h 3
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بنابراين ، به طور كلي ، دنبال قواعدي مي گرديم كه در آنها

Efwdx)x(f m

0k kk

x

x

m   

در اينجا آنچه مي تواند مجهول باشد نقاط                 و ضرايب
نيز خطايE.است ، كه در اينجا دو روش براي محاسبه آنها ارائه مي كنيم

01m x,x,...,x0m w,...,w

. است                   

m

0k kk fw

ك561 كوتز–روش نيوتن5-6-1
01mدر اين روش نقاط                 معلوم فرض مي شوند ، مثلاً متساوي الفاصله x,x,...,x

و به صورت
1m,...,2,1,0i,hxx i1i 

. مجهول                 به دست آيد  (m+1)بنابراين بايد  0m w,...,w



:                         قرار مي دهيم)1(براي اين منظور، در
E = 0                                                                 

وقتي كه
m1)(f

 mيعني ،    ها را چنان پيدا مي كنيم كه خطاي               براي چند جمله اي هاي تا درجه 

mx,...,x,1)x(f 
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m

0k kk fwرج ي ي جم چ ي بر ي يم ي پي ن چ ر ي ي
براي اين  . در زير فرمول قاعده چهار نقطه اي يا قاعده       را به دست مي آوريم . صفر باشد

د ا ق د ش د ا خلل ت كل ه كه ا د نظ

i 0k kk

8
3

منظور ، بدون اين كه به كليت خللي وارد شود قرار مي دهيم                             ،         
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وقتي كه E = 0حال برا ي به دست آوردن      تا      قرار مي دهيم  03 ww

:به اين ترتيب چهار معادله زير حاصل مي شود
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:كه پس از خلاصه كردن دستگاه زير حاصل مي شود
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به دست مي آيد) 2(از معادله 
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بنابراين فرمول چهار نقطه اي عبارت است از

))h3(f)h2(f3)h(f3)0(f(
8
h3dx)x(f

h3

0


xxXكه با تغيير متغير                   به صورت زير در مي آيد 0 

، معمول طبق آن در كه

)ff3f3f(
8
h3dx)x(f 3210

x

x

3

0


كه در آن طبق معمول ،

)x(ff,ihxx ii0i 



.نيز معروف است  ضرايب مجهولروش فوق  به روش 

. نيز به همين ترتيب به دست مي آيند... كوتز پنج نقطه اي و–فرمول هاي نيوتن 
است آمده ، آنها خطاي و ضرايب ، فرمولها اين به مربوط جدول زير طور.در به به طور . در زير جدول مربوط به اين فرمولها ، ضرايب و خطاي آنها ، آمده است 

:كلي داريم
)3()(fhAfaAdx)x(f )l(1l

1
m

0k kk0

x m               )3(
كه در آن                  و

)()( 10k kk0x




]x,x[ m0

 1m فرد باشد mاگر                                  
زوج باشد mاگر                                                    













2m

1m
l

.زوج است mپس بهتر است از فرمول هايي استفاده كنيم كه در آنها 
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جدول از عد)1(آنچه ال اوي مت لات ج ايب ض كه است آن شود م جه نت نتيـــجه مي شود آن است كه ضرايب جملات متــــساوي البعد)1(آنچه از جدول
بعضي ضرايب   m  = 8ضرايب همــگي مثبت ولي براي     m = 7تا . از طرفين برابرند 

ًf اصولا توصيه مي شود ، با توجه به اين كه محاســـبه       ها توام با .منفي هستند
هاي بزرگ ضرايب      ممكن است منفي باشـــــند، فرمول هاي mخطاست وبراي 

if

ia

هاي زوج را اختيار   mبخصوص . هاي كوچك به كار بريد  mكوتز  را براي –نيوتن  
نقطه اي  4و )يعني قاعده سيمسون(نقطه3فرمول هاي)3(كنيد و مثلاً با توجه به

.هر دو براي چند جمله ايهاي تا درجه سوم دقيق هستند) يعني قاعده       ( 
يعني،(اما روش سيمسون از يك نقطه كمتر استفاده مي كند و قدر مطلق خطاي آن 

8
3

ن ي ق ر و ي ر ي ز ون ي ي(روش ي
.نيز كوچكتر است) يعني       ( از قدر مطلق خطاي قاعده       )          8

3

80
3

90
1



روش گاوس 5-6-2
در اين روش نقاط و ضرايب همگي مجهول فرض مي شوند پس در فرمول

Efwdx)x(f m

0k kk

b
 

(m+1)نقطه                   و(m+1)جهت به . ضريب               مجهول هستند

)(
0k kka  

01m x,x,...,x
0m w,...,w

براي E = 0مجهول قرار مي دهيم  2m+2دست آوردن اين 
1m22 x,...,x,x,1)x(f 

به عبارت ديگر كاري مي كنيم كه                     براي چند جمله اي ايهاي تا
2 اش1+ ق

,...,,,)(

 

m

0k kk fw

.دقيق باشد2m+1درجه

كوتز دقيقتر–واضح است كه اين روش از روش هاي متناظر در روش نيوتن
.است



فرمول قاعده دو نقطه اي گاوس 5-6-3
به دست  [1 ,1-]به دلايلي كه بعدا شرح مي دهيم ، فرمول گاوس را براي بازه

را به ســادگي مي توان به  [1 ,1-]و  [a,b]واضح است كه بازه هاي . مي آوريم 
با تغيير متغير. هم تبديل كرد 

)]ab(u)ab[(
2
1x 

و:                       به دست مي آوريم
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du
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)ab(dx 

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كه در آن 
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du)u(dx)x(f





 


 )]ab(u)ab[(1f)ab()u(

پس ، فرمول دو نقطه اي گاوس را براي







 )]ab(u)ab[(
2

f
2

)u(


1

.به دست مي آوريم
1

1
dx)x(f



مي خواهيم داشته باشيم
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

ا ق Eا ا0

Efwdx)x(f 1

0k kk

1
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  

برايE = 0براي تعيين                    قرار مي دهيم 01 x,x,w,w 01

32 x,x,x,1)x(f 

كوتز عمل كرديم ، در اينجا نيز دستگاه زير –همان طور كه در روش نيوتن
:حاصل مي شود
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01مشاهده مي شود كه چهار معادله و چهار مجهول داريم كه نسبت به          خطي w,w

مشكل حل اين دستگاهها تا مدتي( ولي نسبت به              غير خطي هستند 
.اين دستگاه را به طريق زير حل مي كنيم) .مانع از كاربرد آنها بود

01 x,x

جمع مي كنيم تا حاصل شود )4(را در    ضرب و با معادله  )2(معادله 

بنابراين، بايد داشته باشيم
0xxwxw x

2
01

3
11 

       )5(
در زير ثابت مي كنيم كه تنها                     و بقيه عوامل سمت چپ تساوي 

0)xx)(xx(xw 010111 

0)xx( 01 وي چپ ل و ي ب و ه يم ي ب زير ر
فرض كنيد . اين مطلب را به برهان خلف ثابت مي كنيم . مخالف صفر هستند)5(

01

0xw 11 
)6(



نتيجه مي گيريم (2)از اين تساوي و 
0           (7)

نتيجه مي دهند)3(و)7(و(6)

0xw 00 

02


پس فرض           باطل است و          باز هم فرض مي كنيم.كه يك تناض است

0
3



0xw 11 0xw 11  ض يمي ي رض م ز ب و ل ب رض پس
كه از آن نتيجه مي شود               

)8(
0xx 01 

01 xx         )8(
نتيجه مي دهند) 2(و) 8(

110 x)ww(0 
       )9(

نتيجه مي گيريم) 1(كه با توجه به 

110 )(

x20 1x20



پس) چرا؟(كه خلاف            است  0xw 11 

از اين رو ، بايد داشته باشيم
0xx 01 

0xx 01 
يعني،

0xx 01 

01 xx 

و    صفر نيستند و معمولاً    كوچكتر از    فرض مي شودچون
         )10(

1x 0x0x1x

0x,0x 01 
به دست مي آوريم) 3(و) 9(از  

0x,0x 01 

2
01001

2
00 x)ww(xwxw2



نتيجه مي دهد) 1(كه با توجه به 
0100100 x)ww(xwxw

3
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،) 10(بنابراين ، با توجه به 
31x0  33و

x0

3
3

xx 01 

نتيجه مي شود كه) 2(و ) 9(ضمناً از 
)(0 

كه چون          نتيجه مي دهد
0100100 x)ww(xwxw0 

0x0 
0ww 

به دست مي آوريم)11(و)1(از

0ww 10 
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مطابق آنچه عمل (اين فرمول براي چند جمله ايهاي تا درجه سوم دقيق است 
بناباين ، قاعده دونقطه گاوس.و تنها از دو مقدار تابع استفاده مي كند)كرديم

از نظر دقت و خطا تقريباً نظير قاعده سيمسون است كه از سه مقـــدار تابع   
.استفاده مي كند ، در نتيجه از آن بهتر است

خوشبختانه مقادير                    حساب شده اند و در جدو لهايي در اختيار 
گيرند مي قرار روش اين از كنندگان نشان)2(جدول.استفاده را مقادير اين

01 x,x,...,w,w 01

اين مقادير را نشان )2(جدول.استفاده كنندگان از اين روش قرار مي گيرند
.مي دهد 

از جمله خصوصيات اين دسته از فرمولهاي انتگرالگيري گاوس اين است كه 
:فرد باشد تعداد نقاط زوج است و داريمmاگر
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زوج باشد تعداد نقاط فرد است و داريم mو اگر 
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.آمده است ) 2(در جدول (**) و (*)خصو صيات مندرج در 
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iwاز خصوصيات بارز فرمولهاي انتگرالگيري گاوس آن است كه تمام ضرايب     يب ر م م ن وس يري ر ي ه و ر رز ب ي و ز
اين ويژگي و دقت بالاي اين. مثبت هستند و مهمتر اينكه                      

كند ذ نا تنا ا ا ا آن از تفاد ا ا ل الف انتگ ش اشكال ا تن

i

1w i 

تنها اشكال روش انتگرال.فرمولهاي استفاده از آنها را اجتناب ناپذير مي كند
است كه                ابتدا به [1,1-]گيري گاوس استفاده از بازه 

b

a
dx)x(f 

b

a
du)u(

اشكال ديگر ، كه با ظهور كامپيوتر ها عمده نيست ، اصم بودن.تبديل شود
.نقاط و ضرايب است كه استفاده از اين روشهارابا دست خسته كننده مي كند 
ولي بايك برنامه كامپيوتري مي توان يكبار، و براي هميشه ، نقاط و ضرايب را 

.كامپيوتر داد و براي هميشه از آنها استفاده كرد ر ه ز ر و ر و پ



مثال 5-6-4
با استفاده از فرمول چهار نقطه اي گاوس تقريبي از انتگرال زير را حساب  -1    

.كنيد
xsin3 2

dx
x

xsinI
3

1

ل:حل
داريم x = u+2با تغيير متغير 

du
)2u(

)2u(sinI
3

1

2

 




به دست مي آوريمn = 3، به ازاي )2(كه با توجه به جدول

)2u(1 

79428330I 7942833.0I 



فرمول چهار نقطه اي گاوس را براي محاسبه تقريبي از انتگرال زير به كار -2    
.بريد.بريد

dttsinI 2
0
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

:حل
آوريم م دست به متغير تغيير 1u(x(با 


1(با تغيير متغير                         به دست مي آوريمu(

4
x 

d)1u(idi
1

2 




000000.1du
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)1u(sin
4

dttsin
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2
0




  

نقطه و به قاعده  65را با 1.000000مي توانيد تحقيق كنيد كه تقريب   
!سيمسون مي توان به دست آورد
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