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فصل اول

انتگرال هاي ريمان  ــ استيلتيس



گا  :جايگاه درسا

 رشته والزاميتخصصياصليدرس2رياضيآناليز
.ميباشدرياضي

.ميشود تدريس نيز آمار ارشد كارشناسي دوره در درس اين
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ك هدف هاي كليف

  انتگرال تعميمعنوان به استيلتيس ريمان انتگرالهاي درس اين در
.ميشود ارايه ريمان ن يري ور ي

اين موضوعات ديگر از كراندار تغيير با توابع و ناسره انتگرالهاي
.باشد مي درس

اله ا هاي ي ها دن ا  ت ه  آنها خ   مطالعه وسپس آنها خواص وبررسي توابع هاي وسري ها دنباله  طال
 گاما تابع مانند خاص وتوابع تواني هاي وسري فوريه هاي سري

گ از عات د ه د ض ن طال   .باشد مي درس اين مطالعه مورد موضوعات ديگر از  اشد  د ا



هدف هاي رفتاري

پس از مطالعه اين فصل بايد بتوانيد 

يك افراز براي بازه           را تعريف نماييد  .  1         

ا2 ف ا ا ك ا الا ا

 a,b

 b f مجموع هاي بالايي و پاييني يك تابع    روي           را تعريف نماييد .2       

انتگرالهاي بالايي و پاييني براي يك تابع را روي يك بازه تعريف نماييد .3       

 a,b f

يي. م ري ز ب ي روي ر بع ي ي بر ي يي پ و لايي ب ي ه ر

.انتگرال ريمان استيليتيس يك تابع روي يك بازه           را تعريف نماييد .4         a,b



ادامه هدف هاي رفتاري

.شرط ريمان را براي يك تابع روي يك بازه تعريف نماييد. 5

.خواص انتگرال ريمان استيليتيس را بيان و اثبات نماييد.6

.رابطه انتگرال پذيري ريمان ايتيليتيس را با مشتق پذيري بيان كنيد . 7

ك8 ان ا ل ا ان ال گ ا ا ا ا ا ا ق .قضاياي اساسي براي انتگرال ريمان استيليتيس را بيان كنيد .8

دهيد.9 انجام را جز به جز روش به گيري .انتگرال .انتگرال گيري به روش جز به جز را انجام دهيد.9
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تعبير هندسي

 و يابند نمي افزايش بالايي هاي جمع حاصل افراز شدن ظريف تر با يعني )الف

  هاي جمع حاصل ديگر عبارتي به.يابند نمي كاهش پاييني هاي جمع حاصل
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f  f  تعريف كمك به .است شده تعريف              صورت به        بازة بر    تابع : مثال

.بيابيد را آن انتگرال .است پذيز انتگرال ريمان مفهوم به تابع اين دهيد نشان

f 10,  xxf 
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از اين رو ،
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اولين سؤالي كه بعد از اين مثال ها مطرح مي شود اين است كه كدام توابع هستند كه 

ً ذيلاً دسته اي از توابع را مشخص مي كنيم كه نسبت به هر تابع . انتگرال پذيرند

اما قبل از اثبات اين . در واقع توابع پيوسته انتگرال پذيرند. صعودي انتگرال پذيرند پ پو و پ ع و ع نو

.موضوع به قضيه اي كه ذيلاً مي آوريم نياز داريم
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f  ،        هر ازاي به و است كراندار            بازة بر     تابع كنيد فرض . قضيه ba,0 وعض

  به كه طوري به دارد وجود )   به وابسته( ي          گاه آن .                         همواره   xf0

  منظور( .                     گاه آن ،                اگر                  بازة زير هر ازاي

ل                 ا  )ا      ا ط

 baT ,  TL   Tf

 TLT . )است      بازة طول                 از  TLT



ت ه نا هان نف خا د ي      ا د ج ي ه دا كه ط  كه طوري به دارد وجود ي     ، اينفيمم خاصيت به بنا .برهان x

    baxx fff ,,  

چون ،                                               و            فشرده است پس   
x

ff xxba   ,, ba,
x



   
n

i
xixi ii

xxba
1

2
1

2
1   ,,

i 1

اگك   111i  TL  ،                اگر .                                               كنيد فرض

.                                           آنگاه

 
nxxx  2

1
2
1

2
1

21
,,,min   TL

   Tf  f



د تابع     بر بازة           كراندار است  :قضيه  به ازاي هر           فرض كن f ba,0 به ازاي هر          . فرض كنيد تابع     بر بازة           كراندار است  :قضيه 

مجموعة           به صورت زير تعريف مي شود

f ba,0

EE

      xbaxxE fE ,,   f

ت  ته ا ت         ن  .در اين صورت        بسته است Eد ا EE



EExاگر                ، آن گاه                    ، از اين . فرض كنيد               .برهان EEx    xf

0رو           ي وجود دارد به طوري كه

       baxxf ,, 

از اين رو هيچ نقطة                           به       تعلق ندارد ، كه با فرض      xx ,EEEEx 

EExپس          . متناقض است 



fفرض كنيد تابع    بر بازة         ) .محك لبگ براي انتگرال پذيري ريمان(قضيه  ba,

بر           اگر .            كراندار و    مجموعة نقاط ناپيوستگي     بر          باشد Df ba,Rf  ba,

Dو فقط اگر    با اندازة صفر باشد



گ
ً

خواص انتگرال
.انتگرال ريمان استيلتيس داراي خواص زيادي است كه ذيلاً اهم آن خواص را مي آوريم

همة انتگرال ها در بازة           تعريف شده اند مگر آنكه (احكام زير برقرار است  :قضيه 

)خلاف آن تصريح شود

 ba,



اگر                 و            ، آن گاه                    و                                )الف Rf Rc Rcf   b
a

b
a dfcdfc 

اگر         ، آن گاه 

 aa

0c

    Rffdccfd b
a

b
a   ,

اگر                      ، آن گاه                         و) ب Rgf , Rgf 

    b
a

b
a

b
a gdfddgf 



( 
bb dfd .اگر                      و            ، آن گاه                                )ج  Rgf ,gf   b
a

b
a gdfd 

اگر                 و                  ، آن گاه                          و) د Rf  Rf   Rf

    b
a

b
a

b
a fdfdfd 



اگر                  بر           ، آن گاه                  بر          و           و :قضيه  Rf  ba, Rf  ca bc اگر                  بر           ، آن گاه                  بر          و           و :قضيه  Rf  ba, Rf  ca, bc,

bcb
  b
c

c
a

b
a fdfdfd 



فرض كنيد                 بر                               و تابع    بر         .قضيه 

ال ا  ا  گ ا ا ا ا                                 آ گا 

 Rf  baMfm , Mm,

foh   ba .آن گاه تابع                 بر          نسبت به    داراي انتگرال است. پيوسته است  foh   ba,



  bb
 اگر                  ، آن گاه     .نتيجه  1( Rf   Rfdffd b
a

b
a   ,

اگ                       آ گا                        2( Rf Rf .اگر                      ، آن گاه                        2( Rgf , Rfg



                                                        ك ف ا  tt  Rfof   عددي .                                  پس                    كنيد فرض .برهان

ق  ا                                      ك ط  ا        ان ق

  tt   Rfof 

c    b fdcc 1   اين در.                                     كه طوري به دارد وجود       مانند حقيقي

 ت

c    a fdcc 01 

، صورت

  b
a

b
a

b
a

b
a dfcfdfdcfd 



2
نتيجه مي شود كه     3.4.1با فرض               و       2tt 

   Rf 2

   αRgf  2 2(

                                                    αRgf  2

پس 

      αRgfgfvf  221       αRgfgfvf 
4



اگر و . آنگاه                   . فرض كنيد     موجود است و              :قضيه  R Rf  و و و وض

Rfفقط اگر    



f نقطه اي گاه آن ، باشد پيوسته          بر   اگر . ) ميانگين مقدار اول ( قضيه ba, دار اول ( ي ين م ر  ) مي د پيو          بر   ا   اي  آن ، ب

  كه طوري به دارد وجود           بر    مانند

f ,

c ba,

      abcffdb         ffa



فرض كنيد .برهان ن يبر رض

     bxaxfMbxaxfm  sup,inf      bxaxfMbxaxfm  sup,inf

:داريم   1.4.1بنابه قضية   

         abMfdabm b
a   



 به بنا صورت اين غير در ، است بديهي حكم گاه آن ،                    اگر   ba  

fc طوري به دارد وجود          بازة در   مانند عضوي شود مي نتيجه ،    پيوستگي ba,

كه

   
 cffd

ab
b
a 

  


1

.ذيلاً قضية فوق را به حالتي كه    پيوسته نيست تعميم مي دهيم  f



آ  Rf فرض كنيد                    ، آن گاه عددي مانند        وجود  .  قضيه   Rf 

b  دارد به طوري كه                      و                                       كهMm      abfdba  

mدر آن     و      به ترتيب سوپريمم و اينفيمم تابع      در بازة                   Mf ba ,

.است 



فرض كنيد                  و ).قضية مشتق گيري( Rf  فرض كنيد                  و ).قضية مشتق گيري( Rf 

   bxafdxF x      bxafdxF a   

آن گاه

ت ) الف ته ا اشد  آ گا    د      ته  xFاگ    د      .اگر    در     پيوسته باشد ، آن گاه    در     پيوسته است ) الف 0x0x F



اش  آ گا        ) ذ  ش  fxFاگ                   x اگر    در     پيوسته و    در    مشتق پذير باشد ، آن گاه        )ب

در       مشتق پذير است و

f
xF

x

x

xدر       مشتق پذير است و

     fF α       xxfxF α 



ا ا ا  ل ا ة ا قض

سته      نقطة د               اگ : نتيجه Rf باشد پ 

قضية اول اساسي حسابان

x و باشد پيوسته      نقطة در و              اگر : نتيجه Rf 

   
x dttfF

x

    a dttfxF

ت  ذ ا شتق  Fآن گاه      در      مشتق پذير است وFxآن گا      د      

    xfxF 

x

    f



اش  ط ك                آ گا ا      ا  RfFfFاگ              

دومين قضية اساسي حسابان

Rfاگر            و تابعي مانند     باشد به طوري كه               ، آن گاه FfF 

     aFbFdxxfba 



انتگرال گيري به روش  جزء به جزء

FGفرض كنيد    و     بر          مشتق پذير ، .قضيه ba,

RfFRgG  ,

آن گاه

               dxxGxfaGaFbGbFdxxgxF b
a

b
a  



fاگر    و    هر دو  .)صورت ديگر انتگرال گيري به روش  جزء به جزء(قضيه 

صعودي باشند و                  ، آن گاه                   و Rf  fR

       aafbbfdffd bb           aafbbfdffd aa   



 پيوسته بودن صعودي بر علاوه   و صعودي   اگر . )ميانگين مقدار دوم( قضيه f

كه طوري به دارد وجود           بازة در    مانند اي نقطه گاه آن باشد هم c ba,

      dcb dbfdaffd        aaa dbfdaffd 



fgcاگر    صعودي و     پيوسته و نامنفي باشد ، آن گاه نقطه اي مانند    در  .نتيجه 

بازة                وجود دارد به طوري كه ba,

             b
a

c
a

b
a dxxgbfdxxgafdxxgxf  aaa



Fcاگر در     تابع   نامنفي هم باشد آن گاه نقطه اي مانند   در بازة        .نتيجه  ba,

 وجود دارد به طوري كه  

         bb dxxgbfdxxgxf          ca dxxgbfdxxgxf



انتگرال گيري نسبت به توابع پله اي

:تابع پله اي واحد به صورت زير تعريف مي شود  .تعريف وري ي ر ر ز ور و پ ع

  
 


00 x

xI

.  فرض كنيد                  و    در   پيوسته باشد و                            . قضيه bca fc   cxIx 

 

 01 x

.آن گاه                  بر          و                             Rf  ba, cffdb
a  



 اعضاي از دنباله اي        باشند، همگرا          و            كنيد فرض .قضيه

               اگ                                        اش            ا

0na


1n
na nc

 b   


If ba  پيوسته          بر    اگر .                                      و باشد            متمايز

و                  گاه آن باشد

 ba,   



1n

nn cxIaxf ba,

 Rf  ون  f

 
b cfafd  



1n

nna cfafd



ه اشد آن گاه            قض تناه از اعضاي           اله اي  اگ              دن na ba
n

ka اگر              دنباله اي متناهي از اعضاي          باشد، آن گاه            .قضيه

.را مي توان به صورت يك انتگرال ريمان ـ استيلتيس نوشت 

 kka 1 ba,
k

ka
1



:تعريف مي كنيم .برهان

  kkff 1  kxkafxf k  100 ,,

:بنا به بحث برهان قضية          داريم 

       
n

k
k

n

k

n akfxdxf
11

0
1

 kk 11

xكه در آن       به معن جزء صحيح     است   x كه در آن       به معني جزء صحيح     است. x  



.فرض كنيد        دنبالة اعداد گوياي       باشد و                           :مثال   nr 10,  



xr
nx

2
2

1

 
1 .را بيايد .             اگر    بر       پيوسته باشد  f 10,
1

0
fd



:اگر            نشان دهيد : مثال  Rf 
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f    اگر    بر          پيوسته و مثبت باشد و                                      :مثال 

نشان دهيد 

f ba,  bxaxfM  sup

نشان دهيد 

   nb n dxxfM
1

 lim   a f
n



pq طوري به باشند مثبتي حقيقي اعداد     و    كنيد فرض ) هلدر نامساوي ( : مثال وريييورض)روي(ل

گاه آن باشند نامنفي        اگر كه دهيد نشان ابتدا                  كه 111  qpab,

q
b

p
aba

qp

qp

qp كـه بگيريد نتيجه ،                كــه است بـرقرار وقـتي فقط و فقط تسـاوي و ba 

و                    گاه آن                                                  اگر      RfRg pq  , Rfg

   qp b
a

qb
a

pb
a dgdffd

11

  



تدا )الف : ثال ت                     اگ كه د نشا ا ال    ه ن fgh ذ انتگ  ba  پذير انتگرال    به نسبت          بر    و    ،   اگر كه دهيد نشان ابتدا )الف : مثال

گاه آن ، باشد

fgh  ba,

hggfhf  
222

 وحود    مانند پيوسته اي تابع دهيد نشان ،         و          بر                  اگر )ب Rf  ba,0
1

. )                                   كه كنيد توجه(                         كه دارد  f
2

  b

a dff 2
2

1

2



تغيير متغير

ل لگ گ  تـوانا ابـزاري ريـمان هـاي انتگرال در ويـژه بـه ها انتگرال متغييردر تغيير

: آوريم مي را زير نتيجة و قضيه رو ان از . است ها انتگرال محاسبه بـراي



 و پيوسته           روي به             بر    تابع و                  كنيد فرض .قضيه Rf  dc, ba, وپيورويببربعويرض ي

  آن شوند تعريف           بر                 و                اگر است صعودي اكيداً

 f  ,

foh  o dc,

.                               و           بر                 گاه  Rh dc,  b
a

d
c fdhd 



مشتق گيري از انتگرال

لاً ة ق ا قض ا ا f     ا اگ ك ا شا  ك ثا ا ا  در    تابع اگر كه داديم نشان و كرديم ثابت را حسابان اساسي قضية قبلا

 است موجود           گاه آن                               و باشد پيوسته   نقطة  

f

x   
x
a dttfxF xF 

f  دو از تابعي    اگر كه مي آيد پيش سؤال اين كنون .                       و

 چگونه گيرد قرار      از توابعي    حتي يا و     جاي به يا و باشد        متغير

   xfxF f

xt ,xax

. گرفت مشتق توان مي



يف شده و       قضيه د                              وتابع    ب     ت ض كن ف   dcbaR fRfD فرض كنيد                              وتابع    بر     تعريف شده و       .قضيه

تابع    بر           چنين تعريف شده . بر    پيوسته است ) مشتق نسبت     به   (

   dcbaR ,, fRfD2
ftRF dc,

.است 

       dxctdxtfxF b
a   ,a

Fدر اين صورت      بر           موجود است و داريم  dc,

     tdtxfxF b
aD , 2     a 2



Rgاگر            بر                                            آن گاه .نتيجه     
x
a badttgx ,,

      dttgtxfxF b
a D   ,2



ض قض                                         ا                                ك ف   dbRffD dc                       بر             و     تابع و                               كنيد فرض .قضيه

 طوري به باشند           بر پذير مشتق تابع  دو         كنيد فرض .است پيوسته

   dcbaR ,, ffD2 dc ,
pq , dc,

                    : داريماز    هر ازايبه كه

و است موجود     صورت اين  در   .

x ba,    bxqabxpa  ,
F 

   
 

         xptxpfxqtxqfdttxfDxF
xq

  ,,,2   
 

         
xp 2



فصل دوم

ا نا ال  انتگرال هاي ناسرهانتگ



د ان ت د ا ل ف ا طال پس از مطالعه اين فصل بايد بتوانيداز

د1 نماي يف تع را ه ناس الهاي انتگ .انتگرالهاي ناسره را تعريف نماييد.1          

بياوريد.2 مثال آنها براي و تعريف را ناسره انتگرالهاي .انواع . انواع انتگرالهاي ناسره را تعريف و براي آنها مثال بياوريد.2          

.همگرايي انتگرال ناسره را تعريف نماييد.3           يي ري ر ر ر يي ر

. شرط لازم و كافي براي وجود انتگرال ناسره را بيان كنيد.4           م

.  آزمون انتگرال براي همگرايي سري هاي نا منفي را بيان كنيد .5          



اگر 
1 d
1

1
2x
dx

 بودن كران بي به توجه بدون و بگيريم نظر در را

1
كه يابيم مي در كنيم  محاسبه                    تابع  

2

1

x
xf 

2
1

111

1
2




 xx
dx



 . باشد برقرار تواند نمي فوق رابطة ريمان انتگرال خواص بر تكيه با مسلماًً

ي تابع يك ، انتگرال چپ طرف كه حالي در است منفي راست طرف يعني رال چپ ر  ي ر ا ي را ر ي  بع ي  ا

. است نامنفي

ق ثال از كه دهد  نشان ف ف ه ن ن ت ع ا ال ن  كه داريم ها انتگرال نوع اين تعريف به نياز كه دهد مي نشان فوق مثال كه دا ها انتگ

 هاي انتگرال صورت به توان مي را ها انتگرال اين .نشويم تناقض به منجر

. داد قرار بررسي مورد دوم نوع و اول نوع ناسرة



انتگرال هاي ناسره نوع اول

 از اول نوع ناسرة هاي انتگرال.)اول نوع ناسرة هاي انتگرال( تعريف

ي ا ه جهات ب ي ش  عدد هر ازاي به اگر .است متناهي نا هاي سري شبيه جهات بسياري عدد ه ازاي به اگ است متناه نا هاي س

Tf موجود زير حد و ريمان انتگرال داراي             بر       تابع              حقيقي    Ta,

باشد
T
 

T

aT
dxxflim



وييمگوييم

  







 



aa
fdxxf

:موجود يا همگراست و در واقع داريم 

  aa

   



T

dxxfdxxf lim     aTa
dxxfdxxf lim



.در حالتي كه             موجود باشد گوييم          مطلقاً همگراست  


a
f



a
f



1 اگر                    و          ، آن گاه .مثال  
x

xf
p

1
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.  در صورتي كه         آن گاه                  و بنابراين ،              وقتي كه                 1p01 p
1
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:از اين رو داريم 
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11:مثال    T
T

x edxe
0  T

 در .هستند ها سري شبيه ها انتگرال اين شد اشاره كه طوري به

 


dxxf


a  
T

dxxf  جمع حاصل متناظر                و             سري  متناظر                  واقع a dxxf
mk

ka  a dxxf


n

ka  انتگرال همگرايي اثبات در هـايي شباهت ، هـا شباهت اين .است          جزيي

ا ا ا   ا ك   ا


mk

ka

.كند  مي ايجاب را ها سري و ها



ه  اش  آ گا                   ن    نت اگ                      

fg 


 gf اگر                     موجود باشند ، آن گاه                   نيز موجود و  :نتيجه 

.دو انتگرال قبلي است ) تفاضل(برابر مجموع 

 aa
fg ,  

a
gf

ي)(وع و

 زير صورت به را                                انتگرال توان مي مشابه طريق به  







 bb
dxxff

: كرد تعريف

  


bb

    


b

TT

b
dxxfdxxf lim

.مشروط به اين كه     بر هر بازة             داراي انتگرال ريمان باشد  f dT ,



ض قضيه د ف ق عدد ه ازاي به كن ال          بازة ب   تابع   حق Tf پذي انتگ Ta,  پذير انتگرال          بازة بر   تابع   حقيقي عدد هر ازاي به كنيد فرض .قضيه

كه است آن باشد موجود       كه آن براي كافي و لازم شرط . است

Tf Ta,




a
fa








2T









  

2

1

012120
T
fTTTTTT )شرط كوشي ( ,



gاگ    يك تابع نا منف باشد به طوري كه همواره               و             نتيجه

g gf  اگر    يك تابع نا منفي باشد به طوري كه همواره               و             .نتيجه

.موجود باشد، آن گاه        موجود است 

ga g gf




a
fa



ا       گا آ ا ل                               اگ قض   اگ گ   1f

f  و اگر همگراست       گاه آن باشد، نزولي                               اگر .قضيه

ه اين( باشد همگرا                اگر فقط  مورد در »انتگرال آزمون« به قض

    ,,: 01f1f
 



nf  مورد در »انتگرال آزمون« به قضيه اين( .باشد همگرا                اگر فقط

) است مشهور نامنفي هاي سري

 
1n

nf

)هورير















توابع با تغيير كرانداز
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توابع با تغيير كراندار چه نوع توابعي هستند؟

:وچه ويژگيهايي دارند؟اولين ويژگي را در قضيه زير مي بينيم

.اگرتابع     بر بازه                    با تغيير كراندار باشد آنگاه       بر                  كراندار است:قضيه f b,af b,a
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رفصل چهار چه
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 )(                    دراين صورت مي توانيم تابع    راباضابطه .همگرا باشد

   

 )x(f nf

     Exxflimxf     
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.دنباله           رابر         باضابطه                         درنظرمي گيريم) الف. مثالها   xf nxn 
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كه هرجمله            پيوسته وياحتي مشتق پذيراست درحاليملاحظه مي كنيم
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آنهاآنها  بهبه  پرداختنپرداختن  مجالمجال  كهكه  كتابكتاب  ديگرديگر  ومثالهايومثالهاي  گذشتهگذشته  مثالهايمثالهاي  دردر
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كرانداري وپيوستگي بوسيله همگرايي نقطه واركرانداري وپيوستگي بوسيله همگرايي نقطه وار– – مشتق پذيري مشتق پذيري : : نتيجهنتيجه
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اخت يكن اختهمگراي يكن همگرايي يكنواختهمگرايي يكنواختهمگراي
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قضيه زير شرط لازم وكافي براي همگرايي يكنواختقضيه زير شرط لازم وكافي براي همگرايي يكنواخت

f fnE

را  بيان ميكندرا  بيان ميكند
f fnE

0 )x(f)x(supn f n )()(p
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همپيوستگيهمپيوستگي
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X)X(Cفرض كنيد        يك فضاي متريك فشرده باشد            فرض كنيد        يك فضاي متريك فشرده باشد            ::تعريف تعريف  فرض كنيد        يك فضاي متريك فشرده باشد            فرض كنيد        يك فضاي متريك فشرده باشد            ::تعريف تعريف 

را مجموعه   توابع   مختلط   پيوسته  بر       ميگيريم با تعريفرا مجموعه   توابع   مختلط   پيوسته  بر       ميگيريم با تعريفXرا مجموعه   توابع   مختلط   پيوسته  بر       ميگيريم با تعريفرا مجموعه   توابع   مختلط   پيوسته  بر       ميگيريم با تعريف

ريX(C(جمع نقطه وار وضرب اسكالر               به يك فضاي برداري جمع نقطه وار وضرب اسكالر               به يك فضاي برداري  بر ي ي ب ر رب و ر و ع ريج بر ي ي ب ر رب و ر و ع ج

..تبديل مي شودتبديل مي شود

در اين فضاي برداري نرمي به صورت زير تعريف مي كنيم  در اين فضاي برداري نرمي به صورت زير تعريف مي كنيم  
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چون كراندار است لذاچون كراندار است لذا

ك ت ك  ان  ن ن  ت تفاده از ا ا ا ك  ت ك  ان  ن ن  ت تفاده از ا ا ا  

f

پس با استفاده از اين نرم مي توان يك متريكپس با استفاده از اين نرم مي توان يك متريك

::به صورت زير تعريف كردبه صورت زير تعريف كرد ر ر ر ز رور ر ر ز ور
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اط     ت ه ا ن كه  اه  اط  ال  خ ت ه ا ن كه  اه  ال  خ حال مي خواهيم ببينيم كه چه ارتباطي بين حال مي خواهيم ببينيم كه چه ارتباطي بين   
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بعFتعريف فرض كنيد      خانواده اي از  توابع مختلط تعريف فرض كنيد      خانواده اي از  توابع مختلط  و ز ي و ي رض بعري و ز ي و ي رض ري
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دنباله مي شوددنباله مي شود
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فصل سوم

توابع با تغيير كراندار



بتوانيد بايد فصل اين مطالعه از :پس ي و ي ب ل ب ين  ز   :پس 

عيك تابع با تغيير كراندار بر يك بازه را تعريف نماييد  .1               

.براي توابع با تغيير كراندار بر يك بازه مثال بزنيد . 2                 

مثالي از يك تابع كه كراندار است ولي با تغيير كراندار نيست ارايه دهيد. 3                 



.تابع تغيير كلي را تعريف نماييد.4 يي ري ر ي يير بع

ثابت كنيد هر تابع با تغيير كراندار به صورت تفاضل دو تابع صعودي است . 5

يك خم طول پذير را تعريف و براي  آن مثال بزنيد . 6



اص كل خ يف  :تعاريف وخواص كلي:تعا

f :را بر بازه           با تغيير كراندار مي ناميم هرگاهتابع:تعريف  b,a
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تند؟ ابع ه ع ت اندا چه ن ابع با تغ ك توابع با تغيير كراندار چه نوع توابعي هستند؟ت

:اولين ويژگي را در قضيه زير مي بينيمهايي دارند؟چه ويژگيو

f  اگرتابع     بر بازه             با تغيير كراندار باشد آنگاه   :قضيه
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:اثبات

با انتخاب افراز               بنا به تعريف با تغيير كرانداري عددي حقيقي 

كه ا انن
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آيا عكس اين مطلب نيز صحيح است؟

: بينيمجواب اين سوال را در مثال زير مي

تابع زير كه به وضوح كراندار است با : مثال 
تغيير كراندارنيست
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كنيمتعريف م تعريف چنين به را :تابع V b,a : تابع   را به         چنين تعريف مي كنيم.تعريف V b,a

   

 


bxax,a

xV fυ

دو صورت به توان مي را كراندار تغيير با تابع هر كه دهيم مي ذيلانًشان

 

  ax

xV


ذيلانشان مي دهيم كه هر تابع با تغيير كراندار را مي توان به صورت دو 

براي اين منظور نشان مي . تابع صعودي و يا تفاضل دو تابع نزولي نوشت

.  دهيم كه توابع    و                    بر         صعودي هستند VfVD  b,a



است)الفقضيه صعودي بر Vتابع b,a .تابع   بر         صعودي است)الف.قضيه

است)ب صعودي بر تابع

V b,a

fVD  b,a .تابع                    بر        صعودي است)ب

است)ج صعودي تابع دو تفاضل كراندار تغيير با تابع هر

fVD b,a

هر تابع با تغيير كراندار تفاضل دو تابع صعودي است )ج



)الف          


 yx
x,a

yaxVyV f
f

f υ
υ

υ       




 y,xy,axVyV ff υυ

)ب          yfxfyaxDyD υ )ب          yfxfy,axDyD  fυ

     ff     yfxfy,x  fυ

طرف راست نامنفي است زيرا به ازاي افراز                ،مقدار           

ا ا ا

 y,xP   P

   yfxfVD    برابراست با                                        يعني    و    صعودي هستند   yfxf VD



به)ج توجه :داري)ب(با :داريم)ب(با توجه به)ج

DVf 

همچنين، با توجه به رابطه . يعني    تفاضل دو تابع صعودي است

ا ا ا ا ل ا ل ا ك ش

   VDf 

.    نتيجه مي شود كه   تفاضل دو تابع نزولي است و برهان تمام است



نيست فرد به منحصر فوق نمايش كه داشت توجه اگربايد مثلاً، φزيرا، زيرا، مثلا، اگر    .بايد توجه داشت كه نمايش فوق منحصر به فرد نيست

يك تابع صعودي دلخواهي باشد،آن گاه 
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   φφ  DVf

fنمايش ديگري براي تابع با تغيير كراندار     به صورت تفاضل دو تابع 

صعودي است  



به . مجموعه نقاط نا پيوستگي   و    در         يكسان است. قضيه fV b,a

fbxaعبارت ديگر،اگر   در نقطه                    پيوسته باشد، آن گاه      V
.نيز چنين است و بعكس

fb .  فرض كنيد تابع   در نقطه                    پيوسته است. برهان

پس
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فصل چهار

ا   ا  ا  دنباله ها وسريهاي توابع  ال 



:پس از مطالعه اين فصل بايد بتوانيد ي و ب ي ب ل ين ز پس

. دنباله وسري تابعي را تعريف و براي  آنها مثال بزنيد.1                     

. همگرايي نقطه وار يك دنباله از توابع را تعريف كنيد.2                     

همگرايي يكنواخت يك دنباله از توابع را تعريف كنيد و فرق آن با . 3                      

.همگرايي نقطه وار را بيان كنيد                                              



. شرط كوشي براي همگرايي يكنواخت يك دنباله تابعي را بيان واثبات كنيد. 4

.رابطه همگرايي يكنواخت و پيوستگي را بيان و اثبات كنيد . 5

.رابطه همگرايي يكنواخت و انتگرال پذيري را بيان و اثبات كنيد . 6

رابطه همگرايي يكنواخت و مشتق را بيان و اثبات كنيد . 7



.مفاهيم مربوط به دنباله تابعي را به سري تابعي تعميم دهيد . 8

.قضيه تقريب وايراشتراس را بيان و اثبات كنبد. 9

كرانداري نقطه وار يك دنباله بر يك مجموعه را بيان كنيد .10

گ .همپيوستگي خانواده اي از توابع راتعريف  كنيد.11



رابطه بين همپيوستگي و فشردگي را بيان واثبات كنيد . 12

.قضيه استون وايراشتراس را بيان و اثبات كنيد . 13
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دراين صورت مي توانيم تابع    راباضابطه .همگرا باشد                    
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.دراين صورت گوييم دنباله         به طور نقطه وار به تابع     همگراست. تعريف كنيم  fnf



 f 1 گ)الفال ظ ط ا ا ا xfال n  f n 1. .دنباله       را بر       باضابطه                در نظر مي گيريم )الف.مثال

آن واگ گاه آن اگ كه است واضح

  xf xn 
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 f  پذيراست مشتق حتيوياپيوسته     هرجملهكهكنيمميملاحظه

نكهدرحال تچن الهجملاتازتعدادينمودارن رافوقدن
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f   را فوق دنباله جملاتازتعدادينمودار.نيستچنين    كهدرحالي
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ا د ا گذشته ثال گ ثال ا ه داخت ال كه كتا د آن آنها به پرداختن مجال كه كتاب ديگر ومثالهاي گذشته مثالهاي در

ت ن  ن اي كه ب گ ا ا نقطه ه  مانند مهمي خواص وار نقطه همگرايي كه بينيم مي نيست انند ه خ

 به را كرانداري حتي و پذيري انتگرال ـ پذيري مشتق ـ پيوستگي

. كند نمي منتقل دنباله حد

. نمايد منتقل را خواصي چنين بتواند كه هستيم شرايطي دنبال
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Rملاحظه مي شود كه هر          بر      پيوسته است در حالي كه      در ملاحظه مي شود كه هر          بر      پيوسته است در حالي كه      در  ff ملاحظه مي شود كه هر          بر      پيوسته است در حالي كه      در ملاحظه مي شود كه هر          بر      پيوسته است در حالي كه      در

..نقاط                    و                                نا پيوسته استنقاط                    و                                نا پيوسته است
R f nf

1x1x

كرانداري وپيوستگي بوسيله همگرايي نقطه واركرانداري وپيوستگي بوسيله همگرايي نقطه وار– – مشتق پذيري مشتق پذيري : : نتيجهنتيجه

قل ن شقل ن ش   ..منتقل نمي شودمنتقل نمي شود  



اخت يكن اختهمگراي يكن همگرايي يكنواختهمگرايي يكنواختهمگراي

الفف ا قط ك الف ا قط ك ف فرض كنيد       حد نقطه وار دنباله    فرض كنيد       حد نقطه وار دنباله    ::تعريفتعريف
باشدگوييم دنباله       بر     به طور باشدگوييم دنباله       بر     به طور                 
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 f n f nEور ر وروييم ر وييم
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همگراست در صورتي كه داشته باشيم همگراست در صورتي كه داشته باشيم 
  f )x(f)x(nEx,Nn(xnN

در اين صورت مي نويسيم در اين صورت مي نويسيم 
f f
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چه تفاوتي بين دو تعريف  همگرايي نقطه وار و يكنواخت چه تفاوتي بين دو تعريف  همگرايي نقطه وار و يكنواخت 
د؟ د دا د؟ج د دا وجود دارد؟وجود دارد؟ج

Nxدر همگرايي يكنواخت     مستقل از    استدر همگرايي يكنواخت     مستقل از    است ز ل و ي يي ر زر ل و ي يي ر ر

در صورتي كه در همگرايي نقطه وار     وابسته در صورتي كه در همگرايي نقطه وار     وابسته   

x

N

..به     مي باشدبه     مي باشد x



ريملاحظه مي كنيم كه يك تفاوت اساسي در تعريفملاحظه مي كنيم كه يك تفاوت اساسي در تعريف ر ي و ي يم ريي ر ي و ي يم ي

::در اثر اين تفاوت انتظار داريم كهدر اثر اين تفاوت انتظار داريم كه. . بوجود آمد بوجود آمد   

..اگر تمام جملات پيوسته باشند حد نيز پيوسته باشداگر تمام جملات پيوسته باشند حد نيز پيوسته باشد

..اگر تمام جملات مشتق پذير باشند حد نيز چنين باشداگر تمام جملات مشتق پذير باشند حد نيز چنين باشد

..اگر تمام جملات كراندار باشند حد نيز كراندار باشداگر تمام جملات كراندار باشند حد نيز كراندار باشد
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fدر حالتيكه تمام       ها و در نتيجه      حقيقي باشنداز  در حالتيكه تمام       ها و در نتيجه      حقيقي باشنداز   nf  در حالتيكه تمام       ها و در نتيجه      حقيقي باشنداز  در حالتيكه تمام       ها و در نتيجه      حقيقي باشنداز

تعريف همگرايي يكنواخت چنين نتيجه مي شود كه تعريف همگرايي يكنواخت چنين نتيجه مي شود كه 
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يعني از مر تبه اي به بعد نمودار تمام       ها بين يعني از مر تبه اي به بعد نمودار تمام       ها بين 

دو نمودار                        و                       واقع م شونددو نمودار                        و                       واقع م شوند

f n

 )x(fy )x(fyدو نمودار                        و                       واقع مي شونددو نمودار                        و                       واقع مي شوند..

::به نمودار اسلايد بعد توجه كنيدبه نمودار اسلايد بعد توجه كنيد
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قضيه زير شرط لازم وكافي براي همگرايي يكنواختقضيه زير شرط لازم وكافي براي همگرايي يكنواخت

را     بيان ميكندرا     بيان ميكند                

f fnE f fnE

0 )x(f)x(supn f n )()(p



از آناليز رياضي يك به ياد داريم كه شرط كوشي از آناليز رياضي يك به ياد داريم كه شرط كوشي از آناليز رياض يك به ياد داريم كه شرط كوش از آناليز رياض يك به ياد داريم كه شرط كوش 

در مورد در مورد . . براي دنباله ها معادل با همگرايي بودبراي دنباله ها معادل با همگرايي بود

دنباله توابع نيز شرطي مشابه آن به نامدنباله توابع نيز شرطي مشابه آن به نام

شرط همگرايي يكنواخت كوشيشرط همگرايي يكنواخت كوشي        
..وجود دارد كه معادل با همگرايي يكنواخت استوجود دارد كه معادل با همگرايي يكنواخت است  



))شرط همگرايي يكنواخت كوشي شرط همگرايي يكنواخت كوشي ( ( قضيهقضيه

شرط لازم وكافي براي آنكه           بر      شرط لازم وكافي براي آنكه           بر      

آ آش ش
 f nE

به طور يكنواخت همگرا باشد آن است كه    به طور يكنواخت همگرا باشد آن است كه    

 )()(EN(N   )x()x(Ex,Nn,m(x,n,mN ff nm



همپيوستگيهمپيوستگي

 f n
Eگوييم دنباله        بر     به طور نقطه واركرانداراست :تعريف

Xاگربه ازاي هر       تابعي حقيقي مقدارنامنفي مانند           x

.باشدبه طوري كه به ازاي هرعددطبيعي     داشته باشيم n

  ),,n,Ex(x)x(f n 21



ف   فت اندا::ت اخت ك كن ه ط اله               انداگ دن اخت ك كن ه ط اله               گ دن E گوييم دنباله         بر     به طوريكنواخت كراندارگوييم دنباله         بر     به طوريكنواخت كراندار::تعريفتعريف   f nE

است اگر عددي مثبت مانند        موجودباشدبه طوركهاست اگر عددي مثبت مانند        موجودباشدبه طوركه    

اش     عددط    داشته  ه اشه ازا ه                   عددط    داشته  ه : : ه ازا ه                  

M

EX : : به ازاي هر                  وهرعددطبيعي    داشته باشيمبه ازاي هر                  وهرعددطبيعي    داشته باشيم     EX n

     ,,n,ExM)x(fn 21

    



ش پذي         ::قضيهقضيه اله             ب مجموعه شما د دن ض كن ش پذي         ف اله             ب مجموعه شما د دن ض كن ف fE فرض كنيد دنباله             بر مجموعه شمارش پذير         فرض كنيد دنباله             بر مجموعه شمارش پذير         ::قضيهقضيه f nE
 f به طور نقطه وار كراندار باشد آنگاه زير دنباله اي ما نندبه طور نقطه وار كراندار باشد آنگاه زير دنباله اي ما نند f nk

Eوجود دارد كه بر          همگراستوجود دارد كه بر          همگراست                                                                      



X)X(Cفرض كنيد        يك فضاي متريك فشرده باشد            فرض كنيد        يك فضاي متريك فشرده باشد            ::تعريف تعريف  فرض كنيد        يك فضاي متريك فشرده باشد            فرض كنيد        يك فضاي متريك فشرده باشد            ::تعريف تعريف 

را مجموعه   توابع   مختلط   پيوسته  بر       ميگيريم با تعريفرا مجموعه   توابع   مختلط   پيوسته  بر       ميگيريم با تعريفXرا مجموعه   توابع   مختلط   پيوسته  بر       ميگيريم با تعريفرا مجموعه   توابع   مختلط   پيوسته  بر       ميگيريم با تعريف

ريX(C(جمع نقطه وار وضرب اسكالر               به يك فضاي برداري جمع نقطه وار وضرب اسكالر               به يك فضاي برداري  بر ي ي ب ر رب و ر و ع ريج بر ي ي ب ر رب و ر و ع ج

..تبديل مي شودتبديل مي شود

در اين فضاي برداري نرمي به صورت زير تعريف مي كنيم  در اين فضاي برداري نرمي به صورت زير تعريف مي كنيم  

    



)x(fsupf  )x(fsupf
Xx



چون كراندار است لذاچون كراندار است لذا

ك ت ك  ان  ن ن  ت تفاده از ا ا ا ك  ت ك  ان  ن ن  ت تفاده از ا ا ا  

f

پس با استفاده از اين نرم مي توان يك متريكپس با استفاده از اين نرم مي توان يك متريك

::به صورت زير تعريف كردبه صورت زير تعريف كرد ر ر ر ز رور ر ر ز ور

))X(Cg,f(gf)g,f(d 

. . بدين ترتيب             يك فضاي متريك استبدين ترتيب             يك فضاي متريك است )X(C



اط     ت ه ا ن كه  اه  اط  ال  خ ت ه ا ن كه  اه  ال  خ حال مي خواهيم ببينيم كه چه ارتباطي بين حال مي خواهيم ببينيم كه چه ارتباطي بين   
X(C(همگرايي يكنواخت يك دنباله از توابع و نرم  همگرايي يكنواخت يك دنباله از توابع و نرم  

وجود دارد؟وجود دارد؟

دنباله        به طور يكنواخت به    همگراست دنباله        به طور يكنواخت به    همگراست ::قضيهقضيه f nf ريي ب و ي ور ب رب ب و ي ور ب ب

اگروفقط اگر             در  اگروفقط اگر             در  

 f n

f fn)X(C



بعFتعريف فرض كنيد      خانواده اي از  توابع مختلط تعريف فرض كنيد      خانواده اي از  توابع مختلط  و ز ي و ي رض بعري و ز ي و ي رض ري
گوييم گوييم ..بر مجموعه     در فضاي متريك          باشدبر مجموعه     در فضاي متريك          باشد

ت كه                 ت د  ته ا ت كهه ت د  ته ا ::ه
E)d,M(

F                همپيوسته است در صورتي كههمپيوسته است در صورتي كه::

))(f)(f)(dFf(f 

F

))y(f)x(f)y,x(d,Ff(f,y,x  



فصل پنجم

ا ا خ ا   ا  سري هاي تواني و توابع خواص 



پس از مطالعه اين فصل با يد بتوانيد

.يك سري تواني را تعريف كنيد.1                      

شعاع همگرايي يك سري تواني را تعريف و روابط مربوط به آن. 2                       

.را بيان كنيد                                               

شعاع همگرايي يك سري تواني را بيان كنيد. 3                        

  



.تابع نمايي را تعريف و خواص آنرا بيان كنيد. 4

توابع مثلثاتي را بر حسب سري تواني تعريف و خواص آن را اثبات نماييد. 5



به شكل  ) سري تواني حقيقي(يك سري تواني: تعريف

)1 (


0n
xnc x

يا به طوركلي به صورت 
 0n

)2      ( 
n

0n
axnc




يك متغيرحقيقي و          ها   xيك عددحقيقي aتعريف مي شودكه درآن 
0n 

cn

.                                                                              اعداد حقيقي هستند 



اگرعددي مثبت مانند     موجود باشد به طوري كه به ازاي هرعدد 

گ  RR

R

همگرا باشد در اين صورت مي  )1(دربازه            سريحقيقي

:ن

 R,R x

:نويسيم

   


   R,Rxxf
n

xnc n  
0



ط)(لگ ط ل fحول نقطه صفربسط داده شده )1(به وسيله سري توانيوگوييم

حالتاست تابع)2(د ي تگ ص به

f

f به صورتگوييم تابع)2(در حالت.است f

 


   



0n

axnc nxf

.بسط داده شده است حول نقطه a



R بايد . مي ناميم )2( ويا )1( تواني سري همگرايي شعاع را    عددحقيقي :تعريف

0R سري صورت اين در          كه حالتي در .باشد      تواند مي كه داشت توجه  R

a همگراست    در فقط )2( سري و صفر در فقط )1(






c n فرض كنيد                      يك سري تواني باشد و.قضيه
0n

xnc n

)3(
n nclim

1R 
n

n
clim



Rxاگر               آن گاه                         به طور مطلق همگراست            )الف 


 0n
xnc n

 0n




Rxاگر                آنگاه                             واگراست)ب 



 0n
xnc n

R0اگر                  آنگاه                              بربازه                                 )ج 


0
xnc n

.               به طور يكنواخت همگرا است                                          

 0n

   R,Rر و ي ور ب



   


fR  اگر                                                                     آن گاه    



0n

xnc nxfRx

)5(
      cf knxn

0
k 1kn2n1nnx  


  Rx 

0n
 

    cf 210kkk !k0  ) 6(به وي     ژه

kffآ

    cf ,2,1,0kk!k0 

 f k 0 است                           fومنظوراز         همانfامkكه درآن منظوراز          مشتق  f k f 0




.شعاع همگرايي سري                       را بيابيد)الف 

 0n
nx

1Rچون همواره             پس.حل  c 1n




.  شعاع همگرايي سري                رابيابيد)ب 



1n
nnx

1nnميدانيم كه                  پس  .حل 1R 




اگر. فرض كنيد                همگرا باشد). آبل(قضيه 

0n
nc


)1( 1x1)x(f xc n

0n
n  





آن گاه 




li )x(f )2(



0n

n
1x

clim )x(f



باشد  درنقطه       دربازه          داراي مشتقات تامرتبه     فرض كنيد. قضيه

گ آ

X )b,a(

  xRli )()b(

fn

آنگاه تابعي مانند          بر          موجوداست به طوري كه                                   

و

  





xRlim
xx

)x(R)b,a(

و

)1  (       n0
k

0
1n

0k
0

k
xxxRxx

!k
xxf f  



 )(0k !k

    ,,,nb,ax 21   ,,,,



آن گاه .فرض كنيد                              همگرا باشد. قضيه 






 1j
ij

1i
a

)1( 
 





ijij aa
  1 111 j i

j
j

j
i



ا xaك nn


xb n


)RR(A  فرض كنيد سري هاي                 و                بر                             .قضيه

اش ا گ

xa
0n

n


xb
0n

n


)R,R(A 

همگرا باشد و

 







  








xbxa n

n
n

n

n
n,AxxE

00



گ آ ط ك Aگ E اگر    در       داراي حداقل يك نقطه اجتماع باشد آن گاهA E

  xbxaba n
0n

nn
0n

n,3,2,1nnn , 


  
0n0n 



ECتابع نماي     رابرصفحه مختلط     را باضابطه.تعريف بري ب ر بر ر ي بع

  



n

!
zE z

تعريف مي كنيم باتوجه به اينكه شعاع همگرايي اين سري را برابر       است  

 
0n !n

 ن ي ع م ي

پس بر تمام صفحه مختلط تعريف شده است  



eeآ در واقع     نه تنها اصم .نشان داديم كه     عددي است اصم1در آناليز ee

است بلكه غيرجبري هم است يعني ريشه  هيچ معادله اي با ضرايب گويا 

.نيست



رابطه بنابه گاه باشد،آن منف عددحقيق يك :داريم)9(و)2(اگر xداريم)9(و)2(اگر     يك عددحقيقي منفي باشد،آن گاه بنابه رابطه:

xe)x(E)x(E)x(E)0(E1 

لهذا،

e)()()()0(

ex)x(E  ه

به ازاي   هاي منفي هم برقراراست ازاين رو،به ازاي هر        ،)9(يعني رابطه

)(

xRx ب ر ي ري ي ز ب رو ين ز ر ر بر م ي ي ي ز ب

xe)x(Eداريم  ريم



اف ش ف اك الگاا L .مي ناميم لگاريتمتابع     راكه به صورت زيرتعريف مي شود تابع.تعريف L


y dt)(L   0 t)y(L
1

   ,0y

.   تعريف فوق نشان ميدهدكه     بر        منفي و بر         مثبت است و               L 1,  01 L  ,1



دلخواهقضيه مثبت عدد درآن كه گاه ،آن xاگر  1' xx    اگر          ،آن گاه                            كه درآن     عدد مثبت دلخواه .قضيه

.وناصفر است

  xx 

:و قضيه مشتق تركيب توابع داريم 2.2.5، قضيه )13(بنابه رابطه.برهان

     xLE ''
X αα      

     xLExL '' αα



  xLE
X




1x
X

X   
X



يم گ م نظ در را زي :تصاعدهندسي زيررا در نظر مي گيريم:تصاعدهندس

     111
11

11
2 




 x
nn

nn )1(     1
1

11 2 


 x
x

xxx n

:وقتي كه             ،خواهيم داشت)1(ازحدگيري از طرفين n

1
)2( 1

1

1
1 32 


 x

x
xxx 



بازه ،در كه طوري به باشد دلخواه مثبت عدد يك α1aاگر a,a                    اگر    يك عدد مثبت دلخواه باشد به طوري كه          ،در بازه

سري:داريم پس همگراست سري چون ، لهذا

 a,a

nn ax  ax 


na لهذا                 ، چون سري           همگراست پس سري :             داريم

بر بازه                 به طور يكنواخت همگراست و در نتيجه از سري فوق مي 2


0n

 a,aي وق ري ز يج ر و ر و ي ور ب ز ب بر

توان جمله به جمله انتگرال گرفت، يعني

 

ي ي ر ر ج ب ج و



     


a a a a dxxdxdxxx
x

dx
0 0 0 0

21
1




2

2aa
2



scتوابع    و     را به ترتيب توابع سينوس و كسينوس مي ناميم و چنين  .تعريف ينري چ و يم ي وس ي و وس ي بع و يب ر ب ر و بع و

:تعريف مي كنيم

)1  (

           ixEixExC,ixEixExS 



   

22
xC,

i
xS



عادي كسينوس و سينوس توابع همان و توابع كه دهيم م نشان درواقع، نشان مي دهيم كه توابع    و     همان توابع سينوس و كسينوس عادي  scدرواقع،

داريم)1(از رابطه.هستند
     

sc

     

     ixEixExiS

ixEixExC





2

2

از جمع دو رابطه اخير خواهيم داشت

     ixEixExiS2

     xiSxCixE 



عددي حقيقي و مثبت مانند وجود دارد به طوري كه. قضيه  xC



در مثلثات مقدماتي با اين عدد  .عدد     را مساوي      تعريف مي كنيم.تعريف πα2 يمري ي ري وي ينر ب ي ر

اصم بودن         . عدد      نه تنها اصم است بلكه متعالي هم است. آشنا شده ايد ππ
πرا ضمن مثالها ثابت كرده ايم ولي اثبات متعالي بودن     از حوصله اين درس 

.خارج است



د كن ت xsinxxcosx':ثا 



 0

π xsinxxcosx: ثابت كنيد 

2

0

  i :تابع                                         را تعريف مي كنيم ،داريم.حل     xsinxxcosx φ

   













2
00
πφ ,xxcosxxcosxxsinxsinx'

φاز اين رو،     در اين بازه صعودي است و    10  φφ x



ك   اخ  ك ا   گ ك   قض  نشا   ك  اخ  ك ا   گ در قضيه زير نشان مي دهيم كه همگرايي  يكنواخت يك  در قضيه زير نشان مي دهيم كه همگرايي  يكنواخت يك   قض  نشا   ك 

گ  ث  ا ك فضا فش  ا   ال ا ت گ ن ث  ا ك فضا فش  ا   ال ا ت دنباله از توابع در يك فضاي فشرده باعث همپيوستگي دنباله از توابع در يك فضاي فشرده باعث همپيوستگي ن

دنباله مي شوددنباله مي شود

Xfاگر   يك فضاي متريك فشرده باشد و     اگر   يك فضاي متريك فشرده باشد و     ::قضيهقضيه )X(Cn

..آنگاه          همپيوسته استآنگاه          همپيوسته است                                         f fn f n ..آنگاه          همپيوسته استآنگاه          همپيوسته است                                         f fn f n



فصل ششم

ف سريهاي فوريها



سري.قضيه گاه)1(اگر آن ، باشد همگرا يكنواخت طور به ري.ي ن )1(ر  ر ب   و  ور ي ب 

  π xdxfa 1  

 



π

ππ xdxfa

1



  π

ππ xdxncosxfan
1

  π dxxnsinxfbn
1  ππ fn



تابع)1(سريتعريف فوريه سري فوريهووfرا ضرايب را ab را ضرايب فوريه وو  fرا سري فوريه تابع)1(سري.تعريف

.مي ناميم fتابع

nanb

اگر سريه فوريه. قضيه 

 





12
1

n
nn nxsinBxncosAA

)  7(همگرا باشد آن گاه در بازه           به طور يكنواخت به        

1n

 π2, xf

.سري فوريه تابع     است  f



پيوسته باشد  در اگر توابع انتگرال پذير   و. قضيه

   f

fgc

fg .متفاوت هستند  ، آن گاه سريهاي فوريه   و و                       cgcf fg



آفگ گ ط طوريكنواخت همگرا باشد ، آن بهfپيوسته و سري فوريه fاگر.نتيجه

نقط ا )fگا ا( استf(x)گاه مجموع اين سري در هر نقطه

همگرباشد ،در اين  gبه تابع ديگري مانند  fاگر سري فوريه .برهان

f gfنيز است پس        gاين سري ،سري فوريه 4.1.6صورتبنابه قضيه  



كنيد)لبگريمان(قضيه است،بربازهfفرض ريمان پذير انتگرل  b,a انتگرل پذير ريمان است، بربازه      fفرض كنيد).لبگ-ريمان(قضيه

آن گاه 

 b,a

  


b
a

t
dxtxcosxflim 

  b
a dxtxsinxflim 

t



قبلاتعريف كه طوري جملهبه چند يك را زير جملهاي چند كرديم اشاره اشاره كرديم چند جمله اي زير را يك چند جمله به طوري كه قبلا.تعريف

.اي مثلثاتي مي ناميم 

    
N

NN nxsinbnxcosaax;fSS 





 

N
inxec   




n
nnNN nxsinbnxcosax;fSS

12 

 Nn

nec

nanbnanbكه در آن    ها و    ها اعدادي مختلط هستند حال اگر    و    ضريب 

فوريه   در بازه            باشد، آن گاه     را ميتوان به صورت مناسب  ππ,NS



N
     





N

1n
sinsincoscosπ

ππ dtnxnttfnxnttfaSN 1
2


   dtxtncostfa N


1 π    dtxtncostf

n






12 ππ

     





  π

ππ
dttfxtcos

N

2

11

 ππ n 12



ناميم.تعريف مي ديريكله هسته را زير ضابطه با دنباله D يم .ري ي  يري  ب زير ر   ب              ب  ND

  
N

N ntcostD 1

با توجه به تعريف كسينوس مي توان              را محاسبه كرد  tD

  



n

N ntcostD
12

ر ر ي ي ري ج tDN



به.قضيه باشد و مانند مثبتي اعداد مفروض ازاي به δMاگر x ي      و       ب ب .ي ب روض   ي      ز ر ب 

tδtطور ي كه به ازاي هر   اگر              ، آن گاه 

    tMxftxf 

در اين صورت 

   ff

   xfx;fSN
N
lim 

N 



11111مي دانيم كه سري  ي م ي

nSnدر واقع، اگر       مجموع     جمله اول اين سري باشد ، آن گاه . واگراست

1 فردnاگر








1
nS

فرد nاگر
باشد 
زوج  nاگر 
باشد

برابر است با  اما ميانگين       nS
باشد



SSS n
 21σ

، نتيجه در

nn σ

در نتيجه ،






 11













 

1

1
1

2

1

n
nσ

فرد باشد  nاگر 


 2

1
زوج باشد  nاگر 



ف دت كن ض aaaSف  nnفرض كنيد                                             و.تعريف aaaS  21

SSS  

n
SSS n

n


 21σ

در اين صورت گوييم           ،               ميانگين       است و اگر                nσ 1,CnSAn σ


گوييم               ،                   جمع پذير به       است 
1n

na 1,CA



ف الهت دن د كن ض هnف ف ك ل ا له  S جمله اول يك سري فوريه nفرض كنيد            دنباله مجموع.تعريف

الهاشد دن ت ن ا كند ف ت ن ن :ا

 nS

 σ :را چنين تعريف مي كنيم در اين صورت دنباله  .باشد  nσ

     xSxSxS        
x

xSxSxSx n
n

11 


σ

توجه كنيد كه در اين حالت جمله اول صفر است 



گ ط  φ b فرض كنيد            دنباله اي از توابع مختلط انتگرال پذير بر .تعريف

ك ط اش ا

 nφ b,a

بازه           باشد به طوري كه

     

 


mn

dxxxb 
φφ    

 
 

 mn
dxxx

a mn 1
φφ

در اين صورت                       يك دستگاه يكا متعامد مي ناميم  nφΦ 



خانواده)الف و)

 xsinxcosxsinxcos 221







 ,xsin,xcos,xsin,xcos,T

πππππ
2

2

2

2

1

. يك خانواده يكا متعامد در بازه                   است  ππ,



لژاند) ا ت اد خان گ د ثال ان ن ه LLLL به عنوان مثال ديگر ، خانواده توابع لژاندر                                       )ب

آن د كه گ نظ د ا

  ,L,L,LL 21

را در نظر مي گيريم كه در آن

     dn n
n112 2     ,,n,xx

dx
d

!n
.nxL n

nnn 21111
2

1

2

12 2 




.يك خانواده يكا متعامد بر بازه               است   11,
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