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به ازاي افراز                     مقدار          1–باتوجه به قضيه ب :تذكر baP ,0 

عه مجم براي پائي كران يك )( fPL                                                   يك  كران  پائين  براي  مجموعه ),,(
0

fPL

       است بالنتيجه                                            
    

  baPpfPU ,:),( ,0 ),,(inf 0 fPU
p

) .عدد حقيقي است(وجود دارد و )ي(و



),,(بهمين ترتيب                           كران بالا براي مجموعه                  0 fPU

مي باشد و اين نشاندهنده آن                                                  bappfPL ,:),,( 

است كه                                     نيز وجود دارد  بعبارت ديگر 
b

dxxf )(
a__

.مقدار حقيقي است



:                                          .همواره داريم:نتيجه1.2 
bb

fdfd
__

 ريميج ر و
aa

ff
__

PQ][ b PQبراي افرازهاي                 از بازه                  1بنا به قضيه:ثبات ,],[ ba

Lداريم                                          اگر سوپريموم روي             ),,(),,(  fQUfpL 

),,(),,(بگيريم داريم  fQUfdfpL
b

  م م

از اگ شاك ثا ك گ ف ا

),,(),,(
__

fQffp
a


U             اينفيموم بگيريم حكم ثابت مي شود,و اكنون اگر از   U



1 زي:ثال1 ضابطه با بازه ب تابع fاگ 10 اگر تابع       بر بازه                 با ضابطه زير :مثال1.1

است شده .تعريف

f 1,0

.تعريف شده است


 Qx

f
1

)(  
 


Qx

xf
0

)(

صعودي و دلخواهي بر             باشد و اگر ”و       تابع اكيدا  1,0P

افراز دلخواه از                 در نظر بگيريم در اين صورت 1,0



هم عدد حقيقي اصم وجود دارد                      در بازه جزء  ii xx ,1م م

1)(0)( fMfm )(0,)(1: وهم عدد حقيقي گويا بالنتيجه  fMfm ii

:بنابراين 

   
  

  n

n

i

n

i

n

i
iiiui xxxxfMfPU

1 1 1
1 )0()1()()()()()(),,( 

  
n n

fmfPL 00)()(   
 


i i

iii fmfPL
1 1

00)(),,( 



:بالنتيجه
 0sup),,(sup

1

  fpLfd  p),,(p

1

0__


pp
fpf

  )0()1(inf),,(inf
1__

0

  pp
fpUfd

ا اك ك ا ا الا ثال ك ط ا ”ه

)0()1(  

صعودي ”همانطوريكه در مثال بالا مي بينيم با توجه به اينكه         اكيدا 

است پس                                     بالنتيجه 
1__

0

1

0

 fdfd 0)0()1( a
00__



bb

براي      كراندار و        (چنانچه                                     :تعريف 1.7  
b

a

b

a

fdfd
__

__

f

تا)دي ئ گ ر ا در ]10[ f در اين صورت مي گوئيم تابع      بر      ) صعودي بر                      ]1,0[ f

نسبت به         مي باشد ) استيلتيس–ريمان(انتگرالپذير             ba,

Rf)(ومي نويسيم          



مقدار انتگرال را با                       نمايش مي دهيم و قرار ميدهيم 
b

a
fd 

 
bbb

fdfdfd 
__

 
a ab

aaa __

طبق قرارداد  
a

b

a

a

b

a
fdfdfd 0, 

پس1درمثال كه Rf)(ديديم   
1__1

 fdfd Rf)(  ديديم كه                                      پس1درمثال   
00__

 fdfd



xxRfاگر                                             آنگاه براي سادگي :تعريف1.8  )(,)( 

ئ گ و درfن ت ا ا ر ذ ال انتگ Rf  مي نويسيم               و مي گوئيمf انتگرال پذير ريمان است در Rf 

.اين حالت            را به           نمايش مي دهيم iixيم ي يش ب ر iين



تعريف شده باشد  بر بازه            اگر:مثال 102  1,0 xxf )(

ك Rfا  . بر           ثابت كنيد
             

Rf  1,0

فرض كنيد                                      افزاري از              : حل  





 

 1,1,...2,1,0
n

n
nn

Pn 1,0

n:باشد دراين صورت 
iM

n
iM

n
x iii 


 ,1,1



پس   





n n n

in
nnniifMfpU 22 2

1
2

)1(11.)(),( 

  

  
  

n n n

i i i
in

ni

nnnnn
ffp

1 1
2

1
2

1111

22
)(),(

  
  


i ni i

iin n
ni

nnn
ifmfPL

1 1
2 2

1)1(11.1)(),( 

در نتيجه
 

 


 1

0

1

0 2
1

2
1 nxdxxdxn

1

 0_ 0 22 nn

nكه وقتي                جدول حد دو طرف برابر با      است پس
2
1

1
  



1

0

1

0_

1

0 2
1xdxxdxxdx



Rf)(                 يك شرط براي آزمايش اينكه آيا                ؟ 

fبا شرط ريمان مي توان تشخيص دهيم كه         تابع نسبت  .
به

f

ب
 ba,

تابعي مانند         بر            انتگرالپذير  مي باشد يا خير؟  

. با يك قضيه اين شرط بيان مي گردد



Rf)(شرط لازم و كافي براي آنكه) : شرط ريمان( :قضيه1.2 

:آن است كه 

)),,(),,((    fPLfPUPPPP

.مثبت دلخواه باشد    و                  فرض كنيم  ) لزوم: (اثبات )(Rf 



PPبه خاصيت مشخصه سوپريموم و اينفيموم  افرازهای            با توجه    ,

 bb

 ),,(:وجود دارد که
2

,
2

),,(  fpLfdfdfpU
aa

 

PPPاگر                          داريم م PPPر 

  ),,(),,(),,(),,( fpLfpUfpLfpU



.در اين صورت لزوم برقرار مي گردد كه

ا( ا)ك ا ا ا ا ا ط اگ :اگر شرط ريمان برقرار باشد بازاي هر            داريم).كفايت( 0

 
b

a

b

a

fdfQLfpUfd
__

__

),,(),,( 

 
دهد مي نتيجه كه 

bb

fdfd
__

 كه نتيجه مي دهد
aa

ff
__

  .با توجه به                                        تساوي برقرار ميگردد 
b

a

b

a

fdfd
__

__





بر بازه كراندار باشد آنگاه       اگر: لم1.1 f

 ffM )()( iiii xyxxyfxfmM   ,:)()(sup 1

براي اثبات اين لم اولا از خاصيت سوپريموم و اينفيموم استفاده نماييم  

انگاه داريم :                                 ثانيا از رابطه زيركه اگر ii xyxx  ,1

ii Myfxfm  )(),(



صعودي اگر      بر بازه              پيوسته و  : قضيه 1.3  ],[ ba f

بر آنگاه Rf)(باشد ][ ba               باشد آنگاه                    بر. )(Rf ],[ ba

اگر      ثابت باشد حكم بديهي است در غير اينصورت با : اثبات

],[fتوجه به اينكه         بر بازه فشرده                 پيوسته است پس   ba f][

 پيوسته يكنواخت است بنابراين



رابطه زير را داريم

)
)]()([2

)()((,
aaba

vfufvuvu 


)]()([2 aaba 

pPحال اگر افراز        طوري در نظر بگيريم بطوريكه                        

و رابطه فوق نتيجه مي گيريم  1با توجه به لم 



mM 


)]()([2 aaba
mM Ii 



iبا ضرب طرفين در            و جمع آنها و روابط فوق نتيجه 

حاصل مي شود  ),,(),,( fpLfpU و ي ),,(),,(ل fpfp

Rf)(   كه نشان دهنده شرط ريمان است پس 



1 يف9 واگ:تع اندار ك بتابع دي صع تابع  f تابعي صعودي بر                 تابعي كراندار و         اگر:تعريف1.9  f

باشد و          افرازي از                 باشد و همچنين                            ba,P ba,

آنگاه تعريف مي كنيم                           RRR xxt ,1م

 
n

RRtffpS )(),,( 

آ





i

RRtffpS
1

)(),,( 

و آنرا مجموع ريمان نسبت به مي خوانيم



],[Pبازاي هر افراز           از             داريم: قضيه1.4 ba

),,(),,(),,(  fpUfpSfpL 

 
بازاي:اثبات اينكه به توجه Mxfmبا  )(][ xxx با توجه به اينكه                                   بازاي:اثبات

آوريم م بدست آنها وجمع در طرفين ضرب :با

ii Mxfm  )(],[ 1 ii xxx 

با ضرب طرفين در          وجمع آنها بدست مي آوريم   : i

nnn

ا ك ا ه كه




i

ii
i

i
i

ii Mxfm
111

)( 

. كه همان حكم است



   اگر       بر            صعودي و           بر               :قضيه1.5 ba, ba, f

.پيوسته و صعودي باشد آنگاه                        )(Rf 

Pfبازاي هر افراز         نظر به صعودي بودن:خلاصه اثبات

.پس                            )(,)( 1 iiii xfmxfM

iii xfxffpLfpU    )}()({),,(),,( 1



],[چون       بر بازه فشرده           پيوسته يكنواخت است بنابراين ba

  )()((, vuvuvu

PPاگر افراز     طوري باشد كه             در اين صورت                           i ور ين ر ب وري رز ر

پس
)()()( MfLfU

n



Pi

)}()({)()({

)(),,(),,(
1

fbfff

mMfpLfpU

n

ii
i

i 








)}()({)()({
1

1 afbfxfxf
i

ii 


 

)(Rf                         يعني. )(Rf 



يك شرط براي         و         در نظر مي گيريم كه 6در قضيه  f

)(Rf 

بازه:قضيه1.6 از نقطه در و توابع اگر f0x][ ba اگر توابع         و         در نقطه        از بازه             :قضيه1.6 f0],[ ba

ناپيوسته باشند آنگاه)يا هر دو از چپ(هر دو از راست

)(Rf  )(Rf 



توابع:اثبات داريمدرچون تعريف به بنا هستند :ناپيوسته f0x :ناپيوسته هستند بنا به تعريف داريمدر      چون توابع:اثبات

10001 )()(&[   xfxfxxxx

f,0

10001

)()(&[

)()([

  xyxyxy

ff

آ

20002 )()(&[   xyxyxy

P Pافرازي باشد كه در آن   اگر         فرض كنيد yx 

xxk  در اينصورت                    و   yxk 1

.



)(),,(),,(    iii mMfpLfpU

21111 )(    kkk mM

Rf)(پس شرط كوشي برقرار  نيست     و 



0xدر قضيه زير ملاحظه مي كنيم كه اگر     از چپ در نقطه                 f

 b                   و          از راست در نقطه           از بازه بسته ba, 0x

Rf)(آ  Rf)(ناپيوسته باشد و يا بلعكس آنگاه 



)  و يا از راست(اما اگر هر دو تابع در آن نقطه از چپ

كه است ممكن باشند Rf)(ناپيوسته                     ناپيوسته باشند ممكن است كه             . )(f

.نمود بيان را زيرمثالوقضيهارتباطايندرراميتوانكه وو



fفرض كنيد تابع         كراندار و  به غير از تعداد متناهي :قضيه 1.7

نقطه از نقاط داخلي بازه              پيوسته و تابع         در نقاط           ba,

Rf)(:ناپيوستگي         يك تابع پيوسته باشد آنگاه    f



اگر به مثال صفحه بعد توجه كنيم خاصيت مهمتري نيز 

وجود دارد كه محك لبگ براي انتگرال پذيري ريمان 

.مي باشد ب ي



f  كنيم مي تعريف زير ضابطه با را          تابع  :مثال103


 0 Qx









1),(,1)(
nm

n
mx

n
xf

fتابع        در نقاط اصم بازه                 پيوسته و در نقاط گويا آن بازه  1,0و و پ م ع

.تابعي ناپيوسته است تابع       بر بازه              انتگرالپذير ريمان است   1,0

f

f

 ,

ن ري ير پ ر ز ب بر بع پيو ي ب

بعبارت ديگر

 , f

Rf  ر ي ر ب Rfب 



باشدمناپيوستهنامتناهنقاطدرتابعاينچندهر   باشد مي ناپيوستهنامتناهينقاطدرتابعاينچندهر

.باشد مي پيوسته                    تابعنقاطآندرولي xx )( بيپيوبعنروي xx)(



خواص انتگرالگ

.باشدميزياديخواصداراياستيلتيس-ريمانانتگرالهاي . باشد مي زياديخواصداراياستيلتيسريمانانتگرالهاي

ازاااازكطا   خاصيت زير در استخواصاينازيكيبودنخطيخاصيت

.آوريمميرا انتگرالخواصاهماز



1 عددي(وبراگر:قضيه8 )(Rgf  bRcc ,)(  عددي      (              و            بر                        اگر:قضيه1.8 Rgf  ba,Rcc

  
:استبرقرارزيراحكامآنگاه)حقيقي

Rgf)(  داريم و                           ) الف 

  
b b b

gdfddgf )(  
a a a

gdfddgf )(



b b

  )()ب Rcfوdfcdfc
b

a

b

a
 

آنگاه                اگر             بازهبرآنبعلاوه)ج  ba,gf  و)ج زبرنب رب  ba,

 
b b

 
b

a

b

a
gdfd 

Rfg)()د



راانتگرالگيريعملگردبودنخطفوق)بوالف(خاصيتدو   را انتگرالگيري عملگردبودنخطيفوق)بوالف(خاصيتدو

. دهد مي نشان

ط)(قكا ‘اا 
b

d a    ‘                       بينايرابطههيچ)د(قسمتدركهداريمتوجه gd

. ندارد وجود                           و                       
b

a
fgd  

b

a
fda



gfhاگر                         بگيريم و        افرازي             ) الف :اثبات ],[ ba P

داريم : باشد داريم:باشد

)()()()()()()( gMfMxhxgxfgmfm kkkk 

در نتيجه

)()()()()()( gMfMhMhmgmfm kkkkkk 



iاگر اين نامساوي در        ضرب و سپس جمع نماييم بدست 

مي آوريم

),,(),,(),,(),,(  hpUhpLgPLfpL 

),,(),,(  gPUfpU 

ان ت را ش ك ط ش م نف ا و م ت خاص از تفاده ا ا كه

)()( gfp

  كه با استفاده از خاصيت سوپريموم و اينفيموم شرط كوشي را ميتوان

.نتيجه گرفتگ



00c فرض كنيد          با توجه به .اگر             حكم برقرار است)ب 0c0c

),,()()(),,(اينكه 
11

 fpLcfmccfmcfpL
n

k
kk

n

k
kk 





ت ت ه )()(ه  fpcUcfpU  ),,(),,(و به همين ترتيب  fpcUcfpU 

.  با استفاده از شرط كوشي حكم برقرار مي گردد



)(0h0اگر              آنگاه                             و از اينكه               نتيجه      )ج fmii يج)ج ي ز و )(0hر fii

0)( f ),,(0مي شود كه fpL

0پس                         چون                       بنابراين 
b

fd 0
b

fd  )(Rf 

ا ك گ ا گا آ اگ ال

__ aa

f 0f       حال اگر                     آنگاه                        و بسادگي حكم را

فت گ جه نت ان ت

gf 0 gf

     .مي توان نتيجه گرفت



1 )()(اگقض9 RfR b0 )(و)(                   بر                                              اگر:قضيه1.9  RfRg  bac 0و,

: برقراراست زير احكام است حقيقي عدد

)الف   
b

a

b

a

b

a
Rfgdfdfd )(و)( 

)ب 
b

a

b

a
fdccxfd )(



cدر قضيه فوق قسمت ب با توجه به اينكه          تابع              0c

.صعودي باقي مي ماند

ا ه قض انند ه ه قض ا ا .اثبات اين قضيه همانند قضيه استاث



  Rf)(اگر                  بربازه                  و:قضيه1.10  ba,bca 

],[و],[ آنگاه                       بر بازه هاي                                و داريم cabc )(Rf ريم و ي ز ب ],[و],[بر cabc )(f

  
b

a

c

a

b

c
fdfdfd 



Rf)(از اينكه                     بر                پس: اثبات  ba,

   ),,(),,(( fpLfpUpppp

از از از فت ظ P)}({][اگ ][ ca PPاگر                                         و        ظريفتر از        از بازه],[}){( cacpP  ],[ ca PP

ك ا ا اف گا آ ][اش b باشد آنگاه                       افرازي از                 و                    كه
PPP 0],[ baPP 



))()( fLfU نتيجه مي دهد                                                         در بازه)),,(),,(   fpLfpU

    
.يعني                    بر                                ],[ ca)(Rf ],[ ca بر ي ي ],[)(Rf ],[

.      و به طريق مشابه ثابت مي شود كه                  بر                 ],[ bc )(Rf 



ا ا اا ا ا   
b c b

fdfdfd افرازهاي                            براي اثبات                                  
a a c

fdfdfd 

و                                                                                              ],[}]{[(1 cacpp ],[}]{[(2 bccpp  ][}]{[(1 pp]}]{(2 pp

دار اشند از ازي اف ت ][ت bc ][ caبترتيب افرازي از                  و                مي باشند وداريم],[ bc ],[ ca



),,(),,(),,( 21  fpUfpUfpU 

)()()( fLfLfL 

بنابراين

),,(),,(),,( 21  fpLfpLfpL 

بنابراين

 
c b

fdfdfpU  ),,(  a c
fffp ),,(

و

 
c b

fdfdfpL  )(  
a c

fdfdfpL  ),,(
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.چون دو طرف نامساوي برابر هستند حكم ثابت مي شود



تابع دو اگر كه است اين باشد مي مطرح كه سوالي كنونا
  

 باشند مي انتگرالپذير نيز تابع دو تركيب آيا باشند پذير انتگرال

ته ابكلدرحالتال ازثالبعدصفحهدرباشدنفج   از مثالي بعد صفحهدر.باشدميمنفي جوابكليدرحالتالبته

  .آوريمميمورداين
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ري  معروف حساباناساسيقضيه بهكهبعدنتيجه

  كند مي بيانراانتگرالومشتقبينرابطهاست

رسند مي بنظر هم عكس كه
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Fاين قضيه مقدار انتگرال را بوسيله تابع        كه در تابع  

.اوليه ناميده مي شود مي توان محاسبه نمود 

بعنوان نتيجه اي از اين بحث قضيه زير را به دو صورت  

.ميĤوريم.ميĤوريم
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ه قض 1از ال2 گ ان ه ا كه ش فا ا ال در حالتي استفاده مي شود كه محاسبه انتگرال 1.20از قضيه
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],[fاگر تابع       در يك و يا تعدادمتناهي نقطه از بازه               تعريف  ba

ييم گ م دوم ع ن ناسره انتگرال را آنگاه باشد شده
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f شده باشد آنگاه             را انتگرال ناسره نوع دوم مي گوييم
a

f

1               
  يك انتگرا ل ناسره نوع دوم است                             

1

0

1
x



اهداف رفتاری فصل سوماهداف رفتاری فصل سوم

شناخت تعريف توابع با تغيير کراندارشناخت تعريف توابع با تغيير کراندار

ارتباط توابع يکنوا با توابع باتغيير کراندارارتباط توابع يکنوا با توابع باتغيير کراندار

است کلی متغير تابع استتعريف کلی متغير تابع تعريف تابع متغير کلی استتعريف تابع متغير کلی استتعريف

ارتباط بين نقاط ناپيوستگی تابع و تابع تغييرات آنارتباط بين نقاط ناپيوستگی تابع و تابع تغييرات آن

انتگرالگيری از توابع برداریانتگرالگيری از توابع برداری

طولپذير طولپذيرخمهای يرخمهای پ و ی  يره پ و ی  ه

حميد شجاعی  گروه رياضی مرکز کرمانحميد شجاعی  گروه رياضی مرکز کرمان                                                                                                                                                            



آنگاه  نمايش  آنگاه  نمايش  باشدباشدبازه            بازه            ازاز  افرازيافرازياگر اگر  ],[ ba P

)()(مي دهيممي دهيم 1 kkk xfxff مم

بر::تعريفتعريف3.13.1 برتابع باتابع بابازه ميگوييمبازه كراندار ميگوييمتغيير كراندار تغيير f],[ ba تغيير كراندار ميگوييم تغيير كراندار ميگوييم بازه                 بابازه                 باتابع         برتابع         بر::تعريفتعريف3.13.1

ا ا ك ا ا ا اك ا ك ا ا ا Mك

f],[ ba

در صورتيكه عددي ثابت مانند           موجود باشدكه به ازاي هر  در صورتيكه عددي ثابت مانند           موجود باشدكه به ازاي هر  
n

M

Mfp      افراز        داشته باشيمافراز        داشته باشيم
k

k  
1
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3 13 ه1 هقض اندارقض ك تغ ا انداراگ ك تغ ا ],[fاگ ba ],[fاگر            بر                با تغيير كراندار اگر            بر                با تغيير كراندار : : قضيه قضيه   3.13.1

..باشد آنگاه          بر                كراندار استباشد آنگاه          بر                كراندار است f],[ baس ر ر بر ش سب ر ر بر ش ب



Mفرض كنيد                          عدد                 موجود است كه فرض كنيد                          عدد                 موجود است كه :  :  اثبات  اثبات   bxa 

p},,{0بازاي هر افراز           بالاخص                                داريم بازاي هر افراز           بالاخص                                داريم  bxap 

Mfk 

پسپس

fk

Mxfbfafxf  )()()()( پس                          پس                          

كك

Mxfbfafxf  )()()()(

  كه نتيجه مي دهدكه نتيجه مي دهد

})()({1)( Mbfafxf  })()({
2

)( Mbfafxf 



صعودي و صعودي و ((اگر      تابع بر                 يكنوا اگر      تابع بر                 يكنوا :  :  قضيه قضيه   3.23.2 f],[ ba

fباشد آنگاه        بر اين  بازه  با  تغيير    باشد آنگاه        بر اين  بازه  با  تغيير    ) ) يا نزولييا نزولي يزوي رزو ن رر ن ر

ا ا ا اك ا ا ..كراندار استكراندار استك



fاگر          صعودي باشد در اينصورتاگر          صعودي باشد در اينصورت::اثباتاثبات

)}()({)()( 11 xfxfxfxff kkkkk   

)()( afbf 

غ ا ك شا ا ا ثا ا ا غك ا ك شا ا ا ثا ا ا ك

)()( afbf

كه همواره مقدار ثابت است و اين نشان مي دهد كه  با تغيير كه همواره مقدار ثابت است و اين نشان مي دهد كه  با تغيير 

..كراندار استكراندار است



f ],[fاگر  تابع            بربازه                 داراي اگر  تابع            بربازه                 داراي ::قضيهقضيه3.33.3 ba

],[fمشتق كراندارباشدآنگاه           بر                   با تغيير مشتق كراندارباشدآنگاه           بر                   با تغيير  ba

..كراندار است كراندار است 



MMxfxعددي مانند           موجود  است  كهعددي مانند           موجود  است  كه: : اثبات اثبات   )(,

از قضيه مقدار ميانگين براي مشتق داريم از قضيه مقدار ميانگين براي مشتق داريم 

)()()()( 111   iiiiiii xxMxxtfxfxf

كه اگر از طرفين جمع بگيريم حكم ثابت مي شودكه اگر از طرفين جمع بگيريم حكم ثابت مي شود
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ر]f]1,0تابع          بر               با ضابطه زير تعريف شده تابع          بر               با ضابطه زير تعريف شده ::مثالمثال3.13.1 ر ر رع ر ر ع

ك كآ است آيا با تغييركراندار است چرا؟است آيا با تغييركراندار است چرا؟آ



  0,1sin)( xxxf






0,0
)(

x
xxf



P nPاگر افراز        را به صورت زير تعريف كنيماگر افراز        را به صورت زير تعريف كنيم::حلحل
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به وقتيكه راست سمت طرف اينكه به توجه بهبا وقتيكه راست سمت طرف اينكه به توجه nبا توجه به اينكه طرف سمت راست  وقتيكه                           به با توجه به اينكه طرف سمت راست  وقتيكه                           به nبا

سمت            ميل مي كند طرف سمت چپ نيز به             ميل سمت            ميل مي كند طرف سمت چپ نيز به             ميل 

ععمي كند پس تابع كراندار نيست بنابراين با تغيير كراندار مي كند پس تابع كراندار نيست بنابراين با تغيير كراندار 

..نمي باشدنمي باشد



يتغيير كليتغيير كلي ييير يير
],[fفرض كنيد تابع          بر                    با تغيير كراندار فرض كنيد تابع          بر                    با تغيير كراندار ::تعريفتعريف3.13.1 ba

زيرزيرباضابطهباضابطهبربر                  باشد تغييرات كلي تابعباشد تغييرات كلي تابع f],[ ba ع ي عر ي ررررر

شوند م تعريف شوندرتعريف م تعريف رتعريف

f],[

رتعريف تعريف مي شوندرتعريف تعريف مي شوند
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f gfفرض كنيد توابع               بر بازه              فرض كنيد توابع               بر بازه              ::قضيهقضيه3.43.4 ,],[ ba

::آنگاهآنگاهباتغييركراندار باشندباتغييركراندار باشند

ABبه ازاي اعداد ثابت             تابع                        به ازاي اعداد ثابت             تابع                        ))الفالف ,BgAf ],[ ba
بر                بر                

با  تغييركرانداراست وبا  تغييركرانداراست و
vBvAv  gfBgAf vBvAv 



],[fgاگرتابع       و        بر                  با تغيير كراندار باشند  اگرتابع       و        بر                  با تغيير كراندار باشند  ) ) بب baر ر ر و ع رر ر ر و ع ر

و است كراندار تغيير با وآنگاه است كراندار تغيير با fgآنگاه             با تغيير كراندار است وآنگاه             با تغيير كراندار است وfgآنگاه
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f افراز دلخواهي از                 باشد    افراز دلخواهي از                 باشد    اگر      اگر      ::))الفالف((اثباتاثبات f],[ ba
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V][ b ],[Vتابع          بر بازه                 چنين تعريف مي كنيمتابع          بر بازه                 چنين تعريف مي كنيم::تعريفتعريف3.13.1 ba


  bxaxav

xV f ,),(
)(







ax
xV

,0
)(

f مي ناميممي ناميم  اين تابع را  تابع   تغييرات    اين تابع را  تابع   تغييرات     f



نشان مي دهيم كه هر تابع با تغيير كراندار را مي توان نشان مي دهيم كه هر تابع با تغيير كراندار را مي توان 

و  به صورت تفاضل دو تابع صعودي نوشت و بالعكسبه صورت تفاضل دو تابع صعودي نوشت و بالعكس و ع وو و ع و



: : قضيه قضيه   3.53.5

..تابع          بر                صعودي  استتابع          بر                صعودي  است) ) الفالف V],[ ba عع

.  .  تابع                         بر                   صعودي استتابع                         بر                   صعودي است) ) بب ][ ba fVD  ي))بب و بر يبع و بر ],[بع ba fVD 

..هر تابع با تغيير كراندار تفاضل دو تابع صعودي استهر تابع با تغيير كراندار تفاضل دو تابع صعودي است)  )  جج



),(0توجه داريم كه                            و  همچنينتوجه داريم كه                            و  همچنين: : اثبات اثبات  xav f

)()(),( yfxfyxv f f

byxaبا فرض                                  اثبات الف و ب را ميĤوريمبا فرض                                  اثبات الف و ب را ميĤوريم 

با توجه به اينكهبا توجه به اينكه) ) الفالف

0),(),(),()()(  xyvxavyavxVyV fff



    ..پس                                       يعني         صعودي استپس                                       يعني         صعودي است
    

)()( yVxV V

با توجه به توضيح اول اثبات و رابطه زير بديهي استبا توجه به توضيح اول اثبات و رابطه زير بديهي است) ) بب

0)]()([),()()(  xfyfyxvxDyD f )()()()()( fyfyy f



DVfچون                             با توجه به الف و ب                  صعودي چون                             با توجه به الف و ب                  صعودي ))جج VD , ي))جج و ب و ب وج ب يچون و ب و ب وج ب ,DVfچون

..هستند پس           تفاضل  دو  تابع  صعودي  استهستند پس           تفاضل  دو  تابع  صعودي  است fو ع و ل وپس ع و ل پس



البته توجه داريم كه هر تابع صعودي يك تابع با تغيير كراندار البته توجه داريم كه هر تابع صعودي يك تابع با تغيير كراندار         

كراندار تغيير با تابع كرانداريك تغيير با تابع دو تفاضل و كرانداراست تغيير با تابع كرانداريك تغيير با تابع دو تفاضل و است و تفاضل دو تابع با تغيير كرانداريك تابع با تغيير كراندار است و تفاضل دو تابع با تغيير كرانداريك تابع با تغيير كراندار است

..است پس عكس قسمت ج قضييه فوق نيز برقرار است است پس عكس قسمت ج قضييه فوق نيز برقرار است 



لنكتهنكته لقا هقا هت شتكهكهااآآت شتن اندارااتاتاككن ك اندارتغ ك تغ     تغييركراندارتغييركراندار  باباتابعتابعيكيكنوشتننوشتنكهكهاستاستآنآنتوجهتوجهقابلقابلنكتهنكته

  باشدباشد  نمينمي  بفردبفردمنحصرمنحصرصعوديصعودي  تابعتابعدودوتفاضلتفاضلبصورتبصورت

هرهر  ناپيوستگيناپيوستگي  نقاطنقاط  مجموعهمجموعه  اينكهاينكه  بهبه  توجهتوجه  بابا  آنكهآنكه  ديگرديگر  نكتهنكته

  شماراستشماراست  يايا  متناهيمتناهي  اياي  مجموعهمجموعه  ))نزولينزولي  وياويا((  صعوديصعودي  تابعتابع



بالنتيجه مجموعه نقاط ناپيوستگي هر تابع با تغيير كراندار نيز  بالنتيجه مجموعه نقاط ناپيوستگي هر تابع با تغيير كراندار نيز  

..مجموعه اي متناهي يا شمارا مي باشدمجموعه اي متناهي يا شمارا مي باشد

fVدر قضيه زير ارتباط بين نقاط ناپيوستگي              را بيان در قضيه زير ارتباط بين نقاط ناپيوستگي              را بيان  ,

نماييم نماييمم مي نماييممي نماييمم



fVمجموعه نقاط ناپيوستگي             در               مجموعه نقاط ناپيوستگي             در               :  :  قضيه قضيه   3.63.6 ,],[ ba

fbxaبعبارت ديگر اگر         در نقطه                        بعبارت ديگر اگر         در نقطه                        ..يكسان استيكسان است  ن ني ري ر ر ي ر ب رب ر ر ي ر ب ب

V          پيوسته باشد آنگاه         نيز پيوسته است و بالعكس          پيوسته باشد آنگاه         نيز پيوسته است و بالعكسV



fفرض كنيد      در نقطه       پيوسته باشد پسفرض كنيد      در نقطه       پيوسته باشد پس):  ):  خلاصهخلاصه((اثباتاثبات
0x





  )()(  xfxfxxx 






2

)()( 00  xfxfxxx

Pاز خاصيت مشخصه سوپريموم استفاده نموده براي         بالا از خاصيت مشخصه سوپريموم استفاده نموده براي         بالا 

],[افرازي از                     وجود دارد كهافرازي از                     وجود دارد كه 0 bx

 
n

k
kf fbxv

1
0 2

),( 
k 12



فرض كنيد                                 باشد بطوري كه                                 فرض كنيد                                 باشد بطوري كه                                 
10 xtx  0xt 100

اگر                              داريم   اگر                              داريم   )  )  بنابراين                                         بنابراين                                         ((
2

)()( 0


 xftf tPP 0

 )(),( 00 Ppfbxv
n

kf    )(
2

),( 0
1

0 pf
k

kf 


),(
2

),()()( 000 bxvbxvxftf ff 




بنابراينبنابراين ),(),( 0 btvbxv ff

ا ك ا ا ا اا ك ا ا ا ا

),(),( 0 ff

tx Vاما با توجه به اينكه                  و صعودي بودن             داريماما با توجه به اينكه                  و صعودي بودن             داريمtx 0V

 ),(),()()(0 00 btvbxvxVtV ff

V0xپس         در           از راست  پيوسته است به طريق مشابه مي توان پس         در           از راست  پيوسته است به طريق مشابه مي توان 

است پيوسته نيز چپ از در كه كرد استثابت پيوسته نيز چپ از در كه كرد .   .   ثابت كرد كه          در           از چپ نيز پيوسته استثابت كرد كه          در           از چپ نيز پيوسته استV0xثابت V0x



V0xبعکس اگر        در         پيوسته  باشد  از نامساوی بعکس اگر        در         پيوسته  باشد  از نامساوی 

)()()()( 00 xVtVxftf  )()()()( 00 xVtVxftf

..نتيجه حاصل ميگردد که           در         پيوسته استنتيجه حاصل ميگردد که           در         پيوسته است f0x



ععانتگرال گيري از توابع برداريانتگرال گيري از توابع برداري
فرض كنيد                                                                فرض كنيد                                                                : : تعريف  تعريف    3.23.2  k

k Rbaffff  ],[:...,, 21

],[يك تابع برداري  باشد اگرتابع             بر               صعودي باشد يك تابع برداري  باشد اگرتابع             بر               صعودي باشد  ba

Rf)(آنگاه                                     اگر و فقط  اگر                          آنگاه                                     اگر و فقط  اگر                           )(Rfi  ر و رر و ر

بازايبازاي

)(Rf 

k1  i

)(Rfi 

..بازاي                                   بازاي                                     k  1  i



ودراين صورت تعريف مي كنيمودراين صورت تعريف مي كنيم

 bbbb









 

a
k

aaa

dfdfdffd ,,...,, 21 

ك اش از ض ك كا اش از ض ك kRا 
b

fd  توجه داريم كه                      عضوي از              مي باشد پس يك توجه داريم كه                      عضوي از              مي باشد پس يكkR 
a

fd 

بردار استبردار است



fF][ b fFاگر                توابع برداري بر                  و                 اگر                توابع برداري بر                  و                 ::قضيهقضيه3.73.7 ,],[ bafF 

)()()(آنگاهآنگاه aFbFdtf
b

  )()()(f
a


با توجه به قضيه اساسی حسابان وتعريف انتگرال برداری با توجه به قضيه اساسی حسابان وتعريف انتگرال برداری   ::اثباتاثبات

..ساده استساده است



Rf)(اگر                         آنگاه                           واگر                         آنگاه                           و: : قضيه قضيه   3.83.8 )(Rf 

 
bb

dffd   
aa

dffd 

1
Rfi)(داريم                                                 چونداريم                                                 چون:  :  اثبات اثبات     2

1
22

2
2

1 ,...,, kffff 

ش ك ا نا از شاكن ك ا نا از كاكن ك تز ا كش ك تز ا ش )(2 Rfشوارتز كمك شوارتز كمك --پس                                اكنون از نامساوي كوشيپس                                اكنون از نامساوي كوشي )(2 Rfi 

مي گيريممي گيريم



يرخمهاي  طولپذيرخمهاي  طولپذير پ و ي يره پ و ي ه
بعريريرر  استفادهاستفاده  مقدارمقدارحقيقيحقيقيتوابعتوابعااكرانداركراندار  تغييرتغييرباباتوابعتوابعتعريفتعريفدردر بعو رييرييرببو رر بعر بعو يو يي رري

  طولپذيرطولپذير  خمهايخمهاي  بررسيبررسي  بهبه  برداريبرداري  توابعتوابع  بهبه  تعميمتعميم  برايبراي  ..كرديمكرديم

اا پردازيمپردازيمميمي



تابع پيوسته                                                                تابع پيوسته                                                                :  :  تعريف تعريف   33..33  k
k Rbaffff  ],[:...,, 21

],[بر                    مي ناميمبر                    مي ناميمخمخمرا يكرا يك ba مممم

مي ناميممي ناميمقوسقوساگر          يك به يك باشد خم را يكاگر          يك به يك باشد خم را يك

],[

fي ر م ب ي ب ي ير ر م ب ي ب ي يموسوسر يمي ي

را خ آنگاه خ يك در رااگ خ آنگاه خ يك در بستهاگ بستهخم خم )()( bfaf 

f

خم بسته خم بسته اگر در يك خم                                      آنگاه خم را اگر در يك خم                                      آنگاه خم را  )()( bfaf 

..مي گوييممي گوييم



در واقع  اگر                                         آنگاه خم          در واقع  اگر                                         آنگاه خم           kffff ...,, 21f مم  k21f

..بصورت زير استبصورت زير است

)(...,)(,)( 2211 tfxtfxtfx nn 

ا از ا ز خ ك ا اا از ا ز خ ك ا ..بنابراين برد يك خم زير مجموعه اي از            استبنابراين برد يك خم زير مجموعه اي از            استkRا kR



3 43 افراز::تعريفتعريف4 ازاي افرازبه ازاي به bxxxxaP  به ازاي افراز                                                               به ازاي افراز                                                               ::تعريفتعريف3.43.4 bxxxxaP n  ,...,,, 210

],[از                عدد                    را به صورت زير تعريف مي كنيم از                عدد                    را به صورت زير تعريف مي كنيم  ba fP,

  
n

fffP )()(  



i

ii xfxffP
1

1)()(,

به شكل  صفحه بعد توجه نماييدبه شكل  صفحه بعد توجه نماييد



 شکلشکل شکلشکل



همانطوريكه در شكل صفحه قبل مي بينيم با ظريفتر  همانطوريكه در شكل صفحه قبل مي بينيم با ظريفتر  ::تعريفتعريف3.53.5 ررر ر م ي ل ل رو ر م ي ل ل و

) ) به برد تابع     به برد تابع     ( ( شدن افراز         اين خط شكسته به طول منحني شدن افراز         اين خط شكسته به طول منحني  Pf

fنزديكتر مي شود در نتيجه طول            بصورت زير تعريفنزديكتر مي شود در نتيجه طول            بصورت زير تعريف

كنكن ][:)(sup)( baPPfPAf  ::مي كنيممي كنيم ],[:),(sup)( baPPfPAf 



f][ b][ b بر              بر                  اگر       بر                يك خم و    اگر       بر                يك خم و    ::قضيهقضيه33..  99     ff  ],[ ba],[ ba

آنگادد اشد آنگاته اشد اته ذ ل اط ذ ل ط f طولپذير است و طولپذير است و و پيوسته باشد آنگاه      و پيوسته باشد آنگاه      موجودموجود f

dttff
b

  )()( ff
a
 )()(



چهارم فصل رفتاری اهداف رفتاری فصل چهارماهداف

ا ا ال ف تعريف دنباله و سري هاي توابع
عهمگرائي نقطه به نقطه و همگرائي يكنواخت دنباله توابع و و
 ارتباط بين پيوستگي دنباله توابع و حد آن در همگرائي

يكنواخت
 يارتباط بين انتگرال دنباله توابع و حد آن در همگرائي ر ر ن و بع و ب ل ر بين ب ر

يكنواخت
ان ک کز اض گ ا ش د حميد شجاعی  گروه رياضی مرکز کرمان                                                                                     



همگرائ در آن حد و ابع ت اله دن مشتق ب اط ارت   ارتباط بين مشتق دنباله توابع و حد آن در همگرائي
يكنواخت

 تعريف و خواص سري توابع

 آزمونهاي همگرائي سري توابع

تعريف همپيوستگي و ارتباط آن با سري توابع همگرا

ا تعريف جبر و زير جبرها



ابع ت دنباله اص خ  تعاريف و خواص دنباله توابعتعاريف

),(فرض كنيد                   يك فضاي متريك باشد :تعريف4.1 dM

حقيقي و (دنباله اي از توابع                          و                    MEوf n 

مختلط بر)يا Eبر                      )يا مختلط E

باشد           



Exفرض كنيد به ازاي هر                 دنباله عددي              0 )( 0xfn

ضابطه با را تابع توانيم م صورت اين در باشد همگرا باشد در اين صورت مي توانيم تابع       را  با  ضابطهfهمگرا

)()(lim)( Exxfxf nn




تعريف كنيم 



 f  دراين صورت مي گوئيم دنباله توابع             به طور نقطه nf

fوار به تابع        همگراست

  )()((0 xfxfNnnNx   )()((0 xfxfNnnNx nxx

ffو به علامت n 

 



:گرددميمطرحزيربشرحسوالي :گرددمي مطرح زيربشرحسوالي

بهخواصآياباشندهمگرابهوارنقطهاگرآيا ff  f        به خواص آياباشندهمگرا        بهوارنقطه         اگرآيا

گردد؟ممنتقل

ff  nf

گردد؟ميمنتقل

استپيوستهنيزباشندپيوستههاتماماگرآيا f  f است پيوسته نيز     باشندپيوسته ها     تماماگرآيا f  nf

است انتگرالپذير نيز        باشند پذير انتگرال ها          تمام اگر آيا f  nf



ضابطه                          را بر           دنباله      : مثال 4.1  nf 1,0
n

n xxf )(

نظر اگردر كه ت ا واضح ري آنگاهگ  1,0x آنگاهمي گيريم واضح است كه اگر                 در نظر  ,

0nxLim1xnxLim 1 0 آنگاهو اگر
n

xLim1x
n
xLim 1



              اگر بالنتيجه








11

100
)(

x
x

xf

اهانقطهآنگا گ ه



 ff  همگراست        به وارنقطه        آنگاه nff



پيوسته همانطوريكه در اين دو شكل نيز مشخص است تمام        nf

در مثال بالا ملاحظه مي گردد مي باشند ولي         پيوسته نيست f

و حتي مشتقپذيرپيوستهبر بازه بسته       كه          nf 1,0

)استناپيوسته 1در(مي باشند ولي          پيوسته مي باشد fوو f



بر بازه           با ضابطه                     دنباله         nf
xxf

n

n



1)( 1,0 بب زب ب بر  nfx

fn 1
)( ,

تعريف شده است در اين صورت اين دنباله توابع به تابع                   

بر         همگراست تمام توابع       نقطه وار                                x
xf




1
1)(nf 1,0

ن اندا ك ل اشد اندا ك

x1

 nxf )(f كراندار مي باشد                                ولي         كراندار نيست nxfn )(f





:همگرائي يكنواخت 
اگر تابع       حد نقطه وار دنباله توابع            بر :تعريف   4.2 nf fE

بر          بطور يكنواخت همگراست   باشد گوئيم دنباله  nfE

مدرصورتيكه داشته باشيم

))()(,(   xfxfExNnnnN n

در اين حالت مي نويسيم

n

ffn  م و ي ffnن



تفاوت تعريف همگرائي  نقطه وار و همگرائي يكنواخت در اين 

xاست كه در تعريف همگرائي يكنواخت عدد          مستقل از             N

ته واب عدد وار نقطه همگرائ در كه رت درص باشد مي باشد درصورتي كه در همگرائي نقطه وار عدد          وابسته xNم

xN

xN

.به           مي باشد كه آنرا به          نمايش مي دهيم  xxN



ffnاگر                 و تمام          ها و بالنتيجه       حقيقي مقدار باشند  nffب ر ي ي يج ب و م و nnffر

دراين صورت رابطه

))()((  ffENN ))()(,(   xfxfExNnnnN n

به صورت زير  مي باشد

  )()()( xfxfxfNn n





اخ كن ائ گ ه ط ا شرايط همگرائي يكنواختش

بر     شرط لازم و كافي براي آنكه            : قضيه  4.1 ffn E

كه ت آنست كهآن

0)()(sup xfxf 0)()(sup  xfxfnn



گاا آ ffاگ  ffnاگر                     آنگاه:برهان  

]
2

)()(,[   xfxfExNnxnN n 2

درنتيجه

 2
2

)()(sup 


xfxf n
Xx



ن0nبعكس  اگر                 آن گاه ر س

][   NnnN

n

پس

][   nNnnN

پس

   xfxfNn )()(

ا نا

   nn xfxfNn )()(

بنابراين

ff  ff n 



 :)شرط همگرايي يكنواخت كوشي ( قضيه  4.2

شرط لازم و كافي است براي آنكه                    بر             nfE

نبطور يكنواخت همگرا باشد آن است كه ب ر و ي ور ب

])()([  ffENN ])()(,,[,,   xfxfExNnmxnmN nm



.شرط فوق شرط يكنواخت كوشي ناميده مي شود :تذكر و و و و

ffnاگر                         و                 دلخواه باشد عددي : اثبات  0

ا ك NNnمانند            هست كه                        و داريم NNا 

2
)()( 
 xfxfn 2

)()( ffn



 اگر                   در اين صورت نيز
2

)()( 
 xfxfm

Nm 

),(اگر                            با بكاربردن نامساوي مثلثي داريم  Nnm ريم ي وي ن ربر ب ب ر

 )()()()()()( xfxfxfxfxfxf mnnm


 

22



رnfبعكس اگر        در شرط فوق صدق كند بنا به شرط كوشي در  ي و ر ب ب ق وق ر ر ر س nfب

 ffحال  اگر دنباله ها                نقطه وار به         همگراست  nff
           

mو                   ثابت نگه داريم و                    نتيجه                Ex  Nn 

گ ل )()(ا xfxf .حاصل مي گردد )()( xfxf n



4 ه3 اشدقض اع ت ا نقطه ك د كن ض aEف aEفرض كنيد           يك نقطه اجتماع            باشد :قضيه4.3

  بطوريكه                                 آنگاه                 همگراست وnnax
Axf 


)(lim nA

AAnاگر                                    آنگاه    limAxf
ax




)(lim

ربعبارت ديگر

)(limlim)(limlim xfxf naxnnnax 


axnnax 



ا شاث ك ط ش ه نا ff  ffnچون                        پس بنا به  شرط كوشي:اثبات 

(  NxNnmxnmN

))()(

,,(,,








xfxf

NxNnmxnmN

2
))()( xfxf nm

:از طرفين حد بگيريم وقتيكه                  آنگاه داريم  ax 




2
, nm AANnm

2



مانند عددي به همگرا بنابراين ، كوشي پس AA            پس             كوشي ، بنابراين همگرا به عددي مانند nAA

ffAAاست   چون                                                    پس               nn  ,


3

,
3

)()( 
 AAxfxf NN

3
( 22


 AANnnN n 3



گاآاگ  NNN  گاهآن                                              اگر 21,max NNN 

3
)(),((   NN Axfaxdx

چون                                     آنگاهو
NN Axf )(lim



NNax

3
)()((, 11


 xfxfNnxnN n



وبا استفاده از نامساوي مثلثي، روابط بالا ثابت مي شود كه           

Axf )(lim Axf
ax




)(lim

.ادامه اثبات با توجه به قضيه قبل ساده است 

3
)()((, 11


 xfxfNnxnN n 3

)()((, 11 ff n



آنها حد و توابع دنباله پيوستگي بين رابطه زير قضيه در(در در (در قضيه زير رابطه بين پيوستگي دنباله توابع و حد آنها 

اخت يكن دهي)همگراي م نشان را را نشان مي دهيم)همگرايي يكنواخت

4 ه4 تهقض ا ت از اي اله دن كهاگ اشد  fE باشد كه       اگر          دنباله اي از توابع پيوسته بر:قضيه4.4

ته آنگاه اشد ا گ ه ه اخت كن ر Eط

 nf

f f

E

بطور  يكنواخت به       همگرا باشد آنگاه      بر          پيوسته 

ا

E f f

.است

ا اا ل ا ا ساده با توجه به قضيه قبل است:اثبات



وهمگرائي يكنواخت و انتگرال

ffRfفرض كنيد                                                    بر             :قضيه4.5 nn  ,)( ba, ر fffرض nn ,)( 

آنگاه                            بر                  و داريم ba, )(Rf 


bb

fddfLi  
 aa nn

fddfLim 



ا ffnاثبات                              پسffا 

  )()(,( xfxfbxamnmn mn

پس
  )()()( xfxfxf n

از طرفين انتگرال بالا سپس پائين بگيريم 




bbb ______

 
a

n
aa

n dffddf )()( 

 
b

a
n

b

a

b

a
n dffddf )()( 

aaa ______

با كم كردن آنها (چون                          از دو رابطه بالا داريم )(Rf n 

)  از يكديگر



bb

   )()(2)()(2
__

abfdfdab
b

a

b

a

  

__


bb

0چون         دلخواه بود نتيجه مي گيريم
__

 
aa

fdfd  

جه نت ات اث در طه را اول از و )(Rf  پس                            و از اولين رابطه در اثبات نتيجه)(Rf 

.



 )()()()( abdxfxfn

b
   )()()()( ffna

از اولين رابطه در اثبات نتيجه مي شود

fddxxf
bb

 )( fddxxf
ana  )(
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:وايرشتراس(قضيه4014 پيوسته) بازه بر fتابع 1,0 4 تابع          بر بازه              پيوسته ) :وايرشتراس(قضيه14

   باشد در اين صورت چند جمله ايها مانند              وجود دارد كه np

fp  fpn 



همپيوستگيهمپيوستگي
مميدانيم كه هر دنباله عددي كراندار داراي زير دنباله اي  

؟ گفت توان م توابع دنباله مورد در همگراست در مورد دنباله توابع مي توان گفت ؟  همگراست

آيا اين نتيجه در مورد دنباله توابع هم برقرار است ؟  آ

در مورد دنباله توابع كرانداري به چه معني مي  : سئوال 
.باشد ب



گوييم دنباله             بر         بطور نقطه وار :تعريف4.2 nfE رري و ور ب بر ب وييم

مانندمقدارحقيقتابعهرازايبهاگراستكراندار

 nfE

x              مانند مقدارحقيقيتابع      هرازايبهاگراستكراندار

كا اط طا

x

xn)(         طبيعيعددهرازايبه بطوريكهباشد             )(

باشيمداشته

,...)2,1,()()(  nExxxfn 



يكنواخت:تعريف4.3 بطور بر دنباله گوئيم fE گوئيم دنباله               بر              بطور يكنواخت :تعريف4.3

باشد موجود مانند مثبت عددي اگر ، است كراندار

 nfE

M كراندار است ، اگر عددي مثبت مانند             موجود باشد

ع ط عدد ه و ه ازاي ه كه ر Nط

M

Ex             بطوريكه به ازاي هر                   و هر عدد طبيعي

اش اش

N Ex

داشته باشيم

)21()(  EMf ,...)2,1,()(  nExMxfn



يميوقريورورير  اول تعريف در بينيمميفوقتعريفدو درهمانطوريكه:تذكر ولريربي

رتيكهدراستوابستهنقطهبهعدد درص )( xx )(  در صورتيكه دراستوابسته           نقطهبه               عدد xx

x Mx .نداردبستگي         به             دومتعريف



فرض كنيد دنباله            بر مجموعه شمارش : قضيه  4.15 nf

آ f پذير        بطور نقطه وار كراندار باشد، آنگاه             دارايE nf

.زير دنباله ي همگرا بر            است E بر ر ي ب زير



از اينكه            شماراست پس                                   :اثبات ,..., 21 xxE  E

اكنون با توجه به كراندار بودن دنباله عددي                      )( 1xf n

نتيجه مي شود زير دنباله كرانداري                  مي باشد به  1nf

همين ترتيب                         داراي  زير دنباله كرانداري مانند       )( 21 xfn

.مي باشد                 2nf 2nf



ssاكنون دنباله هاي                                       بصورت زير كه
                                                    

12 ,,... ss

شماراست بوجود مي آيد  

3,12,11,11 ,...,,: fffs ,,,

fff 3,22,21,22 ,: fffs



آنگاه بگيريم نظر در :اگر 332211 fffs اگر                                         در نظر بگيريم آنگاه,...,,: 332211 fffs

  Ef بازاي هر                                                    فقط تعداد )(  Exxf kknn ,)(

متناهي نقطه با                               متفاوت است پس        )( knk xf

.همگراست                         )( knn xfر
  

 knnf



چ:تذك ه كه دارد د وج اندار ك اخت كن ر ط هاي اله دن دنباله هاي بطور يكنواخت كراندار وجود دارد كه هيچ  :تذكر

گ زير دنباله آن همگرا نيستآ

nxxfدنباله توابع                                         بر              : مثال 4.4 n cos)(  2,0

است كراندار .بطوريكنواخت .بطوريكنواخت كراندار است



رزر  وجه هيچ بهتوابعدنبالهيكيكنواختكرانداراز :تذكر ور بعبيي وجيچبو

شودنمعايدآنازايدنبالهزيريكنواختهمگرائ . شود نميعايدآنازايدنباله زيريكنواختهمگرائي

 f)( xf                                              ضابطهبا               دنباله:مثال4.5 nf2)1(
)(

nxx
xf n 



   زير داراي ولياستكرانداريكنواختبطور                 بر ,0

؟  چرا نيست همگرا يكنواخت طور به اي دنباله



لاااا آگاق آوريم مي همپيوستگيتعريفازقبلرانيازموردتعاريفازبعضي

Xفرض كنيد          يك فضاي متريك فشرده باشد            : تعريف  4.4

)(XC               را مجموعه توابع مختلط پيوسته به           مي گيريم )(XCX



فضاي يك به زي كال ا ب ض وارو نقطه ع ج XC)(با  جمع  نقطه وارو ضرب اسكالر زير                  به يك فضاي XC)(با

برداري تبديل مي شود 

)()())((, xgxfxgfXx 

)())()(( xfxfCXx   )())()(,( xfxfCXx  



xcf)(حال به ازاي هر                     تعريف مي كنيم  

چون          كراندار است پس                                        )(sup xff ff پس ر چو
Xx

f

)(X اكنون روي                يك تعريف مي نمائيم كه فضاي را به يك)(Xc

.فضاي متريك تبديل كند 



كنيم:تعريف4.5 مي تعريف هر ازاي ,)(به XCgf  ,)(به ازاي هر                               تعريف مي كنيم:تعريف4.5 XCgf 

ffd )( gfgfd ),(

بنابراين )  چرا؟( يك متريك روي               است  )(xC),)(( dXC

.يك فضاي متريك مي باشد ي ر



دنباله              مفروض است                       اگر :قضيه4.16 nfffn  ض

در اگر فقط و

 

ff 

ffn

)(XC و فقط اگر                        در

ا اث ه هخلا ازاي ر ا در ffاگ 

ffn )(XC

اگر                              در اين صورت بازاي هر:خلاصه اثبات 
                                                            

ff n 

                                                        از اين رو Xxxfxfn 
2

)()( 

4
2

)()(sup 


xfxf n
Xx 2 Xx



),(بنابراين ffd n
ن

پس اگر بالعكس

),( ffn

ff بالعكس  اگر                         پسffn 

)),(( 11   ffNnnN

آنگاه                             پس                             در ffnffn )(xC n



d d)(xCبا متريك         تعريف  شده  فوق                يك  : قضيه 4.17

.فضاي متريك كامل است 

:خلاصه(اثبات كوشي) در كه كنيد فرض nf)(xC فرض كنيد كه                در                 كوشي  ) :خلاصه(اثبات nf)(xC

:است با توجه تعريف دنباله كوشي



0Nاگر                دلخواه باشد عدد طبيعي            وجود دارد كه 

بطوريكه                                                                        
2


 mn ff Nnm ,و
2mn

ffff بازاي هر                                                                    )()(
  

xffxfxf mnmn ,)()( 

.اگر                           نتيجه حاصل مي شود  n



Fفرض كنيد         خانواده اي از توابع )  :همپيوستگي(تعريف4.6 عو و و ض

باشد يك ت فضاي در عه ج ب )(Eختلط dM  مختلط بر مجموعه             در فضاي متريك                  باشدE),( dM

:گوئيم            همپيوسته است در صورتيكه  F

),([,,   yxdFfEyx

])()(  yfxf



X)(f X)(xcfnاگر             يك فضاي فشرده باشد                          :قضيه4.18 

.و                         آنگاه                  همپيوسته است  ffn  nf

چون              بطور يكنواخت همگراست پس به ازاي  :برهان nf ن يبر ز ب پس ر و ي ور ب چون

Nff 
0

 n

Nffهر                 از مرتبه اي  ببعد         Nn ,
2

 0



بر          و                                     و از پيوستگي توابع 121 ,,,... fffnX بع و ي پيو ز وو بر

Xفشردگي            كه پيوستگي يكنواخت اين توابع را نشان 

),(مي دهد عددي مانند          پيدا مي شود كه                                yxd 

آنگا آنگاه
Nnyfxf nn  1

2
)()( 



Nnو اگر                      داريم 

 )()( yfxf nn

 )()()()()()( yfyfyfxfxfxf nnnnNn



4 که:قضيه19 و باشد فشرده X)(xCfاگر  X)(xCfnاگر          فشرده باشد  و                        که :قضيه4.19 

:بطورنقطه وار کراندار و همپيوسته باشد  آنگاه 

.به             بطور يکنواخت کراندار است )              الف  nfX

زير دنباله ای از              وجود دارد که بطور يکنواخت ) ب nf

.همگراست ر



از همپيوسته بودن                 نتيجه مي گيريم)   :خلاصه(اثبات nf يريم)(ب ي يج ن بو پيو ز

اگر كه است موجود مانند عددي )(0كه yxd

 nf

كه عددي مانند                  موجود است كه اگر                        

اد خان آنگا

0),( yxd

)()( yfxf Xxxs :)(  آنگاه                                         چون خانواده       )()( yfxf nn Xxxs :),( 

Xيك پوشش باز بر مجموعه فشرده             است  پس

p

X

),(
1

K

p

k
xSUX






گاال آ Xxاگ Xxاگر                 آنگاه                                   :بالنتيجه

)(1 Kk  ),(,,1 kxsxKk 

),(نتيجه مي شود                                        از اين رو  kxxd

)()( ff  )()( knn xfxf



از شرط ديگر مسئله كه همان نقطه وار كرانه دار بودن            

kMpKها استفاده كرد عدد است كه               )1(   nf

Mxf )( kkn Mxf )(



اگر                                                        در نظر بگيريم   kmmmM ,...,max 21

. آنگاه حكم به راحتي بدست مي آيد م

ش ا ش ه ا فش نكه ا Xپس از اينكه                 فشرده است پس مجموعه شمارش Xاز

.پذير مانند                                      موجود است   ,..., 21 xxE 



XEكه در             چگال است از اينكه                      پس مي توان   X

ثابت كرد كه                                                    يك پوشش باز   ,...2,1),( kxS k ز ب ش پو ي ر ب ,...2,1),( kxS k 

Xبراي مجموعه              فشرده است پس
p

X

),(
1

K

p

k
xSUX






Xحال كه            را توانستيم توسط تعداد متناهي مجموعه باز با 

 f  كه                   1شعاع            پوشش دهيم و با استفاده از قضيه nf 

.داراي زير دنباله همگرا مانند                    مي باشد   
inf



آنگاه كه ت ه اي كه ري گ جه NNnnنت نتيجه مي گيريم كه        اي  هست كه                             آنگاهNNnn ii ,

از طرفي براي هر                  دهر                                          
3

)()( 
 knkn xfxf

ii
Xx

),(صورت                               و بنا به همپيوستگي              داريم       kxSx 
infم ي و پ و و 
i

)()( ff .كه نتيجه حاصل مي گردد
3

)()( 
 snkn xfxf

ii



4 لا(2 لآ ك ك)آ ا ك Xاگ Xاگر          يك فضاي متريك ) :آسكولي–آرزولا(قضيه4.20

F)(xCFفشرده و         زير فضاي بسته اي از               باشد  آنگاه            )(

.فشرده است اگر و فقط اگر كراندار و همپيوسته باشد 



ات :خلاصه(اث اندار) ك و ته اشد ده فش Fاگ اگر        فشرده باشد پس بسته و كراندار ) :خلاصه(اثبات

 

F

است خانواده                                             پوشش باز براي         






  FffS )

3
,( 

:است چون             فشرده است پس              F F

)( n
fSUF )

3
,(

1


Kk

fSUF






kfX پيوسته           فشرده فضاي به             هر طرفي از

:پساستيكنواخت

]
3

)()(),([   yfxfyxd kkkk 3



اگر                                            در نظر بگيريم  و  k ...,,min 1

ن ت ا آنگا )( yxd)( yxf آنگاه براحتي مي بينيم                                                       ),( yxd),( yxf

.    يعني          همپيوسته است  F



 زير داراي دنباله هر كنيم ثابت است كافي : عكس اثبات براي

. گيرد مي انجام براحتي نيز كار اين كه همگراست اي دنباله

. نمائيم مي بيان جبرها مورد در را زير تعريف اكنون



Aفرض كنيد          مجموعه اي از توابع به مجموعه : تعريف 407  

باشد بطوريكه  با عمل جمع و ضرب اسكالر يك فضاي               E

fgبرداري است و به ازاي هر                     از             داشته باشيم ,Aم ر و ر

گوييم م جبر يك آنگاه Agf 

A

A . آنگاه         يك جبر مي گوييم                   Agf A



و هر ازاي به اگر است جبر يك Agfپس , A پس           يك جبر است اگر به ازاي هر                        وAgf , A

هر دو  اسكالر                      داشته باشيم ,

AgfAgf  ,

وxC)(واضح است كه                 يك جبر است و هر زير مجموعه  ج زير هر و جبر ي ح )(و

.با خواص فوق را يك زير جبر                مي گوئيم  )(xC



A)(xCAاگر             يك زير جبر                    باشد آنگاه:لم4.1 م

است جبر يك .نيز

)(

.نيز يك جبر است

ا ه(اث تفاد)خلا ا نكته ا از ه قض ا ا اث در در اثبات اين قضيه  از اين نكته استفاده ) :خلاصه(اثبات

Aمي شود  كه هر عضو           حد  يك  دنباله  از  اعضاي             

.مي باشد          
بقيه  در صفحه بعد                                                                                                                                                                                                          

A



از ال ا اگ گ ا f Af بعبارت ديگر اگر                     دراين صورت دنباله             از nf Af 

Affffاز اعضاي        موجود است كه    nn  )0(

Agfاگر                                پس                                 وجود دارد     nn gf ,

كه

                      Agfffgg nnnn  ,,, nnnn



پس است جبر AAgfgfچون   AAgfgfچون             جبر است   پس nnnn  ,

و بازاي هر دو عدد                      از طرفي چون ,

و                                                           gfgf nn  gfgf nn 
  

و                                                           Agf  gf

.يعني                يك جبر است Aجبر ي ي ي



AEفرض كنيد          يك جبر از توابع بر مجموعه : تعريف  4.7

AEباشد گوئيم           نقاط            از هم جدا كند اگر به ازاي 

متمايز از        تابعي مانند         در            باشد                  1,2 xxfA E

كه بطوري

,f

)()( ff

A

)()(بطوري كه 21 xfxf 

            



xEfAاگر به ازاء هر            در           تابعي مانند           در           

)(0باشد بطوريكه                        گوئيم               در  هيچ نقطه          xfA

د ش ن ف E              صفرنمي شود  . E



4 نقاط:قضيه21 كه باشد به جبري كنيد AEEفرض فرض كنيد          جبري به             باشد كه نقاط :قضيه4.21

اگ ن ف كند دا ا

AE

Ecc

E

E                  را جدا مي كند و بر           صفر نيست اگرEcc ,, 12 E

دو نقطه متمايز                        دو عدد ثابت باشند آنگاه تابعي 
1,2 xx

f مانند            عضو              وجود دارد بطوريكه: fA

2211 )(,)( cxfcxf 



AEبا توجه به فرض اينكه             نقاط              را ) :خلاصه(اثبات

كه است موجود مانند تابعي كنند مي )()(جدا 21 xx   جدا مي كنند تابعي مانند        موجود است كه

كه ددارد وج ع ا ت ت ن صف ه و

)()( 21  

 AE و            به           صفر نيست توابع                    وجوددارد كه , AE

و                         با اين دو تابع مي توان تابع                               0)( 2 xf 0)( 1 x

. را ساخت كه در شرايط قضيه صدق كند
        

                



4 اا(22 ا )ا )وايراشتراس-استون( قضيه4.22

A فرض كنيد          يك فضاي متريك فشرده و          زير جبريXA

xCr)(از باشد بطوري كه                 نقاط  را جدا كند و بر           X

xCA)(صفر  نباشد در اين صورت                                  توجه شود  r
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:توابع مثلثاتی
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سایت مرجع دانشجوی پیام نور

 نمونه سوالات پیام نور : بیش از 110 هزار نمونه سوال همراه با پاسخنامه

تستی و تشریحی

 کتاب ، جزوه و خلاصه دروس

 برنامه امتحانات

 منابع و لیست دروس هر ترم

 دانلود کاملا رایگان بیش از 140 هزار فایل مختص دانشجویان پیام نور
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