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ت ا از دا ه ھ که ت د ت ض نا بنام حضرت دوست که ھرچه داريم از اوست          

معادلات ديفرانسيل معمولی
شي )شته )رشته شيمی( ) 

:تھيه وتنظيم•
ل ا فا ال جمال صفار اردبيلی            •

پيام نور اردبيلعضو ھييت علمی دانشگاه           •
١

م پ



يل ديفران ادلات ل سرفصل معادلات ديفرانسيلرف
عنوان

معادله ديفرانسيل مرتبه اول:فصل اول
ھماھيت معادلات ديفرانسيل و طبقه بندی آنھا:١ ی ب ب و ي ر ي ي
معادله ديفرانسيل جدا شدنی و تبديل به آن : ٢
آن:٣ به تبديل و ھمگن ديفرانسيل معادله معادله ديفرانسيل ھمگن و تبديل به آن:٣
دسته منحنی ھا و دسته منحنی ھای متعامد : ۴
ل۵ كا ل ان ف د ادله معادله ديفرانسيل كامل:۵
عامل انتگرال ساز:۶
معادله ديفرانسيل مرتبه اول خطی و تبديل به آن:٧

٢



  معادله ديفرانسيل مرتبه دوم: فصل دوم

يا  معادله ديفرانسيل مرتبه دوم حالت خاص فاقد : 1
گ ثا ا ا ل ا ل ا

y x
معادله ديفرانسيل مرتبه دوم با ضرايب ثابت ھمگن:2
اويلر-معادله ديفرانسيل کشی:٣
تغيير ( معادله ديفرانسيل مرتبه دوم خطی غير ھمگن : ۴

)ير)متغير
)  ضرايب نامعين( روش ضرايب ثابت: ۵

٣



حل معادله ديفرانسيل به روش سری ھا:فصل سوم

سری توانی: 1
ادلات٢ ھا ا د نف ل نقاط نقاط معمولی ومنفرد وجواب ھای سری معادلات:٢

ديفرانسيل
نقاط منفرد منظم معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دوم:٣

رحالتی كه معادله شاخص دارای ريشه ھای برابر است4: ر ر ر ی

٤



:  فصل چھارم
ل١ ا ف لا ا گا دستگاه معادلات ديفرانسيل:١

٥



تبديلات لاپلاس: فصل پنجم

لاپلا:١ تبديل تبديل لاپلاس:١
خواص تبديل لاپلاس: ٢
لا٣ لا ل ک معکوس  تبديل لاپلاس:٣
حل معادله ديفرانسيل به روش لاپلاس:۴
تبديل لاپلاس برخی توابع: 5

٦



آن ند قه ط ل ان ف د ادله ت  ماھيت معادله ديفرانسيل وطبقه بندی آناھ
مبا مفھوم معادله يعنی رابطه ای که درآن:مقدمه

ساده ترين معادله يک . تساوی باشد، آشنا ھستيم
باشد، م مجھولی می باشد،مجھول

            مثلا. می دھيمنشان             که بانماد   0xf0bax
                     معادله يک مجھولی درجه اول و
و دوم درجه مجھولی يک معادله

02  cbxax
معادله يک مجھولی درجه دوم و

آ ل ل ل
023  dcxbxax

معادله يک مجھولی درجه سوم والی آخر

٧



ا ا ک ل ل ا  0fشا معادله دو مجھولی که بانماد  0, yxfنشان می دھيم

0 cbyax اولمثلا درجه مجھولی دو معادله 0 cbyax
022  feydxcybxyax

معادله دو مجھولی درجه اولمثلا

معادله دو مجھولی درجه دوم والی اخر
باشد م طرح قابل سوال دونوع معادله :درمورد معادله دونوع سوال قابل طرح می باشد:درمورد

x  0f ادلهآيا)الف اشد؟ا 0x  0xf می باشد؟جواب معادلهآيا)الف

؟) ک ا ا ل ا ا
 00 , yx  0, yxf می باشد؟جواب معادلهآيا جفت

جواب معادله راپيدا کنيد؟)ب

٨



الف سوال به دادن با)جواب زيرا باشد م ساده ساده می باشد زيرا با)جواب دادن به سوال الف
ولی جواب دادن  .جايگذاری می توان مشخص کرد

ابتدا بايد معادلات را.مشکل می باشد)به سوال ب
خاصی روش نوع ھر وبرای کرده بندی دسته بندی کرده وبرای ھر نوع روش خاصی دسته

راارائه داده بعبارت ديگر برای حل معادله بايد دو 
ا :مرحله را مشخص کنيمل

شناخت)1 مرحله ر )1
)روش حل(مرحله حل) ٢

٩



  0yxfx درمعادله اگر تغيرتغيرحال ان ن راب   0, yxfx
y

رابعنوان متغيرمتغيرحال اگر درمعادله

گاه آن بگيري درنظر وابسته متغير بعنوان را ل

y
y

x
را بعنوان متغير وابسته درنظر بگيريم آن گاه 

از تابعتا مشتق درمورد توان م و باشد م

مستقل و

y xمی باشد و می توان درمورد مشتق تابعتابعی از

يعنی کرد :صحبت ی ر ي :ب 

   
n ydyddy 2

   
n

n

dx
ydyy

dx
ydy

dx
dyy  ,...,, 2

2

١٠

dxdxdx



xy و)متغير مستقل(معادله ای که شامل ترکيباتی از

ت( ا ا)تغ ن ا نا ل ان ف ل ا ا اش آ شتقات

:تعريف

   0 nf
و مشتقات آن باشد را معادله ديفرانسيل ناميم وبا نماد)متغير وابسته(

   0,...,,,,  nyyyyxf
دھيم می ھيمنشان ی  ن 

:درمورد معادله ديفرانسيل نيز می توان دو سوال طرح کرد

آيا تابع ) الف  0, yxfجواب معادله ديفرانسيل می باشد؟

جواب ھای معادله ديفرانسيل را پيدا کنيد؟) ب

١١



الف ال ه دادن ت)ا ا گذا(اد ا تااآثلا)ا

x2065 

تابع ياآمثلا ) با جايگذاری(ساده است)جواب دادن به سوال الف

ل ا يباشد؟ا xey 2065  yyy ميباشد؟ جواب معادله 

مشکل می باشد وبستگی به نوع ) جواب دادن به سوال ب
دارد آن بندی وطبقه معادلهمعادله ودرجه مرتبه باتعريف باتعريف مرتبه ودرجه معادله.معادله وطبقه بندی آن دارد
.می رويم) ديفرانسيل به سراغ سوال ب

بيشترين تکرار مشتق در ھر معادله را مرتبه آن  :تعريف
 .وتوان بيشترين تکرار مشتق را درجه معادله ديفرانسيل ناميم

١٢



:مثلا
معادله١)  543 xyy  (

.مرتبه اول ، درجه سوم   می باشد
  yy


223

xمعادله        ) ٢
dx

yd
dx

yd











2

2

2

3

3

.مرتبه سوم ، درجه اول  می باشد
dxdx 

معادله)٣    432 yyy  (
 .مرتبه سوم ، درجه اول می باشد

yyy

١٣



ش ا ل ا ف ل معادله ديفرانسيل جدا شدنیا
مشابه معادله معمولی باتوجه به تعريف مرتبه ودرجه معادله 

بنابراين ساده ترين . ديفرانسيل می توان آنھا راطبقه بندی کرد
بصورت اول مرتبه ديفرانسيل معادله  0,, yyxf ور ول ب ب  ر يل  ر ي  

برابربايک باشد آنگاه معادله مرتبه می باشد که اگر توان
باشد م اول درجه اول

  0,, yyxf
y
اولکه درجه اول مرتبه اول درجه اول می باشد

کل بصورت  )(, yxFyxfy

مرتبه اول درجه اولکه

بصورت کلی 
  ),(

,
yxF

yxg
y 

می باشداش

١٤



معادله ديفرانسيل مرتبه اول درجه اول به صورت:تعريف

 xf  
 
xfy 

ھر معادله مرتبه ).مرحله شناخت(را معادله جدا شدنی ناميم 
 yg

م ی ر)ر(ر ر
جدايی (اول درجه اول جداشدنی را اختصارا معادله جداشدنی 

کلیناميم)پذير بصورت توان می را شدنی جدا معادله ھر ھر معادله جدا شدنی را می توان بصورت کلی.ناميم)پذير

    0 dyyNdxxM

.تبديل کرد١٥



جداشدن يل ان ديف معادله الحل انتگ داشدنگا ادله از از معادله جداشدنی گيریبا انتگرال:حل معادله ديفرانسيل جداشدنی

    0dNdM     0 dyyNdxxM
.می توان جواب آنرا محاسبه کرد

ھدف از حل معادله ديفرانسيل محاسبه جواب عمومی : تذکر
جوابی را جواب عمومی ناميم . معادله ديفرانسيل می باشد

که باشد ديفرانسيل معادله مرتبه تعداد به پارامترھا تعداد يل ب  ھرگاه ر ي ب   ر ر ب   ر ر  پ
.بعدا آنرا دقيقا تعريف خواھيم کرد

١٦



.  را حل می کنيم                   معادله  :مثال 
ل

yy
xxy




 2

2

2 داريم:حل
yy

yy
xx

dx
dy




 2

2

آن گاه
yy

    022  dyyydxxx

ويا                                              درنتيجه     022   dyyydxxx

cyyxx  3223

3
1

2
1

2
1

3
1

 .معادله است)عمومی(جواب
3223

١٧

)(



ظا ا ک ل ا ل ا ت ل ا ف ل معادله ديفرانسيل مرتبه اول درجه اول ممکن است به ظاھر ا
جداشدنی نباشد ولی با تقسيم برعباراتی می توان آن را تبديل به 

.جدا شدنی نمود

معادله : مثال      01111 22  dyyxdxxy

به ظاھر جدا شدنی نيست، ولی با تقسيم برحاصلضرب عبارات 
:داريم                      اضافی   11  yx011 22





 dyydxx می ر

:  داريم  گيریکه جدا شدنی است پس با انتگرال 

  11  yx0
11







dy
y

dx
x

    cyyyxxx  1ln2
2
11ln2

2
1 22

 .جواب معادله است١٨



 معادله ديفرانسيل ھمگن 
ملاحظه شد معادله مرتبه اول درجه اول بصورت

 yxf ,  
 yxg

yxfy
,
,



ويا به صورت
    0dNdM

می باشد
    0,,  dyyxNdxyxM

١٩



yxyyxyمثلا معادلات
22

2

2

, 





شدنی جدا ھيچکدام که باشند می اول درجه اول مرتبه معادلات

xy
y

xy
y 2 ,



معادلات مرتبه اول درجه اول می باشند که ھيچکدام جدا شدنی 
نيستند ولی معادله اولی دارای خاصيتی می باشد که معادله 

ت ن اد ت لات ا ت ل ا ل ان ف د ادله د درمعادله ديفرانسيل اول تمام جملات توابع.دومی نيست

)()( yxfzyxgz 
اين .از توان يکسان دو می باشد ولی معادله دومی چنين نيست

),(,),( yxfzyxgz 
چ ی ی ی

.مفھوم رابانماد رياضی تعريف می کنيم

٢٠



)(f تابع دو متغيره :تعريف 

ا گ ا کا ط گا ا

),( yxfz 
n :ناميم ھرگاه درشرط زير صدق کند   را تابع ھمگن از درجه

   
n

   yxfttytxf n ,, 

تابع  22, yxyxyxf تابع ھمگن ازدرجه دو می باشد
y

تابع  yyxeyxf x
y

sin, 
x

باشد می يک درجه از ھمگن .تابع
٢١ 

ی ب رج ي  ز  ن  .بع 



ديفرانسيل:تعريف معادله f معادله ديفرانسيل :تعريف 
 yxg

yxfy ,


را معادله ھمگن ناميم ھر گاه توابع دو متغيره 
 yxg ,

fg,
بعبارت ديگر معادله . توابع ھمگن از درجه يکسان باشند

ل ان ديفرانسيلف
    0,,  dyyxNdxyxM

NM            را معادله ھمگن ناميم ھر گاه توابع دو متغيره  , ير و ع و ر يم ن ر
.توابع ھمگن از درجه يکسان باشند

,

٢٢



ھمگن ديفرانسيل معادله معادله:حل کنيم فرض yxf , ن يل  ر ي يم :ل   رض 

باشد متغيرھمگن تغيير پسداريبافرض

 
 yxg

yfy
,
,


yvvxy    پس           داريم          بافرض تغيير متغير.ھمگن باشد

                  
ک ش ل ا گذا ا ا گا آ

x
v vxy 

vxy  
آن گاه با جايگذاری درمعادله نتيجه می شود که

     1, 1,f v f vdv dv dxv x v x v f v        

جدا روش به آنرا توان می است شدنی جدا اخير معادله که
       1, 1,

v x v x v f v
g v dx g v f v x

     

ر ب روش ج ن  و ی  ی   ير ج    
yvشدنی حل کرد وبا جايگذاری 

.جواب معادله ديفرانسيل اوليه بدست می آيد 
x

٢٣



گن:ثال ھ ل ان ف د ادله  022  xydydxyx معادله ديفرانسيل ھمگن:مثال
و                          را حل می کنيم باجايگذاری xdvvdxdy vxy 

  0 xydydxyx

:داريم   
  0

0
322222

222 

dd
xdvvdxxvxdxxvx

 
  021

0
322

322222





vdvxdxvx
vdvxdxxvxvx

 
  021 2  xvdvdxv

                            
با تقسيم برحاصلضرب عبارات اضافی 

ا
 221 vx 

d 0:داريم
21 2  


 dv

v
v

x
dx

٢٤



1 21ln ln(1 2 ) ln
4

x v c  

را بعنوان معمولا  رای ساده کردن به جایب: تذکر
کنيم می اختيار ثابت .پارامتر

ccln
يم ی  ر  ي ب  ر  ر .پ

1
2 4ln (1 2 ) lnx v c 

24

( )

(1 2 )x v c 
2

4
2(1 )yx c 

باشد می ديفرانسيل معادله .جواب

4
2(1 )x c

x
 

٢٥

ی ب يل  ر ي ب   .جو



ا ت ا ن ن ت ا ن ن دسته منحنی ھا ودسته منحنی ھای متعامدت
اول مرتبه ديفرانسيل معادله ھر عمومی جواب که شد ول ملاحظه ب  ر يل  ر ي ر   ی  و ب     جو

وقتی . معمولا شامل يک ثابت اختياری موسوم به پارامتر است
دسته يک شود، م داده نسبت پارامتر اين به مختلف مقادير مختلفی به اين پارامتر نسبت داده می شود، يک دستهمقادير
منحنی به دست می آيد ھر يک از اين منحنی ھا يک جواب 

ا ا آن ت ا ف ل ان ف ل ا خصوصی معادله ديفرانسيل مفروض است وھمه آنھا با ھمخ
بنابراين معادله. جواب عمومی آن را تشکيل می دھند

بنابراين معادله.جواب عمومی آن را تشکيل می دھند
0),,( cyxf

ی ي ر ن ی و ب ينجو بر ب

باشد م منحن دسته يک
0),,( cyxf

٢٦

 .يک دسته منحنی می باشد



ی  ته منحن د بريک دس ای متعام ی ھ ته منحن واھيم دس ال می خ ح
ه  م ک ت آوري يل بدس ه ديفرانس تفاده از معادل روض رابااس ممف وري ي ر ي ز ر روض

د ی باش يل م ه ديفرانس اربردی از معادل دادی . ک ال تع وان مث بعن
کنيم می رسم زير رادر منحنی :دسته :دسته منحنی رادر زير رسم می کنيم

 

٢٧
 



٢٨



طال ت ا االاال ت ز ن از تفا ا ا وبا استفاده از روند زير می توان بالا حال با توجه به مطالب
:دسته منحنی ھای متعامد بريک دسته منحنی ھا را پيدا کرد 

0),,( cyxf ),,( yf
معادله دسته منحنی ھا 

  0),,(01,,0,,
1











  


cyxg
y

yxfyyxf y
y

 y
معادله ديفرانسيل 
ھا منحن دسته معادله ديفرانسيل دسته

دسته 
ھای دسته منحنی ھامنحنی

منحنی ھای متعامد
ی ی 
متعامد

٢٩



ه:ثال ا د ھا ن ن ته د د ا ت ھا ن ن ته د دسته منحنی ھای متعامد بردسته منحنی ھای دواير به :مثال
مرکز مبدا وشعاع دلخواه رابدست می 

:                                         آوريمآ
          

222 cyx   0022  yyxyyx

مشتق                                                         
011











  


yxy
y yyxyx 






 y y

cxydxdyy
d
dyx lnlnln    y

xy
y

dx  

 ll
دسته منحنی ھای متعامد

cxycxy  lnln

٣٠



٣١



ا ش ا ا ت ک ا ا ل اغلب مناسب است که دسته منحنی ھای داده شده را برحسب ا
مختصات قطبی بيان کنيم دراين حالت از اين موضوع استفاده 

زاويه بين شعاع حامل وخط مماس باشد آن      می کنيم که اگر
عمومی(گاه برای).رياضی بالا بحث استفاده با


rd tan               )ی و ی  ی ).ري ب  ب ب بر

له ديفرانسيل دسته منحنی درمعاديافتن دسته منحنی ھای متعامد 
dr

 tan

منفی عکس آن يعنی            داده شده به جای عبارت
dr

rd
dr

.را جايگذاری می کنيم                   
dr

rd
dr



٣٢



ھا:ثال ن ن ته د د ا ت ھا ن ن ته د دسته منحنی ھای متعامد بردسته منحنی ھای:مثال

آ لط
cxyx 222 

معادله دسته منحنی ھا .را درمختصات قطبی بدست می آوريم
cos2cr:در مختصات قطبی عبارت است از 

:  بنابراين  


sin2c
d
dr



:داريمکه با حذف
d

c


sin







r
d
dr

ويا
 cos d

 cosrd



sin
cos


dr

rd
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d d
:داريم  به که با جايگذاری  dr

rd
rd

dr


 coscos drdr
 







 sin
cos

sin
cos d

r
drr

rd
dr

 




sin2
sin2lnln2lnsinlnln

cr
crcr




 
sin2cr

.  معادله دسته منحنی ھای متعامد می باشد 

٣٤
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ل کا ل ا ف ل ا  معادله ديفرانسيل کامل 
متغيره دو توابع ديفرانسيل با عمومی دررياضيات عمومی با ديفرانسيل توابع دو متغيرهدررياضيات

ا که ا تا ل کا ل ان ف د که د ک ظه لا شد آشنا
),( yxfz 

آشنا شديم وملاحظه کرديم که ديفرانسيل کامل تابع را که با
زنشان می دھيم عبارت است ا       نماد df

dyfdxfdf









بصورت اول درجه اول مرتبه ديفرانسيل معادله وھمچنين

yx 

ور  ول ب رج  ول  ب  ر يل  ر ي ين   چ وھ
.می باشد                                                  کلی      0,,  dyyxNdxyxM
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ف لت ا ف ل ا    0dNdM معادله ديفرانسيل:تعريف

متغيره دو تابع گاه ھر ناميم کامل معادله را

    0,,  dyyxNdxyxM

),( yxfz  را معادله کامل ناميم ھر گاه تابع دو متغيره

که بطوری باشد .وموجود

),( yxfz
 yxM

x
f ,

 yxN

y
f ,



وری                   .ووجو ب ب

با توجه به تعريف بالا تعيين اينکه معادله ديفرانسيل داده شده 
xy

کامل می باشد، مشکل است زيرا بايد تمام توابع دو متغيره 
دارای تابع کدام بترتيب که کنيم وملاحظه کنيم یراجستجو ر بع  م  يب  ر يم  ب يم و  جو  ج ر

برابر با توابعمشتقات جزيی نسبت به xy,
   می باشدو  yxMM , yxNN ,

٣٧



ل دل ن ھ ه ت ا شکل اشد ذ کان ا کا ن ا اگر اين کار امکان پذير باشد، مشکل است به ھمين دليلاگ
بدست می آوريم که وجود چنين شرايطی روی 

ط ط گ
NM ,
با مشتق گيری جزيی از طرفين رابطه .تابعی را تضمين کند

ھای yxMf


 yxNf




به نسبت ترتيب :داريمبه

 yxM
x

,


 yxN
y

,


yx, : داريمبه ترتيب نسبت به yx,
MfNf 

ا ا ا ک ا ا
yx

f
yxy

f
x 







,
ff  22

:با توجه به اينکه برای توابع پيوسته داريم
xy
f

yx
f








NM 




xy:بنابراين  ٣٨ 






بنابراين شرط کامل بودن معادله ديفرانسيل

    0,,  dyyxNdxyxM

از است :عبارت ز ر   :  ب

NM 
x
N

y
M








.)مرحله شناخت(
y
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.معادلات ديفرانسيل زير کامل می باشد:مثال
                          )   الف    032 2  dyyxdxyx (

زيرا  
    032  dyyxdxyx

11  NM      

(

11 



 xy

    0332 2223 dd )ب
زيرا

    0332 2223  dyxyyxdxyxy

1616 22 





 xyNxyM

 xy
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کامل ديفرانسيل معادله ل:حل يل  ر ي :ل  
فرض کنيم که معادله ديفرانسيل 

مانند تابع کامل، ديفرانسيل معادله تعريف بنابر باشد کامل
    0,,  dyyxNdxyxM
کامل باشد بنابر تعريف معادله ديفرانسيل کامل، تابعی مانند

ک ا
),( yxfz 

:موجود است که
 yxMf ,


 yxN

y
f ,



                       
شود می نتيجه بالا ھای تساوی بنابر پس

 y
xy

0df و ی  يج  ی ب  وی  بر  پس ب

باشدويا م ديفرانسيل معادله جواب

0df

cf  cf .جواب معادله ديفرانسيل می باشدويا 
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جزيی مشتقات معلومات، ازتنھا استفاده با که باشد می f و  جزيی ز ھ  ی ب  ب  
.روند  زير می توان آنرا محاسبه کرد

f
 yxNf


 

 , 

     ydxyxMfyxMf

y
y

yx












 


     

   ydxyxmf

ydxyxMfyxM
x




















 ,,

                          
دوم رابطه از استفاده با گاه بدستمقدارآن

   ydxyxm
yy







  ,

 yxNf ,
 y وم ب  ز ر ب رن  ب  
که ھمانمی آيد که با انتگرال گيری از آن مجھول

نتيجه در شود م محاسبه باشد کهم آيد م بدست

 yxN
y

,


 y

f
 y f

بدست می آيد کهمی باشد محاسبه می شود در نتيجه
 .جواب معادله ديفرانسيل است

f
cf 
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معادله:مثال که شد ملاحظه ملاحظه شد که معادله:مثال

اش ل کا
    032 2  dyyxdxyx

: کامل می باشد پس

ff 


   yx
y
fyyxxfyx

x
f yx













 22 

    yyyxyxyx
y
f









 222 333 

  cyyxxyyxxfyy df   320323

. جواب معادله ديفرانسيل است 
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از ال انتگ ل عامل انتگرال سازا
معادله ديفرانسيل  02  dyxxydx ي ر ي

کامل نمی باشد زيرا
  yy

1,12 





 MxN

ولی اگر طرفين معادله بالا را در
,
 yx

2
1u 

 :ضرب کنيم داريم 
2x

0112 





  dydxy

واين معادله ديفرانسيل جديد کامل می باشد زيرا

2  xx

22

1,1
xy

M
xx

N









کرد حل را جديد ديفرانسيل معادله کامل روش به توان می .و

xyxx 

٤٤

ر ل  ي ر  يل ج ر ي ل   ن ب روش  و ی   .و 



ل اش ل کا ل ا ف ل ا ا ک ا بنابراين ممکن است معادله ديفرانسيل کامل نباشد ولی ا
باضرب کردن درتابع که آنرا عامل انتگرال سازگوييم تبديل 

اکنون شرط وجود عامل انتگرال ساز . به کامل کرد
کنيم می بيان را آن محاسبه معادله.وچگونگی که کنيم فرض يم ی  ن  ن ر بي ب  ی  و يم  .وچ رض 

    0,,  dyyxNdxyxM
کامل نباشد يعنی

   ,, yyy

x
N

y
M








باشد، آنگاه طبق ودارای عامل انتگرال ساز
جديد معادله ساز انتگرال عامل تعريف

xy 
),( yxuu 

تعريف عامل انتگرال ساز معادله جديد

باشد می 0کامل uNdyuMdx
٤٥

ی ب ل 



x
uN

x
Nu

y
uM

y
Mu
















xxyy 

محاسبه دليلکه ھمين به نيست ممکن معادله اين از u ب يل  ين  ي ب  ن  ين   ز 
تحت شرايط خاصی عامل انتگرال ساز  را بررسی می 

.کنيمکنيم

تابعی)لفا فقط ساز انتگرال عامل که کنيم می فرض ی) ب ز   ل  ر ل  يم   ی  رض 
، آن گاه            باشد يعنیاز x)(xuu 

d , 0u du u
x dx y
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x dx y 



داريم جايگذاری با :که با جايگذاری داريم:که

   dxxpNM 



 1   dxxp

euو
x
N

y
M

N
xp 
















1

.عامل انتگرال ساز می باشد

    فرض می کنيم که عامل انتگرال ساز فقط تابعی از) ب
يعنی آباشد گاه، ن

y
)(yuu ن گاه، آ                باشد يعنی )(yuu 

u du u , 0u du u
y dy x
 

 
 

٤٧

y y



داريم جايگذاری با :که با جايگذاری داريم:که

  



 


NMyq 1  dyyq  



 





xyM

yq   yyq
eu 

باشد می ساز انتگرال .عامل انتگرال ساز می باشدعامل

٤٨



معادله:مثال برای سازی انتگرال عامل ی :ل زی بر ل  ر ل 
 

کني م پيدا را
  01 2  dyxxydx

.را پيدا می کنيم
xxxابتدا مقدار مشترک :حل

x
N

y
M







 2

:  داريم را محاسبه می کنيم که با تقسيم بر

xy 

M
 

   1 1 1M Nq y x
M

  
       

سازپس انتگرال عامل

   
M y x xy y     

y
dy

y ln
1

عامل انتگرال سازپس
.می باشد
yeeu yy  ln

٤٩



گ گ گاھی معادله ديفرانسيل غير کامل دارای عامل انتگرال :تذکر
سازی بصورت  n mu x y x y ور ز

 .ثابت ھای مناسبی ھستند                    است، که درآن
 ,u x y x y

mn,

صورت به سازی انتگرال عامل يافتن برای يافتن عامل انتگرال سازی به صورتبرای

  n mu x y x y
کاملواز شرط طرفين معادله را درآن ضرب می کنيم

 ,u x y x y

.استفاده می کنيم

٥٠



کوتاه:تذکر يا بندی دسته میروش کردن جستجو با گاھی ، و:ر ی ي  ی روش  ب ن  ر جو  ی ب ج  
توان معادله ديفرانسيل را به يکی از حالات زير دسته بندی 

:کرد:کرد
)جداشدنی() الف    dyyNdxxM 

)  ب    yxvddxxM ,

)ج

    y

    dyyNyxud , )ج

)د

    

     yxvdyxud ,,  ) د
که به سادگی می توان با انتگرال گيری از طرفين معادلات 

آ ا ا آ ا

     yxvdyxud ,,

٥١
 .جواب آنھا را بدست آورد



:يادآوری

))الفال )d xy ydx xdy
d d

 

)2)ب )x ydx xdyd
y y




)ب

( )

y y
y ydx xdyd  

)2)ج )y y yd
x x



1
2 2(tan )y ydx xdyd

x x y
  




x)د٥٢ x y



d d ln))ه )x ydx xdyd
y xy




(1

y xy
ydx xdy 1)و

2 2(tan ( ))
1
ydx xdyd xy

x y
 




)ln)22)ز )) 2

y
xdx ydyd x y 

  (
2 2(ln( )) 2d x y

x y
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ديفرانسيل:مثال باروشمعادله را   02  xdydxyy يل:ل ر ي روش   ر ب
.دسته بندی حل می کنيم

رت:حل ص به را ديفرانسيل معادله

  0 xdydxyy

02  xdyydxdxy معادله ديفرانسيل را به صورت :حل
 )ب(واز فرمول می نويسيم که

ا

0 xdyydxdxy
dxyxdyydx 2

:داريم
dx

y
xdyydxdx

y
xd 











2,

که با انتگرال گيری نتيجه می شود  
yy 

cxxxy 
 

باشد م ديفرانسيل معادله جواب

cx
yxc

y 


 ,

.جواب معادله ديفرانسيل می باشد

٥٤



 معادله ديفرانسيل مرتبه اول خطی 
ت ل ا ه ت ادله که شد ظه لا  0f ملاحظه شد که معادله مرتبه اول بصورت

برابر با يک باشد آنرا معادله می باشد که اگر توان ھای
  0,, yyxf

yy ,
ملاحظه شد که معادله خط(مرتبه اول خطی ناميم

به يابرابر با يک می باشد که اگر توان يکی ازتوان
cbyax 

yx,xy ز ی ر ی ر ر
بنابراين معادله ) غير يک باشد آن گاه معادله منحنی می باشد

صورت به خطی اول مرتبه

yx,xy

مرتبه اول خطی به صورت

 xfyxfyxf 321 )()( 
.می باشد

 fyfyf 321 )()(

٥٥



ن ف ط تق تا خط ل ا ه ت ادله f معادله مرتبه اول خطی بصورت با تقسيم طرفين بر
کلی

1f

   xqyxpy 
مثلا معادلات زير مرتبه اول خطی)مرحله شناخت(است 

   xqyxpy 
)(
:ھستند
31)الف xyy  ) الف

)ب

xy
x

y 

xeyy 
1

ey) ب
x

y 

)ج
 

2

2 xexyy 
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ل ان ف د ادله ل ا   xqyxpy  برای حل معادله ديفرانسيل 

نه؟ يا است کامل آيا که کنيم می ملاحظه ابتدا

   xqyxpy 
ابتدا ملاحظه می کنيم که آيا کامل است يا نه؟ 

عامل انتگرال ساز معادله مرتبه اول خطی 
 dxxp

eu 
واست

     dxxpdxxp        cdxxqeey
dxxpdxxp

 .[
جواب عمومی معادله مرتبه اول خطی   xqyxpy 

می باشد
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خطی:مثال اول مرتبه کنيممعادله می حل را 31 xyy  ی:ل ول  ب  ر يم  ی  ل  .ر 

ن :پسچ

xy
x

y 

  1  3d
dx

x
dx

x  3
11

[ :پسوچون    
x

xp   3xxq cdxxeey xx  3.[

 
 ][][ 3ln3.lnln 1

cdxxxeycdxxeey xxx   ].[].[ cdxxxeycdxxeey

 11
x
cxycxxy 
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5
1

5
1

ديفرانسيل معادله استجواب



.استجواب معادله ديفرانسيل

٥٨



ط ل ا ت لا ا ا ا حالت خاصی از معادلات مرتبه اول خطی به صورتال

   yqxypdx


ھای توان که باشد باشدمی می يک با با.برابر

   yqxyp
dy


dxxx , ی ن  و ی ب             ی ب   بر ب ي  ب .بر

   توجه به روش حل معادله مرتبه اول خطی با تعويض نقش 
dy

xx,

x
وبالعکس نتيجه می شود که      با y

      ].[ cdyyqeex
dyypdyyp


   ].[ cdyyqeex 

٥٩



خط ه ل د ت که ل ا ه ت ادلات از خا الت حالت خاصی از معادلات مرتبه اول که تبديل به خطی می -
nyxqyxpyشود به صورت )()( 

معادله مرتبه اول خطی است وبه           می باشد که به ازای
ازایازای ه ت ا شدن دا ادله

0n
1n10 ،                  معادله جدا شدنی است وبه ازای      ازای

معادله ديفرانسيل برنولی را می . معادله برنولی ناميده می شود
ل

1n1,0n
n1 دارای جوابوحل کرد              توان با تغيير متغير nyz  1

dd  
)()1()()1(

cdxxqneeyz
dxxpndxxpnn  

 )()1.([
)()1()()1(1

.است
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.را حل می کنيم                                       معادله: مثال 431 yxy
x

y 

                 و             و              و      داريم :حل
x

4n31  nx
xp 1)( 3)( xxq  م

:  پس
x)(q

])3.([ 3
1)3(1)3(3 cdxxeey

dx
x
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.جواب عمومی معادله است
343 3 cxxy 
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yc 

بعنوان معادله ديفرانسيل مرتبه اول می توان معادله ديفرانسيل
)(f 

نا ک ط Cl)کلا i t)ت ا گف ا

)(yfyxy 

بسادگی .معروف است(Clairaut)کلرورا مطرح کرد به نام
جوابی از معادله                             ملاحظه می شود که  )(cfcxy 

با جايگذاری              بالامی باشد زيرا با مشتق گيری داريم
که معادله                                درجواب نتيجه می شود  

cy 
)(yfyxy  و ی يج ب رجو

     بنابراين جواب معادله کلرو با جايگذاری . کلرو است
آيد م بدست

)(yfyxy 
yc 

.بدست می آيد
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لثال ا                       معادله:مثال
    2)(yyxy 

.را حل کنيد 
)(yyy

معادله دارای جواب                      با جايگذاری: حل cy 

ت ا

2ccxy 
.است
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اول- مرتبه ديفرانسيل معادله آخرين ريکاتیبعنوان ول ب  ر يل  ر ي رين   ن  و یب ري
(Riccati)رابيان می کنيم که به صورت

ط ش اا ک ا ا اش

2)()()( yxhyxgxfy 
0)(h می باشد برای پيدا کردن جواب عمومی              با شرط

.معادله بالا بايد جوابی خاص از آن معلوم باشد
0)( xh

1)(  جايگذاری. يک جواب خاص از معادله بالا باشد            اگر  xyy 

معادله را به معادله ديفرانسيل                    و                 
u

yy 1
1 21 u

uyy




 

طک ل ا کات ل ت
)(])(2)([ 1 xhuyxhxgu 
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.تبديل می کنداست، مرتبه اول خطیکه



)                   با(                                  معادله : مثال
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:را حل می کنيم
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د مرتبه ديفرانسيل معادله ديفرانسيل مرتبه دوممعادله
را                                    مرتبه دومدراين فصل معادله 0),,,(  yyyxf م

.درحالات خاص بررسی می کنيم
)( yyyf

xيا  yمعادله مرتبه دوم حالت خاص فاقد 

ل ا ا اشاک ف ا xy .برابر صفر باشديا               ممکن است درمعادله ضريب xy
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ت ه فاقداادله دو تبه 0)( fx مرتبه دوم فاقدرا                   معادله به صورت-
                                                                            

0),,(  yyyfx
2)( 0                        و                         مثلا.ناميم

.می باشند     معادلات مرتبه دوم فاقد

2)(yyy 0 yy
x م

صورت- به فاقدرامعادله دوم مرتبه 0),,(  yyxfy             مرتبه دوم فاقدرا                  معادله به صورت 
                                                                    

ي ثلانا

0),,( yyxfy

yyx 23xyyx                        و                         مثلا.ناميم
.می باشند       معادلات مرتبه دوم فاقد 

yyx 3xyyx 
y
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 حل معادله)الف
می توان معادله را به معادله مرتبه             با تغيير متغير 

0),,(  yyxf
py  ير ريير ر ن و ی

اول تبديل کرد که اگر معادله بدست آمده يکی از معادلات 
است شده بحث قبلا که باشد اول کردمرتبه حل آنرا توان می

py

می توان آنرا حل کرد مرتبه اول باشد که قبلا بحث شده است

ض اف ا گذاداز ا ا که dp که با جايگذاری                  داريم           زيرا بافرض
درمعادله نتيجه می شود

py 
dx
py 

0),,( 
dx
dppxf

     .که معادله مرتبه اول می باشد
dx

٦٩



معادله)ب )(0حل  yyyf حل معادله)ب
می توان معادله را به معادله مرتبه             با تغيير متغير   

لات ا از ک آ ت له ا اگ که ک ل ت ل ا
py 

0),,( yyyf

اول تبديل کرد که اگر معادله بدست آمده يکی از معادلات
می توان آنرا حل کرد  مرتبه اول باشد که قبلا بحث شده است

که                                داريم           زيرا بافرض py 
d
dpp

d
dy

d
dp

d
dpy  رض ب ريمزير

شود می نتيجه درمعادله جايگذاری با

py
dydxdydx

با جايگذاری درمعادله نتيجه می شود
0),,( 

dy
dpppyf

متغير     متغير مستقل و         که معادله مرتبه اول با فرض 
dy

yp
٧٠

   .وابسته می باشد



فاقد:ثال تغادله اتغ ا yyyx        را باتغيير متغير                     ،     معادله فاقد :مثال
.حل می کنيم               

yyyx 
py 

:داريم              که با جايگذاری   dpy م
dx

y

 
dxdppdpx  xp

p
dx

111 lnlnlnlnln xcpxcpcxp 

2
2

11

111

1 cxcyxdxcdyxcdy
ppp

                                                                              
.جواب عمومی معادله ديفرانسيل است

211 2
yy

dx  
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فاقثال ت ل اا x2)(  را                           ،    معادله مرتبه دوم فاقد:مثال
حل می کنيم که با جايگذاری                باتغيير متغير 

x2)(yyy 
py 

:داريم
dppy pdyydpp

d
dpyp  2 :ريم                    

dy
pyp yy pp

dy
yp

1 1ln ln lndp dy p y c p c y        1 1

ln

p y p y
p y

dy dyc y c dx y c x c   

 

 
1 1 1

1 1 1ln

c x c c x c xc

c y c dx y c x c
dx y
y e e e y c e

      

 

 

                                                                             
است ديفرانسيل معادله عمومی .جواب

1 1 1
2.y e e e y c e    
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درحل اين نوع معادلات ديفرانسيل  :تذکر
مرتبه دوم، درواقع ھر معادله مرتبه دوم را 
ا ا آن د ک ل د ت ل ا ه ت ادله د به دو معادله مرتبه اول تبديل کرده وآنھا را ه

کنيم می .حل می کنيمحل

٧٣



گ ث  معادله مرتبه دوم با ضرايب ثابت ھمگنل

. دراين بخش حالت خاصی از مرتبه دوم رابررسی می کنيم
کل ت خط د ه ت ادله که شد ظه ملاحظه شد که معادله مرتبه دوم خطی بصورت کلیلا

)()()()( 4321 xfyxfyxfyxf 

آنرا مرتبه دوم خطی ھمگن                  می باشد که اگر

)()()()( 4321 xfyxfyxfyxf 

0)(4 xfم
ناميم

)(4f

٧٤



ااگ اش ثا ا ت fff توابع ثابت باشند بعبارت                                   اگر
ديگر مقادير آنھا اعداد ثابت باشند آن گاه معادله بصورت 

321 ,, fff

 0321  yayaya
می باشد که می توان آنرا بصورت ساده  

0 b
ا ا گ خط ت ا آن ک ک ظ لا

0 byyay
ملاحظه کرد که آنرا مرتبه دوم خطی ھمگن با ضرايب

)مرحله شناخت. (ثابت ، يا اختصارا با ضرايب ثابت ناميم 

٧٥



له ا 0ل b 0:حل معادله byyay
ddy و                     داريم            با تعريف نماد
dx
dD Dy

dx
dyy 

dd                                 که با جايگذاری درمعادله yD
dx
dy

dx
dy 2)( 

ک ش نت

dxdx
0 byyay

:نتيجه می شود که

2( ) 0D D b2( ) 0D aD b y  
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کمکمعادله معادله مفسر(را ناميم)يا 02  baDD ناميم )يا مفسر(را معادله کمکی                          معادله
معادله کمکی، يک معادله درجه دو می باشد که ممکن است 

خ ز الت ه

0 baDD

:سه حالت زير رخ دھد
دارای دو ريشه متمايز باشد يعنی ) الف

0))(( 21
2  mDmDbaDD

باشد يعنی)تکراری(دارای ريشه مضاعف ) ب

0))((2 DDbDD
ن( اشد ختلط شه ا دا

0))((2  mDmDbaDD
دارای ريشه مختلط باشد يعنی (ج
0)()(((2   iDiDbaDD
٧٧

0)()(((   iDiDbaDD



ل ان ف د ادله ن ا هنا ت ا ا 0)( 2  bDD را با توجه                           بنابراين معادله ديفرانسيل
به معادله کمکی به دو معادله مرتبه اول تبديل کرده وآنرا حل 

0)( 2  ybaDD

:بنابراين.می کنيم
داريم                   که بافرض                          )الف 0))(( 21  ymDmDuymD  )( 2 م)

           وبا حل معادله مرتبه اول                          
می شودنتيجه

0)( 1  umD0)( 1  umD
.شودنتيجه می

ادله د ی ايگذا با که

xmecu 1
1

D )( با جايگذاری درمعادله که

ا ا ط ل ا ل

uymD  )( 2

xmxm xmxmحل معادله خطی بالا داريمو ececy 21
21 

٧٨



الفاگر)ب قسمت مشابه گاه )آن 0))((  ymDmD ) آن گاه مشابه قسمت الف                                اگر)ب
نتيجه می شود که 

0))(( ymDmD

mxmx mxmx xececy 21 

. جواب معادله ديفرانسيل می باشد
)  اگر معادله کمکی دارای دو ريشه مختلط باشد بنابر الف)ج بر)ج ب ب ري و ی ر ی )ر

xixi:داريم  ececy )(
2

)(
1

  

)sincos(ا xcxcey x  

ececy 21 

ويا
ديفرانسيل می باشدجواب معادله

)sincos( 21 xcxcey  
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ادلات:ثال معادلات:مثال
065)الف  yyy
)ب
)ج

044  yyy
0 yyy )ج

.معادلات مرتبه دوم با ضرايب ثابت می باشند
yyy
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از)الف:ل ت ا ت ا ک ک 0652ادله DD                        معادله کمکی عبارت است از)الف:حل
جواب عمومی                              :بنابراين            که  

ل ل

065  DD
3,2Dxx ececy 3

2
2

1 
.معادله ديفرانسيل است

که                            معادله کمکی عبارت است از)ب 0442  DD (
جواب عمومی                           :  بنابراين                 

است ديفرانسيل معادله
2,2Dxx xececy 2

2
2

1 
.معادله ديفرانسيل است

که                              معادله کمکی عبارت است از) ج
اين پ:بناب

012  DD
iD 31


13 پس                    و          :بنابراين                 iD

22


2


2
3



)3sin3cos(2
1

xcxcey
x



.جواب عمومی معادله ديفرانسيل است

)
2

sin
2

cos( 21 xcxcey 
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حل:تذکر توان م ديگرنيز روش به را دوم مرتبه معادله معادله مرتبه دوم را به روش ديگرنيز می توان حل :تذکر
توابعی باشند که                  و               کرد که اگر

گا آ گ ه ت ل ان ف له ا از ا
)(11 xyy )(22 xyy 

جوابی از معادله ديفرانسيل مرتبه دوم ھمگن، آن گاه

)()( xycxycy    

توابعی          جوابی از معادله ديفرانسيل می باشد واگر

)()( 2211 xycxycy 

12 , yy ر و ب ی ي ر ي ز بی یو ب و
مستقل خطی باشند آنگاه اين جواب ، جواب عمومی معادله 
از را دوم مرتبه ديفرانسيل معادله توان ومی است ديفرانسيل

12 , yy

ديفرانسيل است ومی توان معادله ديفرانسيل مرتبه دوم را از 
 .اين ديدگاه بررسی کرد

٨٢



ل ا ا ط ا ش معمولا شرايط وجود جواب معادله لا
نظريه دردرس ھمگن دوم مرتبه ديفرانسيل مرتبه دوم ھمگن دردرس نظريه ديفرانسيل

ومعادلات ديفرانسيل بحث می شود  ی ي ر ي
وشرايطی را روی توابع  بيان می کنند که 
وجود جواب معادله ديفرانسيل را تضمين

ش ن ث ن ا د ا ا ن ا ا که .کند که ما اينجا وارد اين بحث نمی شويمکند

٨٣



ف تات اا ت )( دترمينان        و        برای ھر دو تابع:تعريف )(xf)(xg
( ) ( )f x g x( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x g x
f x g x g x f x

f x g x
  

 
می ناميم           توابع (Wronskian)نیيرا رونسک 

نماد وبا

( ) ( )f g
fg,

 وبا نماد

نشا
)()()()(),( xgxfxgxfgfw 

 .نشان می دھيم
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ث نی متحد با صفر يثابت می شود که رونسک-
اند خط ته اب تابع د اگر فقط اگر ت .  است اگر وفقط اگر دوتابع وابسته خطی اندا

ھر اند خطی وابسته تابع، دو تر ساده ر بعبارت ی   ب  بع و و  ر  ر   ب ب
گاه يکی مضرب ديگری باشد، درغير اين 

.صورت آنھا را مستقل خطی می ناميم

٨٥



گ بسادگی ملا حظه ميشود که توابع:توجه
xmxm 12

شرط بھابا مشا اند خطی مستقل

xmxm eyey 12
12 , 

mm  مستقل خطی اند مشا بھابا شرط  21 mm 
mxmx eyxey  12 ,

مستقل خطی اند و ھمچنين 

yy 12 ,

و xey x  cos1 xey x  sin2 

.مستقل خطی اندبا شرط  0

٨٦



لذ نتايج بالا را برای معادلات ديفرانسيل :تذکر
ي تع ان ت بالانيز رتبه ثابت ضرايب با ضرايب ثابت مرتبه بالانيزمی توان تعميم با

معادله.کرد کمکی معادله اگر يعنی ی  .ر ر   ی  ي
ديفرانسيل دارای ريشه ھای حقيقی متمايز 

آن گاه جواب . ومضاعف ومختلط داشته باشد
ا ا ا از ک ت ل ان ف ل معادله ديفرانسيل ترکيبی از جواب ھای بيان ا

است .شده استشده

٨٧



  2 مثال معادله ديفرانسيل

که اشد ک ک ادله ا تشدا ا ت ا آن ھا ه

   021 2  yDDD
  ه ھای آن عبارت استيشدارای معادله کمکی می باشد که ر

2,2,1,0D:از ,,,

بنابراين
xxxx xececececy 220 

ت ا ل ان ف د ادله ا

xececececy 4321 

.جواب معادله ديفرانسيل است

٨٨



کش لادله ا اويلر-معادله کشی
م   معادله مرتبه دوم خطی ھمگن

02  byyaxyx
 

-ثا بت اند معادله کشی اعداد             راکه درآن
يلر Cauchy)ا Euler)ي نا

ab,
.می ناميم(Cauchy-Euler)اويلر

اويلر می –مثال معادلات ديفرانسيل زير معادله ھای کشی 
.باشنداش
0642) الف  yyxyx (

)ب

yyy

02  yyxyx
٨٩

yyy) ب



کش له ا لل 02ا  b  اويلر–حل معادله کشی

متغير تغيير با را معادله معادلهاين به توان م

02  byyaxyx
tex  می توان به معادله            اين معادله را با تغيير متغير

 :مرتبه دوم با ضريب ثابت تبديل کرد زيرا
ex 

ddd 2
و                      

dt
dyyx 

dt
dy

dt
ydyx  2

2
2

ھای مشتق بهاگر بانسبت دھيم،را نشان

dtdtdt

ytYY  , ی ق  يم            ر ب ب ب      ر  ن 
معادله تبديل به 

ytYY ,

0)(  bYYaYY                             
.می شود که معادله با ضرايب ثابت است 

)(
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کشثال ل کا ل ا ل ا :اويلر زير را حل می کنيم–معادله کشی:مثال
0642  yyxyx

:  داريم          با فرض : حل 
yyy

tex 
064)1(  YDYYDD                       

: است بنابراين            پس معادله کمکی دارای ريشه ھای  3,2D
tt ececY 32                                                    

:نتيجه می شود)             يا (               با جايگذاری 
ececY 21 

tex xt ln
3

2
2

1 xcxcy 

.اويلر است–جواب معادله کشی 
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کش:تذک ل ان ف د ادلات ا ا الا لنتا ا اويلر –نتايج بالا را برای معادلات ديفرانسيل کشی  :تذکر
. مرتبه بالا نيز می توان تعميم داد

لل                         اويلر مرتبه سوم–مثلا معادله کشی
023  cyybxyaxyx

:تبديل به معادله            را می توان با تغيير متغير  
yyyy

tex 

0))1()2)(1(( YbDDDDDD                                  

د ک ل ثابت ايب ض ش با ا آن د ن

0))1()2)(1((  YcbDDaDDDD

.نمود وآنرا با روش ضرايب ثابت حل کرد
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کشثال ل ا ف ل کا ل ا ل ا :اويلر زير را حل می کنيم–معادله ديفرانسيل کشی:مثال

0884 23  yyxyxyx
فرض:حل :داريمبا

0884  yyxyxyx
tex  رض:ل :ريم           ب  ex

088)1(4)2)(1(  YDYyDDYDDD

0)88)1(4)2)(1((  YDDDDDD
))()(( 4,2,10)4)(2)(1(  DDDD

ttt 42
: بنابراين  

ttt ecececY 4
3

2
21


4

3
2

21
 xcxcxcy

٩٣
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 معادله ديفرانسيل مرتبه دوم خطی غير ھمگنگ

ملاحظه شد که معادله مرتبه دوم خطی با ضرايب ثابت غير 
ت گن کهھ اشد )(xfbyyay  می باشد که                                      ھمگن بصورت

آنرا معادله مرتبه دوم خطی با ضرايب ثابت              اگر  
گ

)(xfbyyay 
0)( xf

0:ھمگن ناميم يعنی byyay

می                               ودارای جوابی بصورت
باشد

2211 uucy 
.باشد

٩٤



گگ جواب عمومی معادله ھمگن          حال اگر
0 byyay

cy

ھمگنو غير معادله از خاص جوابی

0 byyay
y جوابی خاص از معادله غير ھمگن        و py

)(xfbyyay 

باشد آن گاه

)(fyyy

pc yyy 

.جواب عمومی معادله غير ھمگن می باشد
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را                                معادله ديفرانسيل :تعريف
ديفرانسيل معادله وابسته ثابت ضرايب با ديفرانسيل معادله

0 byyay
يل  ر ي ب   ب و يب  ر يل ب  ر ي  

ي نا
)(xfbyyay 

.ناميم
ھدف از اين قسمت درس پيدا کردن جواب خاص معادله غير 

fb)(گ xfbyyay)(ھمگن 

.ارائه می دھيم        می باشد که دو روش برای پيدا کردن   py
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:روش تغيير پارامتر )الف

بصورت      دراين روش فرض می کنيم که جواب خاص py
uvuvy 

ن که شد گنا ھ ا

2211 uvuvyp 

 جواب ھمگن می                              با شد که چون
              به توابع           باشد وبا تغيير پارامترھای
آ

2211 ucucyc 
21,cc)(11 xvv 

)( بدست آمده است، به ھمين دليل اين روش                 و
 .را تغيير پارامتر ناميم

11 )(22 xvv 
م پ

٩٧



است کافی خاص جواب ظاھر بودن معلوم به توجه با ی حال ص  ب  ر جو ن  وم بو وج ب  ل ب 
. درآن صدق می کنند را پيدا کنيم            روابطی که توابع 

داري :بنابراين
12 ,vv

: بنابراين داريم

uvuvuvuvy  22221111 uvuvuvuvy p 

2222222211111111 uvuvuvuvuvuvuvuvy p 

صدق کند،                              چون بايد درمعادله ھمگن 
ا ا

2222222211111111p

)(xfbyyay ppp 
بنابراين

1 1 2 2 0v u v u  


1 1 2 2 ( )v u v u f x     
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که دستگاه دو معادله دو مجھولی می باشد ومی توان از 
مقادير گيریآن انتگرال با و کرده محاسبه را 12 vv  ير يری         ن  ل  ر ر و ب  ب        ر 

محاسبه می شود واز آن جا            
12 ,vv

12 ,vv 12 ,
1 1 2 2py v u v u 

.بدست می آيد
p

با يک مثال توضيح می دھيم

٩٩



ھمگن:مثال غير رامعادله xeyyy 365  را معادله غير ھمگن :مثال
:  حل می کنيم

تهل ا له اا ا ا

eyyy 365 

065  دارای جواب معادله وابسته:حل
و است بنابراين  

065  yyy
xx

c ececy 3
2

2
1 xeu 2

1 xeu 3
2 

:                              پس
2










xxx

xx

eevev

evev

3)3()2(

0
3

2
2

1

3
2

2
1

و جمع طرفين دومعادله بالا با ضرب معادله اول در    
:داريم

  eevev 3)3()2( 21

2
xx 33 xx:داريم eev 33

2 

xx 22 33  
                                          

گ

xx evev 2
2

2
2 2

3 

2
١٠٠

:  درمعادله اول داريمبا جايگذاری  xev 2
2 3 



0)3( 322   xxx eeev 0)3(1  eeev
xxxx eveveev   333 11

2
1 111

xxxx eeeeuvuvy 33 322 

p:درنتيجه eeeeuvuvy

33

.
2

.32211 
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:در نتيجه دو جواب سری فروبينوس عبارت است از  ز ر ر ر ر
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.جواب عمومی معادله ديفرانسيل است



است برابر ھای ريشه دارای شاخص معادله كه .حالتی كه معادله شاخص دارای ريشه ھای برابر استحالتی
درادامه بحث خود معادلاتی را مورد بررسی قرار می : تذکر

د د نف نقطه ک ا دا که تدھ التا ن ا د 0 در اين حالت .استدھيم که دارای يک نقطه منفرد در
معادله به صورت
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تحليلیدردر می آيد،که در آن

ھمچنانکه قبلا مشاھده کرديم،اين محدوديت از کليت.ھستند
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ز م ر چ
نقطه زيرابا تغيير متغير بحث نمی کاھد، 

کندمنفردمنظم می تبديل صفر به را
0xxt 

x .را به صفر تبديل می کندمنفردمنظم 0x
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کلبررس- حالت حالت کلیبررسی-
ديفرانسيل مرتبه دوممعادله 
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:داريم که با فرض ضريب کوچکترين توان 
00  kn

xn ),0( 
0)()1(  aqspass

پسچون
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0)()1( 0000  aqspass
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00)1()( qspsssf 
2 ويا

 توان ھای شاخصمی باشد و ريشه ھای آن را  معادله شاخص
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2 )1()( qspssf 

.معادله ديفرانسيل در نقطه منفرد منظم ناميده می شود
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ل ا ا ت ال ک ش ظ ملاحظه می شودکه سه حالت زير می تواند در مورد معادله لا
:شاخص رخ دھد

.عدد غير صحيح وغيرصفر باشداگر ) الف
باشداگر)ب ومثبت صحيح .عدد

21 ss 

21 ss  ب بر)ب يح و  .
.صفر باشداگر ) ج

الف حالت بهمعادله)در مستقل جواب دو دارای ديفرانسيل
21 ss 

21

ديفرانسيل دارای دو جواب مستقل بهمعادله)در حالت الف
صورت



و  
n

n
s xaxxy 




0

1
1)(n

n
s xbxxy 



2
2)(

شد.دارد ملاحظه مورد اين در مثالھايی .قبلا

n0n0

١٧٤

ور  .ر ين  ر  يی  ھ .ب 



ب حالت ج)در صورت)و به جواب يک فقط ور)و ج) ر  ب ب ب   ي جو
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جواب مستقل ديگر نشان داده می شود برای پيدا کردن . دارد
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که جواب به صورت
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s xcxxxAyy 
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وجايگذاری گيری مشتق با توان می که معادلهدراست

n0

ری ي يری وج ق  ن ب  و ی  ر   
پيدا کردکه ممکن را ھا وديفرانسيل ضرايب

مقدار صورتاست اين در که باشد بهبرابرصفر
ncA

A)(xy به  برابرصفر باشد که در اين صورتاست مقدار
.شکل يک سری فروبينوس می با شد

A)(2 xy
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در فيزيک و رياضيات محض،اغلب بررسی جواب :تذکر
2)()(0ديفرانسيلمعادله  yxqyxxpyx ي ر ي

 
مستقل متغير استوقتی نظر باشد،مورد بهبينھايت با

0)()(  yxqyxxpyx
x با به .بينھايت باشد،مورد نظر استوقتی متغير مستقل 

تغ تغ دن گکا ز اقاد

x
1x بامقادير بزرگ  کار بردن تغيير متغير
t

x x

t .متناظر خواھند بودمقاديرکوچک  t
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گذا ا لاا ا ا ا لا ا ف t ديفرانسيل جديد جوابھايی از معادلهبه جای  با جايگذاری 
را بدست 

x t
می آوريم که اگر معادله جديد دارای يک نقطه معمولی در  

گوييم نقطهمعادلهباشد، يک دارای ديفرانسيل 0tوييم ی ي ب  ر يل  ر ي
اگر معادله جديد به ھمين نحو، . بينھايت استمعمولی در

در منظم منفرد نقطه يک گوييمدارای معادلهباشد،

0t

0t معادله باشد، گوييم دارای يک نقطه منفرد منظم در 
.بينھايت استديفرانسيل دارای يک نقطه منفرد منظم در

0t
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ل گ دستگاه معادلات ديفرانسيل 

معادلات دستگاه كاربردھای به توجه با فصل اين ی  در ربر وج ب  ل ب  ين  ر 

به آن كاربردھای ديگر و مكانيك و فيزيك در ديفرانسيل در فيزيك و مكانيك و ديگر كاربردھای آن بهديفرانسيل

از ا تگا ا .بررسی و مطالعه اين دستگاه ھا می پردازيمطال
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يف ان:تع ز ھ ل ان ف د ادله ك از ش ا ه مجموعه ای بيش از يك معادله ديفرانسيل ھمزمان:تعريف
.را دستگاه معادلات ديفرانسيل ناميم

ل گ ل ساده ترين دستگاه معادلات ديفرانسيل دستگاه دو معادلهگ
:ديفرانسيل می باشد كه عبارت است از
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ا ل ان ف د ادلات تگا د ن ت اد نكه ا برای اينكه ساده ترين دستگاه معادلات ديفرانسيل را بررسی ا
كنيم اين نوع دستگاھھا را با بيان شرايطی به ساده ترين 

گ گظ ساده ترين دستگاه معادلات.صورت در نظر می گيريم
ديفرانسيل، دستگاه دو معادله ديفرانسيل مرتبه اول می باشد 

:كه عبارت است از

 0),,( dxxtf






0),,(
dt

xtf





0),,( dyytg




0),,(
dt

ytg

١٨٠



ش ظا ل ا ا ا ك كه ممكن است مضربی از اولی در دومی ظاھر شود وك
بالعكس، بنابراين صورت ديگری از دستگاه دو معادله 

:ديفرانسيل مرتبه اول بصورت زير است
 dydx
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ا ا ت اگ حال اگر توانھای  ال
xy

d
dx

d
dy ,,,

خطی اول مرتبه معادله دو دستگاه آنرا باشد يك با برابر

y
dtdt

ی ول  ب  ر و   ر   بر ب ي ب  بر
:ناميم يعنی


  )()()( tfytfxtfdx






 )()()( 321 tfytfxtf
dt
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اگ لك ا ت ل ا تگا ا آ 0)()( tftf آنرا دستگاه دو معادله مرتبه اول كه اگر  
خطی ھمگن ناميم و در صورتی كه 

0)()( 63  tftf

خطی اول مرتبه معادله دو دستگاه آنرا باشند ثابت اعداد ،
)(,)(,)(,)( 1245 tftftftf

ی   ول  ب  ر و   ر   ب ب    
اكنون با تعدادی از دستگاه . ھمگن با ضرايب ثابت ناميم
شديم آشنا ديفرانسيل برخمعادلات حل برای را روشھاي روشھايی را برای حل برخی .معادلات ديفرانسيل آشنا شديم

لازم به تذكر می باشد كه جواب دستگاه . از آنھا بيان می كنيم
ت ل ان ف ل اشا ( ) ( )t t .  می باشد دو معادله ديفرانسيل بصورت

قضيه ای، وجود دارد كه شرط وجود جواب و منحصر بفرد 
( ) , ( )y y t x x t 

بودن را بررسی می كند كه از ذكر آن صرفنظر می كنيم و 
است بفرد منحصر و دارد وجود كه كنيم می .فرض
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ر  ر ب ر و  يم  وجو  ی  .رض 



برای حل برخی از دستگاه دو معادلات ديفرانسيل گ
يم.روشھايی را بيان می كنيم ی ن ي ر يی ھ رو

يكی از معادلات دستگاه مستقلاً قابل حل می  :روش اول
دھيمباشد می توضيح مثال يك با .با يك مثال توضيح می دھيم.باشد

:دستگاه زير را حل می كنيم:مثال 
dx 2
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dt
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چنانكه ملاحظه می شود معادله اول معادله جداشدنی است
پس
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:داريمبرابر با  كه با انتخاب 
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:كه با جايگذاری در معادله دوم دستگاه نتيجه می شود

ecx 1

tttt ectydyecytdy  
22

11 22 y
dt

y
dt 11

١٨٥



ا ط ل ا ت ل ا ل ا :و اين معادله نيز معادله مرتبه اول خطی است پسا
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ی ب ب   .جو



روش بالا را می توان برای دستگاه سه معادله نيز بكار 
.بربرد

.مثلا دستگاه سه معادله زير را  می توان حل كرد
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گ حل دستگاه دو معادله مرتبه اول خطی با  :روش دوم
dx:ضرايب ثابت ي ر
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با مشتق گيری از معادلات دستگاه و استفاده از معادله دوم
یدستگاه آنرا به معادله مرتبه دوم خطی با ضرايب ثابت تبديل  م

 .می كنيم كه با حل آن قبلاً آشنا شده ايم
دھيم می توضيح مثال يك با
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.با يك مثال توضيح می دھيم



گ :دستگاه زير را حل می كنيم:مثال
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دا ل ا ادله از گذا ا :ا yبا جايگذاری       از معادله اول داريم: y
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و كه است كمك معادله دارای 0862كه DD4D       كه دارای معادله كمكی                      است كه         و
: پس. ريشه ھای متمايز ھستند          

ا ل ا له ا گذا ا ا ال
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.جواب دستگاه است
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اين روش مشھور به روش  :روش سوم
لگ اتاع اشدا . می باشد اپراتورياعملگر

ك ك ف ش Ddا
،         در اين روش فرض می كنيم كه

روش به را دستگاه عملگر جايگذاری با آنگاه
D

dt


آنگاه با جايگذاری عملگر دستگاه را به روش 
با يك مثال اين . حذفی گوس حل می كنيم
 .روش را توضيح می دھيم
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كثال ل ش ا Dتگا :دستگاه زير را به روش       حل می كنيم:مثال
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dt dt
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در دوم ومعادله در اول معادله ضرب با
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D4D                 ر وم  ر           و  ول  رب   ب 
:و جمع طرفين دستگاه داريم

D4D
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اين معادله ديفرانسيل خطی مرتبه دوم با ضرايب ثابت 
34)33( 2  txDD

:غيرھمگن می باشد پس
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بنابراين                      و برای پيدا كردن           جواب 
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c eccx  21pxب جو ن ر پي ی بر و ين بر ب
.خاص غيرھمگن آنرا به روش ضرايب ثابت حل می كنيم
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:چون صفر ريشه معادله كمكی است پس
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ش ت ل ا گذا ا : با جايگذاری در معادله نتيجه می شودا
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حل:تذكر از شود م ملاحظه چنانكه سوم و اول روشھای روشھای اول و سوم چنانكه ملاحظه می شود از حل :تذكر
دستگاه معمولی 


  732x

گگ ً

  3yx

مثلاً دستگاه معمولی   را می توان. نتيجه گيری شده است
ببسادگی حل كرد كه يكی از معادلات  دستگاه مستقلاً قابل حل  ز ی ي ر ی ب
می باشد و روش سوم نيز ھمان روش حذفی گاوس می باشد 

دستگاه درحل كه درحل دستگاه  كه
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.استفاده می شود
  2yx
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گ روشھای بالا را برای حل دستگاه دو:تذكر
آنرا ان ت م كردي استفاده خط معادلات خطی استفاده كرديم می توان آنرامعادلات

یبرای حل دستگاه سه معادلات خطی نيز استفاده 
كرد و ھمچنين می توان آن را تعميم داد و 
خط ل ان ف لات ا ا ا تگا برای دستگاھھايی با معادلات ديفرانسيل خطیا

كرد استفاده نيز ربيشتر يز   ر  .بي
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گ ھمانطوری كه در دستگاه معمولی ممكن است :تذكر
نھايت بی يا و بفرد منحصر جواب دارای دستگاه دارای جواب منحصر بفرد و يا بی نھايتدستگاه

جواب و يا جواب نداشته باشند در دستگاه معادلات 
اش ل گاا ثلاً مثلا دستگاه.ديفرانسيل نيز چنين می باشد
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اشد ا ت ا ن ا دا

  tDxDx 444 21

.دارای بی نھايت جواب می باشد
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مثلاً                     و                            جوابھايی 
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در ھر كدام از جوابھا                  را به دلخواه انتخاب 

كنيم م حل حسب بر را دستگاه و ولكرده
)(11 txx 

)(txxولی .كرده و دستگاه را بر حسب               حل می كنيم
دستگاه   

)(22 txx 

  21 tDxDx





 2
21
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tDxDx

tDxDx

.دارای جواب نيست
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د:تذك ل ان ف د ت ادلا تگا د كه شد ظه لا ملاحظه شد كه دستگاه معادلا ت ديفرانسيل در:تذكر
:روش سوم بصورت كلی



  )()()( 21 tgyDfxDf

                                                      





 )()()( 43 thyDfxDf

:می باشد كه دترمينال ضرايب يعنی

)()( ff )()(

)(

21 DfDf

DW
)()(

)(
43 DfDf

DW 

.را دترمينان دستگاه معادلات ديفرانسيل ناميم
٢٠٢
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ذ ات اث ا ز ه .قضيه زير را بدون اثبات می پذيريمقض
عمومی:قضيه جواب در پارامتر txx)(تعداد  ی               :ي و ب  ر جو ر  ر  پ

و                        دستگاه بالا برابر با توان      
)(txx

)(tyy 
.است مشروط بر اينكه              باشد         

تعداد كه دستگاھھاي از جوابھاي در بنابراين
)(DW0)( DW

بنابراين در جوابھايی از دستگاھھايی كه تعداد
DW)(پارامتر بيشتر از توان                 است ، می 

توان پارامترھای اضافی را با جايگذاری در 
د ك ذف ادلات تگا .دستگاه معادلات حذف كردد

٢٠٣



كا ه ا نه گ د ك اھ خ ظه لا ل ف ن ا در اين فصل ملاحظه خواھيم كرد چگونه با به كارد
پبردن تبديل لاپلاس در مورد يك معادله ديفرانسيل با 

شرايط اوليه ، می توان آن را به مسئله ساده تری 
جواب لاپلاس تبديل وارون با كه بطوری كرده تبديل كرده بطوری كه با وارون تبديل لاپلاس جواب تبديل

مسئله ابتدائی بدست می آيد و ھمچنين ملاحظه خواھد 
شد كه روش ھای تغيير پارامتر و ضرايب ثابت را 
تابع كه ھمگن غير ديفرانسيل معادلات حل مورد در مورد حل معادلات ديفرانسيل غير ھمگن كه تابع در
طرف دوم ناپيوسته باشد نمی توان بكار برد كه در 

ل .اين حالت می توان از تبديل لاپلاس استفاده كردل
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لا لا ل تبديل لاپلاست
به كه ای رابطه يعنی ، باشد می تابع يافته تعميم مفھوم تبديل مفھوم تعميم يافته تابع می باشد ، يعنی رابطه ای كه به تبديل

از جمله . ھر تابع ، تابع ديگری را نسبت دھد، يك تبديل ناميم
ت ا ع د ب ض ال انتگ شتق ل د ت ش لات د تبديلات مشھور تبديل مشتق و انتگرال و مضرب در عبارتی ت

.می باشد كه معمولاً با نماد زير بترتيب نشان می دھيم
١(

                                                                  
)())(( xFxfD 

 ٢(cxFdxxf  )()(
                                                              

))(()(ضرب در) ٣ xfexfM x xe
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يف تا:تع كن ض اشدازف شد ف ت f 0 تعريف شده باشد بربازه   فرض كنيم تابع   :تعريف
، انتگرال ناسره

f 0,

( )sxe f x dx



را كه        عدد حقيقی است به ازای مقادير     ا ز          

( )e f x dx
os sRA 

ھمگرا باشد آنرا تبديل لاپلاس تابع      ناميم و با نماد       
يعنی دھيم می :نشان

s
f)(sF

 :نشان می دھيم يعنی
    ( ) ( )sxs A F s e f x dx


   

برای بيان رابطه بين تابع         و تبديل لاپلاس تابع       
o

Ff
):می نويسيم ) ( )( )F s L f x
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كرد خواھيم مطالعه بعداً را لاپلاس تبديل وجود .شرايط وجود تبديل لاپلاس را بعدا مطالعه خواھيم كردشرايط
.اينك تبديل لاپلاس چند تابع خاص را پيدا می كنيم 

كن ا ا تا لا لا ل نت 1)(fيعنی. تبديل لاپلاس تابع                  را پيدا می كنيم: 1)( xf

 bb 1




 







  sx

b

sx

b

sx e
s

imdxeimdxesFL



1)()1(

)11(  e
s

e
s

im sb

b
 



ت ا گ ھ ال انتگ ازا :به ازای         انتگرال ھمگراست پس0sه 0s
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كن دا ا تا لا لا ل د :ت xxf )(تبديل لاپلاس تابع                         را پيدا می كنيم: xxf )(
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0sبه ازای          انتگرال ھمگراست پس0
2

1)(
s

xL 

٢٠٨

s



كنيم می پيدا را تابع لاپلاس يمتبديل ی  بع                          ر پي  س  يل لاپ nxxfب )(

 
  nex sxn
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ازای پسبه ھمگراست :انتگرال
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د ش داد نشان نات ت :درتمرينات نشان داده می شود:د

گگ آ آنگاه،اگر            s

 eL x 1)(
s

)(
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سخواص تبديل لاپلاس پ ي ب ص و

با توجه به اينكه تبديل لاپلاس توسط انتگرال تعريف شده 

.است لااقل دارای خواص خطی انتگرال را می باشد
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كه:قضيه دھيد :نشان :نشان دھيد كه:قضيه

ات اشاث ت ثا
( ( ) ( )) ( ( ) ( ( ))L f x g x L f x L g x   

 عدد ثابت می باشد پسچون :اثبات 
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))sxL f x g x e f x g x dx 
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  ))(())(()()( xgLxfLdxxgedxxfe sxsx 

خيلی خواص ولی دارد كوتاھی اثبات خاصيت اين گرچه

 
 

))(())(()()( gfgf

گرچه اين خاصيت اثبات كوتاھی دارد ولی خواص خيلی
قوی می باشد و می توان بسياری از تبديل لاپلاس توابع را 

د ك .پيدا كرددا
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:مثال
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)(sin)(cos)sin(cos)( xiLxLxixLeL xi  
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ت خا لا لا ل د ت ز ا ت خا ن د ان ن انتقاله    انتقال به عنوان دومين خاصيت ا ز تبديل لاپلاس خاصيت
.می باشد
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 مضرببه عنوان سومين خاصيت از تبديل لاپلاس خاصيت 
.می باشد ی
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))(()1()(:نتيجه
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ل ل از آنجائيكه معادله ديفرانسيل ازتركيباتی آ
يعن شتق يعن از    يعنی         ومشتق يعنی           x)(fاز

است شده تشكيل بالا مراتب مشتقات و
x)(xfy

يل   لا  ب ب ر و  
بنابراين در اين قسمت تبديل لاپلاس 

.مشتق را بررسی  می كنيم 
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چون : اثبات
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د:نتيجه دھ )()()0()0(نشان 2LL  .                                           نشان دھيد:نتيجه
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لا لا ل د ت معكوس تبديل لاپلاسك
در .فرض كنيم تبديل لاپلاس تابع            وجود داشته باشد )(xf ع پ م

اين صورت واضح است كه تابع منحصر بفردی مانند    
كه دارد وجود

)(sF
))(()( xfLsF  ر                  وجو 

فرض كنيد . اينك عكس اين حالت را در نظر می گيريم
باشد شده داده انند بفردیتابع ر نح تابع آيا

))(()( xfLsF

)(sFآيا تابع منحصر بفردی .تابعی مانند           داده شده باشد
:مانند           وجود دارد به گونه ای كه داشته باشيم 
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ناميم تابع لاپلاس تبديل معكوس يا وارون .را
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ل اينك برخی خواص معكوس تبديل ك
كن ا لا .لاپلاس را بررسی می كنيملا

:نشان دھيد:قضيه
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خواص معكوس تبديل لاپلاس
:نشان دھيد: قضيه

)())((1 xfesFL x 

                                 
شود ملاحظه قبلی قضيه اثبات

)())(( xfesFL 
.اثبات قضيه قبلی ملاحظه شود
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حل معادله ديفرانسيل بروش لاپلاس
توان م چگونه كه دھيم نشان ھستيم آماده اينك آماده ھستيم نشان دھيم كه چگونه می تواناينك

جواب يك مسئله با مقدار اوليه دشوار را به كمك 
تبديلات لاپلاس ، به مسئله ديگری با شرايط ساده تر گ

لاپلاس تبديل وارون از استفاده با سپس و كرده تبديل كرده و سپس با استفاده از وارون تبديل لاپلاس تبديل
با يك مثال . جواب معادله ديفرانسيل را بدست آورد

ل ا ل ا ف ل ا ساده در مورد معادله ديفرانسيل مرتبه اول توضيحا
دھيم يم.می .ی 
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طثال ش ا ا ل )x1)0ا معادله                       را با شرط                    : مثال
:حل می كنيم 
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:  ابتدا تبديل لاپلاس را روی معادله اثر می دھيم : حل
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معادله                          را با شرط            : مثال 
كنيم می حل
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:ابتدا تبديل لاپلاس را روی معادله اثر می دھيم: حل 
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:  حال وارون تبديل لاپلاس را محاسبه می كنيم
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لثال ا ا ا 44طل مطلوب است جواب معادله                              :مثال
با شرايط                  و  

xyy 44 
1)0( y(0) 5y 
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تبديل لاپلاس برخی توابعل
بپردازيم ديگر توابع برخ لاپلاس تبديل به آنکه از قبل از آنکه به تبديل لاپلاس برخی توابع ديگر بپردازيمقبل
خوب است شرايطی را که تابع بايد دارا باشد تا تبديل 

ا ق ت فت ق اش اشت لا الا برای. لاپلاس داشته باشد، دقيفتر مورد توجه قرار دھيم
تضمين وجود تبديل لاپلاس، کافی است فرض کنيم که         

مقصود . پيوسته و يا لااقل قطعه به قطعه پيوسته است
تابع که است آن اخير عبارت بع   از ن    ير  ر  ب ز 

پيوسته در ھر فاصله متناھی                           
نا دارای که نقطه متناھ تعدادی در احتمالآ مگر است،

)(xfbx 0
است، مگر احتمالآ در تعدادی متناھی نقطه که دارای نا

،پيوستگی جھشی است
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ا ت تفا ا ا قاط آ .  يعنی تابع در آن نقاط حد ھای چپ و راست متفاوتی داردتا
1

اين شرط لازم نيست مثلآ تابع                  در  
اين وبنابر است بينھايت نوع از پيوستگی نا يک دارای

2)(


 xxf0x

ين بر  ي  وب ھ وع بي ز  ی  ی ي  پيو ر
قطعه به قطعه پيوسته نيست، با اين وجود انتگرالش از   

تا
0

b   تا
وجود دارد و از آنجا که برای ھای بزرگ کراندار       

ا آ لا لا ل ت ت ز ان اق

b

در واقع، برای،    .نيز ھست،  تبديل لاپلاس آن وجود دارد0
:داريم           
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ت ت t111ت و تغيير متغير         نتيجه می دھد
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0

2st 
dsesxL s








0

2
1

2
1

2

2)(                                                                         
در درس حساب ديفرانسيل و انتگرال نشان داده می شود که 
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:انتگرال اخير برابر با             است، لذا داريم
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 تابع:تعريف
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که         می باشد را تابع پله ای واحد ناميم و تبديل 
کنيم می پيدا را آن :لاپلاس

  cx1
0c

:لاپلاس آن را پيدا می کنيم
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نويسيم؟:مثال م واحد ای پله توابع برحسب را زير تابع تابع زير را برحسب توابع پله ای واحد می نويسيم؟:مثال
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تاثال تابع:مثال
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545)(

2 xx
xxf

را بصورت تابع پله ای واحد می نويسيم؟
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4 xuxxuxxxf 
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از تابع پله ای واحد می توان برای انتقال تابع داده:تذکر
f0xcشده        ، که دامنه تعريف آن             به اندازه  ز ن ري

برای مثال تابع تعريف . واحد در جھت راست استفاده کرد
توسط شده

f0xc
  cx00 شده توسط








cxcxf

cx
cxfxuy c )(

00
)()(

                                      
واحد در جھت نمايش انتقالی از تابع به اندازه           c

.می باشد      مثبت x
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ه شاقض :                         نشان دھيد:قضيه
:اثبات
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تا:ثال لا لا ل د ت تبديل لاپلاس تابع:مثال
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.را پيدا می کنيم
با استفاده از مثال قبل  تابع           را می توان بر:حل
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حسب تابع پله ای               به صورت  
نوشت
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واگر:قضيه ))(()( xfLsF ))(()( xgLsG  واگر:قضيه
موجود باشد آنگاه ھر دو به ازای

))(()( xfLsF ))(()( xgLsG 
0s

                                                           ))(()()()( xhLsGsFxH 


x

dfh که در آن                                                       )()()(  duuguxfxh
0

)()()(

معروف است وآن را باوکنولوسيونبهتابع hfg

دھ نشان
gfh 

 .نشان می دھيم
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که دھيم م )()(نشان xfgxgf  نشان می دھيم که
زيرا 
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کنولوسيون تبديل معکوس تابعبا بکار بردن:مثال
                                                                           )(

)( 222

asH 
را پيدا می کنيم؟

لاپلاس:حل تبديل و فرض با
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اتذک ک کا ا ا ت ا الا ثال مثال  بالا را می توان با بکار بردن کسرھای جزيی:تذکر
:بصورت زير محاسبه کرد 
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cنشان دھيد که اگر       يک عدد مثبت باشد آنگاه :قضيه
)(1))(( sFcxfL                                                                         

 
:اثبات

)())((
c

F
c

cxfL 


  )())(( dffL sx :اثبات

                                                     
الا ال گ ا کا ا

 0
)())(( dxcxfecxfL sx

ucxبا به کار بردن تغيير متغير            انتگرال بالا به صورت 
duufecxfL

u
c
s

 


 1)())((

ssFdf

c
ff

us








)(1)(1

)())((
0

casa
cc

F
c

duufe
c

c  ,)()(
0

٢٥١



پايان

باشيد يموفق ق ب و
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