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در اين فصل آناليز تركيبي معرفي، اصل هاي اساسـي ضـرب و        

بر اساس اين دو اصل، بخصوص اصل ضرب .جمع مطرح مي شوند

مفاهيم ترتيب و تركيب و فرمول هاي مربوط به آنها ارائه مي شود 

و با بهره گيري از مفاهيم ترتيب و تركيب و استفاده هاي فراوان از 

ضرب مدل هاي مختلف توزيع گلوله ها در جعبه ها تشـريح و  اصل

در پايان دستورهايي براي بسط .فرمول هاي آنها به دست مي آيد

٥
.دو جمله اي و چند جمله اي ارائه مي شود



ا ت گش ا طال ل ا ش ك ت ال اآن ك ت ــا ــت ه ــه جايگش ــامل مطالع ــي ش ــاليز تركيب ــا و  , آن ــب ه تركي
وط ب م امد ش پ يك منطق حالتهاي تعداد ن تع به كه ازهاست افرازهاست كه به تعين تعداد حالتهاي منطقي يك پيشـامد مربـوط   اف

شود .مي شود.مي
رشدر اين فصل تكنيكهايي كه براي حل مسائلي كـه شـامل شـمارش     ل ي ل ي بر يي ه ي ل ين ر
مباشــند بررســي مــي كنــيم ايــن تكنيكهــا اســاس مطالعــه تركيبــات  

.شمارش را مي سازد
دو اصل اساسي براي شمارش وجود دارد كه در سراسر اين فصـل  

٦ .بكار مي رود



ش ا ش ه قاعده دو ان از ل بق ض اصل و ج اصل عن يعني اصل جمع و اصل ضرب ,قبل از بيان دو قاعده مهم شمارش
.و براي ورود به موضوع مثالي را مطرح مي كنيم يم ي رح ر ي وع و ب ورو ي بر و

دانشـجوي   11, نفـره آمـار34فرض كنيد در يك كلاس:مثال
مـي خـواهيم از هـر گـروه     .دانشجوي دختر وجود دارد23پسر و

ا ا ا ل ا ا ط ك ا ا ا يك نماينده انتخاب كنيم به چند طريق مي توان اين عمل را انجام ك
داد؟داد؟
بنابراين براي انتخـاب يـك   ,دانشجوي پسر داريم11چون:حل مل

شانس وجود دارد و براي انتخـاب يـك نماينـده     11, نماينده پسر 

٧ .شانس داريم23,دانشجوي دختر 23دختر از



د ندارن ديگ يك ب ي اث يچ ه ا ه انس ش اين كه است واضح است كه اين شـانس هـا هـيچ اثـري بـر يكـديگر ندارنـد        واضح

ن ا گنا ه از اه خ ن اشند ه از تقل مستقل از هم مي باشند و چون مي خواهيم از هر گـروه  ,بنابراين

ا ا ا ا خا ا ا ك خا ا ا                   :يك نماينده انتخاب كنيم تعداد انتخاب ها برابر است با ك

كك 2532311  يك نماينـده  » و«توجه كنيد كه يك نماينده از دانشجويان پسر   2532311 

و علامـت  » و«بنابراين لفـظ  ,از دانشجويان دختر مورد نظر است

.كاملاَ مرتبط هستند 23و  11بين «» 

٨



ك ا ا ا ك فقط ا ك ك ف اكنون فرض كنيد كه بخواهيم فقط يك نماينده انتخـاب كنـيم و   اك

تاكيد خاصي روي پسر يا دختـر بـودن نداشـته باشـيم بـه عبـارت       

واضح است كـه نظـر مـا اينسـت كـه صـرفا يـك نماينـده         ,ديگر

بـه  » يـا «انتخاب كنيم كه ميتواند متعلق به گـروه دانشـجويان پسـر    

گروه دانشجويان دختر باشد بنابراين كل شانس هاي انتخاب برابر 

11+23=34                                                           :است با
٩



اد ن ا لفظ ن نطق طه ا ه نجا ا د»ا«و»+«د كن جه دت در .توجه كنيـد» يا«و»+«در اينجا به رابطه منطقي بين لفظ يا نماد

گ , مسائل واقعي همواره شرايط به سادگي آنچه كه گذشت نيسـت  گ

كه در اين صورت لازم است روشها و تكنيكهـايي ابـداع و ارائـه    

شوند كه بتوانيم مسائل مورد نظر را بدون فهرست كردن يا بـدون  

آنها آوريم,شمارش بدست را نظر مورد حالات .تعداد .تعداد حالات مورد نظر را بدست آوريم ,شمارش آنها

١٠



مجموعه روشها و تكنيكهاي ي كه براي شمارش ها بكـار مـي رونـد    
.موضوع آناليز تركيبي است

ك ت ز ال آن ع ض ت ا ا ت گذش ه ك ط ــاليز تركيبــي   ه      بــه طــوري كــه گذشــت اساســي تــرين موضــوع در آن
براصل هاي جمع و ضرب است كه در عين سادگي اهميـت و كـاربرد    ي ي ين رب ع ل

.فراوان دارند
دو موضـوع ترتيـب و تركيـب كـه از     ,پس از بيان ايـن دو اصـل       

ت ا ك ت ز ال آن ل ا ث گا ا ق ه طال  .مـورد مطالعـه قـرار مـي گيـرد     ,مباحث اصلي آنـاليز تركيبـي اسـت
مموضوع هاي تـابع مولـد و اصـل شـمول و عـدم شـمول و اصـل لانـه          ع ع

موضوع  .كبوتر از ديگر روشهاي موثر در مبحث آناليز تركيبي است 

١١
.تابع مولد ها زينت بخش فصل بعدي خواهد بود



:اصول اساسي شمارش
:اصل جمع

ا ااFاااEاگ راه nبتوانـد بـهFو بـه پيشـامدراه mبتوانـد بـهEاگر پيشامد
ط ك اتفاق بيفتد و فرض كنيم اين دو پيشامد نمي توانند به طور همزمان ق

ند ف داتفاق شا انندFاEآنگا اقm+nت اتف ا راه اتفـاق   m+nمي توانند به FياEآنگاه پيشامد ,اتفاق بيفتند
د .بيفتدف

پيشــامد باشــند  Kدنبالــه اي ازفــرض كنيــد,بــه بيــان كلــي تــر ر ي ن بي ي,ب زرض ي بب پي
هـيچ  )i=1,2,… k(طريق بتواند رخ دهدبهپيشامد:طوريكهب

١٢
دو پيشامدي به طور همزمان رخ ندهد



:آنگاه يكي از پيشامدها مي تواند به
nnn                                                     Knnn  .....21

.طريق رخ دهد
گال ك ك , اسـتاد زن   5اسـتاد مـرد و   8فرض كنيد در يك دانشگاه.1مثال

.درس رياضيات گسسته را تدريس مي كنندگ
گ ك طريق اسـتاد   8+5=13يك دانشجوي اين دانشگاه مي تواند به:حل
ا خا ا ا گ ا اض

١٣
.رياضيات گسسته را انتخاب نمايد



د2ثال ضك دEف ا ازش ك ل ا د Fك  Fيـك عـدد اول كمتـر از ده و     پيشـامدEفـرض كنيـد.2مثال
ت ا از ك ك ز د ك خا ان د . پيشامد انتخاب يك عدد زوج كوچكتر از ده است شا

طEال ا 3(ا 5(F      Fو )2,3,5,7(مي تواند بـه چهـار طريـقEدر اين صورت:حل
E)(ط يـا   Eبا وجود اين,اتفاق بيفتد)2,4,6,8(مي تواند به چهار طريق

FE F هم متعلـق بـه2طريق رخ دهد زيرا4+4=8نمي توانند بهE  و
FEF      ميتواننــد تنهــا بــه FيــاEاســت در حقيقــت Fهــم متعلــق بــه

١٤
.طريق رخ دهد1-4+4=7



در ليست ثبت نام دانشگاه در يـك نيمسـال معـين رشـته     .3مثال

دانشــجو بــراي درس رياضــي 22ملاحظــه مــي شــود كــه,آمــار و,ر ي يلا ض ري رس ي ر ب جو

آ دانشجو براي درس آمار و احتمال ثبت نام كـرده  38و1عمومي

آيا مي توان گفـت تعـداد دانشـجوياني كـه در ايـن دودرس      , اند 

برابر اند كرده نام باشند؟22+38=60ثبت مي نفر
١٥

نفر مي باشند؟22+38 6ثبت نام كرده اند برابر



زيرا ممكن است بعضي دانشجويان در هر دو درس ,خير:حل سل ي ن

بنابراين اين دو پيشـامد عمـلا جـدا از هـم     ,ثبت نام كرده باشند

بـه  .نمي باشند و شرط دوم اصل جمع ممكن است برقرار نباشد ب ر ر بر ت ن م جمع صل وم ر و ب ب.مي

.توجه شود 4مثال 

١٦



ك3ثال4ثال ضا ف ا12ا ن ث نف نفر در هر دو درس ثبت نـام  12با فرض اينكه3در مثال.4مثال
ا كك ا ا ا كل ا تعداد كل دانشجويان را مشخص كنيد؟,كرده باشند

د:حل ن شخ ا ه از دا د شا ه ان :ت :مي توان سه پيشامد جدا از هم را مشخص نمود:حل
اض ا آ انش ك ا ط د شا E        ,     پيشامد مربوط به اينكـه دانشـجوي آمـار در درس رياضـي

ا1 انتخ ا ال ت ا ا آ ل ن نا ت ث
1E

ثبت نام نموده ولي درس آمـار و احتمـال را انتخـاب    1عمومي
ت ا ا د شا ن ا اي كن الات ن ا نا اشد د نكرده باشد بنابر اين حالات ممكن براي اين پيشامد برابر است نك

22-12=10:با
١٧

1222=1  :با



پيشامد مربوط اينكه يك دانشجوي آمار در درس آمـار و  ,        2E

 1احتمال ثبت نام كـرده اسـت ولـي در درس رياضـي عمـومي     

اش نك نا اث ك الا ا در ايـن صـورت حـالات ممكـن عبـارت      ,ثبت نام نكرده باشد

38-12=26   :است از
١٨

ز



ا آ انش ك ك ا ط شا E       , پيشامد مربوط به اينكه يك دانشجوي آمار در هر دو درس 3E

    ثبــت نــام كــرده باشــدكه بنــا بــه فــرض مثــال تعــداد حــالات برابــر 

.مي باشد 12

يعني وقوع همزمان هر دوتـاي از  .سه پيشامد جدا از هم مي باشند عم

ل ك داد تع ع جم ل اص ق طب ابراين بن ت اس ن ممك ر غي ا ــداد كــل     آنه ــق اصــل جمــع تع ــابراين طب ــر ممكــن اســت بن ــا غي آنه

nnn 
١٩

321=10+26+12=48   :دانشجويان برابر است با nnn 



ع:بيان رياضي اصل جمع ي ر ن
  mداراي Bعضو و مجموعه  nدارايAفرض كنيد مجموعه

A                  در اين صورت                          عضو باشد اگر
ا اm+nا

 BABA

.عضو است m+nداراي
به:مثال يكدانشكده رياضي كلاس و آمار كلاس فرض كنيد كلاس آمار و كلاس رياضي يك دانشكده به :مثالفرضكنيد
ماگر بخواهيم نماينده اي از ,دانشجو داشته باشد34و28ترتيب

تعداد صورت هاي ممكن , بين اين دانشجويان انتخاب كنيم 
28+34=62          :عبارت است از

ل ا ان نك :از)ض(ا
٢٠

:مي پردازيم)ضرب(اينك به بيان اصل دوم



ضرب :اصل ضرب:اصل

راه مختلف اتفاق بيفتـد و بعـد از ايـن           اگر پيشامدي بتواند بهگ
گ

1n

راه مختلف اتفـاق بيفتـد          اگر پيشامد دومي بتواند به,پيشامد 2n

راه مختلـف اتفـاق        پيشـامد سـومي بتوانـد بـه,و به دنبال آن 3n

     آنگــاه تعــداد راههــايي كــه ايــن پيشــامدها مــي تواننــد,...,بيفتــد
     اتفـــــاق بيفتنـــــد بـــــا توجـــــه بـــــه ترتيـــــب ارائـــــه شـــــده 

٢١ .است                                        به صورت ....321  nnn



كد استفاده مي شود كه 7براي يك علامت اختصاري از:1مثال

يكـي  , كد اول يكي از حروف الفباي فارسي و چهار كد بعدي  3

چنـد علامـت   , با توجه بـه شـرايط زيـر    . مي باشند  9تا  0از اعداد 

:متمايز مي توان ساخت

.حروف و ارقام بتوانند تكرار شوند:الف وف ر ر و ب م ر و رو

ند:ب نش ار تك وف ح
٢٢

.حروف تكرار نشوند:ب



ل:حل
رو      10و تعـداد ارقـام برابـر32مي دانـيم كـه تعـداد حـروف:الف يم ري ب بر م ر و

بنابراين,مي باشند ب ين,ي بر ب
32321  nnn

107654  nnnn
                                                      

ب ض اصل ب بنا استو اب ب متمايز هاي علامت كل تعداد تعداد كل علامت هاي متمايز برابر است,و بنا بر اصل ضرب
32768000010101010323232 

٢٣



:چون حروف نبايد تكرار شوند لذا : ب
 

303132
10

303132

7654

321




nnnn
nnn

7654

2976000010101010303132 

٢٤



كاربردي از اصل ضرب:2مثال

, عضوي  nنشان دهيد كه تعداد زير مجموعه هاي يك مجموعه  جمو يك ي جمو زير ي ,ضوين

اب استب n2 .است        برابر

3ل 2 1

2

.نشان مي دهيم n ,..., 3,2,1اين مجموعه را به صورت:حل

و پيشامدهاي زير را تعريف مي كنيم

٢٥



عضو: اولين انتخاب عدم يا در(Aانتخاب شركت منظور به 1E       :انتخاب يا عدم انتخاب اولين عضوA) به منظور شركت در
)زير مجموعه مورد نظر تشكيل

1

بـه منظـور شـركت    ( Aانتخاب يا عدم انتخاب دومين عضو :         
ك

2E
)زير مجموعه مورد نظر در تشكيل

.

.

.
به منظـور شـركت   ( Aامين عضو  nانتخاب يا عدم انتخاب :         

ك
nE

٢٦
)زير مجموعه مورد نظر در تشكيل



ها به دو طريق مي توانند اتفاق بيفتد و انتخاب         هر كدام از iE ز م بر و بي ق و ي ريق و ب

بنابر]از شرايط لازم اصل ضرب[يكي تاثيري در ديگري نداردگ

12                                     اصل ضرب حالات ممكن براي آنكه ,,....., EEEn

:رخ دهند برابر است با
n22...222 

٢٧

22...222



الا ش ا ش ل ا اا ه ه نظ تف تفسـيري روي نظريـه مجموعـه هـا     ,براي دو اصل شـمارش بـالا

اگا ك اA(n(ا ض ا تعـداد عضـوهاي    A(n(به خصوص اينكه اگر–وجود دارد
Aگا آ ا :باشد آنگاه Aمجموعه

قا ل ABگا دو مجموعه جدا از هـم باشـند   BوAاگر :اصل قاعده جمع
گ )()()(آ BABA                 :آنگاه

ABگ

)()()( BnAnBAn 

 BوAضرب دكارتي مجموعه هـاي   اگر:اصل قاعده ضرب
گ

٢٨
)()()(:باشد آنگاه BnAnBAn 



ا آز د كلا(خ د )كا )كار در كلاس(خود آزمايي
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يب:تركيب ر
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ها جعبه در اشياء :توزيع اشياء در جعبه ها:توزيع
ــع)1 ــايز درrتوزي ــره متم ــايزnمه ــه متم ــه  ,جعب ــر جعب و در ه ع

.حداكثر يك مهره
 (n-1)صورت و مهـره دوم را بـه nدر اين حالت مهره اول را به

ت ت ا ق ان اrت ا     ام را بـه rصورت مي توانيم قرار دهيم و به همين ترتيـب مهـره   
n-(r-1)بگذاريم جعبه در توانيم مي اصل;صورت بنابر پس n (r پس بنابر اصل  ;صورت مي توانيم در جعبه بگذاريم(1
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و در هـر جعبـه فقـط     , جعبه متمـايز   nمهره متمايز در  rتوزيع ) 2
.يك مهره

 r-1صـورت و دومـين مهـره بـهrمانند حالت قبل اولين مهـره بـه

رو     صـورت در جعبـه قـرار   r-n+1امـين مهـره بـهn...صورت و رن و
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جعبه متمايز كـه در هـر جعبـه بتـوان     nمهره متمايز در rتوزيع)3

.بيش از يك مهره قرار داد

چون مي توان بيش از يك ;صورت توزيع مي شودnمهره اول به ب ول وهر ي وزيع ي;ور ز بيش ن و ي چون

و دوم پ داد ار ق ه هrمه ب ه عnام زي ت رت ص صـورت توزيـع     nامي هم بـهr....مهره قرار داد پس دومي و
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درrتوزيع)4 متمايز ه دnمه توان م ه جع ه ه ك متمايز ه جع جعبه متمايز كـه هـر جعبـه مـي توانـد      nمهره متمايز در rتوزيع)4
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-n)مهره متمـايز درrيعني تعداد حالاتي كه بتوان;داشته باشيم
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در هـر جعبـه    جعبه متمايز nگلوله مشابه و نامتمايز درrتوزيع)5 روزيع) يز م و ب يزو م ب بج ج ر ر
.حداكثر يك گلوله

جعبـه انتخـاب مـي    r  ممكن است جعبه هايي خالي بماننـد چون
كنيم و در هر يك از آنها يك مهـره قـرار مـي دهـيم سـپس بـه       

شـيئي  nشـيئي متمـايز از   rتعداد صورتهايي كـه ممكـن اسـت
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ز)6 دrت ز ا ت نا له هnگل د ان ت ه ك ز ا ت ه ج جعبـه متمـايز كـه بتـوان در هـر      nگلوله نامتمـايز در rتوزيع)6

ا ا ق ك از .جعبه بيش از يك مهره قرار دادش

عمل مي كنـيم يعنـي در اصـل مـي خـواهيم      )4(مانند حالت        

(n-1+r)      را كه  يئش(n-1)  تاي آنها مثل همr   تاي ديگـر

.كنار هم مرتب كنيم,مثل هم ولي متفاوت از گروه قبلي باشد
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گ .جعبه نامتمايزnگلوله نامتمايز درrتوزيع)7

.براي حل اين مسائل كافي است معادلات زير را حل كنيم     
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كه مي توان نامعادلات را هم به راحتي با اضافه كردن يـك عضـو   

و تبديل آن به معادلات ديفرانسيل هم تعداد جوابهاي صحيح و 
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.تعداد جوابهاي صحيح و نامنفي نامعادله زير را بدست آوريد:مثال
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)كار در كلاس(خودآزمايي

چنـد  ,نوع نوشـابه2نوع ساندويچ و4, سوپ مختلف 3از بين)1 بين ووپز ويچ بوع و چوع

ك ل ا ش ك لف خ ا كنا ان ك يـك سـاندويچ و يـك    ,ناهار مختلف كـه شـامل يـك سـوپ

نوشابه است مي توان انتخاب كرد؟
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ك يك شعبه محلي انجمن رياضي به چند طريـق مـي توانـد بـراي     )2

بـه شـرطي   , سه سخنران را تعيين كنـد  , سه گردهمايي مختلف

ك خ تا از ك ا ا ان خ اضك حاضر بـه  , كه همه سخنرانها براي هر يك از پنج تاريخ ممكن 

انجام سخنراني باشند؟
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ا7د)3 ند ه كه ك ند؟4خط3تا ش ظاه ش شير ظاهر مي شوند؟4خط و3پرتاب يك سكه به چند راه7در)3
35:ا 35:    جواب

د)4 كت ش اي ه ك ا ان گ از ت هف ان ت ق ط ند ه به چند طريق مـي تـوان هفـت بازرگـان را كـه بـراي شـركت در        )4
ه جلسهل

هتل ه تخت د اق ات د ه تخت ه اتاق ك د اند د ك ف اي سفر كرده اند در يك اتاق سـه تختـه و دو اتـاق دو تختـه هتلـي       اي
داد؟ اي

٥٢
جاي داد؟

21:ا



اي جمله دو :ضرايب دو جمله اي:ضرايب

١



n

) " rروي n"يا "r","ncrسيn "بخوانيد(           نماد١.
آ





r

nr  اسـت بـه                   اعداد صحيح مثبت هسـتند وnوrكه در آن nr 

:صورت زير تعريف مي شود
    

 
rnnnnn

121
1....21 





  rrr 1.....21 





ــال قضــيه اي كــه خواهــد آمــد ــه دنب    ايــن اعــداد ضــريب هــاي  ,ب

٥٣
.دو جمله اي ناميده مي شوند



!nn






)1(*                                                        :نشان دهيد كه
ل

 !!
!
rnr

n

r 





:داريم.حل
   

123111
1....1

 

 rnnn

1!1
!

!
123....1

123....11....1
































































rn

n
rnrn

rnrnrnnn

   

!

!
1

!
!

!
11....1






 


rrn

n
r

rnnn

                                                              
ك د ا قات خrق ت ض ل ا

!!
!






 


rnr

n





n

عامل ضرب در صورت و مخرج rدقيقا          توجه داريد كه
د دا ك





r

٥٤
.كسر دارد



:يادداشت:يادداشت

بخوانيـد  (:عبارت اسـت از !nتوجه شود كه منظور از)الف       

  n فاكتوريل(                                        nnn  1....321!

ح nتا خود  1حاصل ضرب اعداد صحيح مثبت از ,!nبه بيان ديگر

گاهي و كنيم!nاست مي ياد نيز فاكتوريل تابع نام به بر.را علاوه علاوه بر .را به نام تابع فاكتوريل نيز ياد مي كنيم!nاست و گاهي

ك ا ش ا ا ق 1=!0ا
٥٥

1=!0     :اين قرار داد شده است كه



:يك تعريف بازگشتي براي تعريف فاكتوريل عبارت است از)ب
 !1!  nnn                                                          !1!  nnn

ف( ت ا ز ت ا ازگشت ف ت ف!nا ت n)از 1)!  !(n-1)از تعريـف !nاين تعريف بازگشتي اسـت زيـرا در تعريـف(

ش تفا )استفاده مي شود)ا

ه ك1نت ثا nn ثابت كنيد:1نتيجه

















r
n

rn
n

٥٦











  rrn



كا لثال 



10

با اسـتفاده از ايـن فرمـول                  در محاسبه:مثال كاربردي 



7

10
را كه ساده تر است مورد نظر قـرار داد يـا بـه بيـان               مي توان 







3
10

گbگگ آ

3











 nn

          :باشد آن گاهa+b=nاگر,ديگر









 ba

 n-(n-r)=r: و اين واقعيت كه )1(*اين عبارت از رابطه :اثبات

٥٧
.است نتيجه مي شود



 1
 :ثابت كنيد: 2 نتيجه



























 
r
n

r
n

r
n

1
1

 rrr 1

                         
:داريم:حل

!! nnnn












ريمل

      !!
!

!1!1
!

1 rnr
n

rnr
n

r
n

r
n







 
















٥٨



ل:قضيه دو جمله اي و مثلث پاسكال پ ث م و ي جم و :ي
اعداد گذشت كه طور امهمان ن اي جمله دو ضرايب 



n ضرايب دو جمله اي نـام           همان طور كه گذشت اعداد      

ند طدا د ا ض ت ص ه ا تكهز ص




 r

 nba  صـورت  بكه                    زيرا به صورت ضرايب در بسط,دارند

ا ا ل ظاق

 ba 

.ظاهر مي شوند,زير مرسوم به قضيه دو جمله اي زير است
  

 nbnnabbnannbnnananba 122)1(1 





























nbnab
n

bna
n

bna
nna

bnabbabnaaba

1221

....
21

 

























n rbrnn

babbabaa
1

.....
21

٥٩













r
rbrna

r0



ك nb چند نكته درباره بسط :1نكته
دn+1)الف دا له ج

 nba 
.جمله داردn+1)الف

.استnدر هر جمله برابر a,bمجموع توانهاي)ب  ي)ب ه و وع بر,ج بر ج ر ر
   كــاهش مــي يابــد ولــي 0بــهnجملــه بــه جملــه ازaتــوان هــاي)ج 

.افزايش مي يابد nبه  0جمله به جمله از  bتوان هاي 
n .است bيا  aتوان  kاست كه در آن            ضريب هر جمله برابر) د    







k
n

ضريب هاي جمله هايي كه به فاصله برابر از ابتداء و انتهـاي بسـط   )ه  
ا ا



٦٠
.هستند برابر است



ك:2نكته ش قضضkت ان ت ا 



n

را مـي تـوان در قضـيه                 در ضريبkتوجه شود كه:2نكته 



k

ن  بدست آورد اين موضوع از واقعيتbيا توانaدو جمله اي از توان و ز ي جم نو و يتي و ز وضوع ين ور ت ب

.زير استفاده مي شود










 nn


















 k

n
kn

n

٦١




:مثلث پاسكال 

را مي توان در يك آرايش مثلثي a+bضرايب توان هاي متوالي       ي و ي و يب ير يش ر ي ر و ي ر

دا ا از ثلث ش ا آ ا ك ت دا ا ااز ن كال ا ث ثل مثلـث پاسـكال نـام    ,از اعداد مرتب كرد اين آرايش مثلثـي از اعـداد

:اين مثلث داراي دو مشخصه اصلي زير است.دارد

.است1عدد اول و عدد آخر هر سطر)الف
٦٢



ك دو د اب ب مخ يك به دن اي دب ا اول ك كسـر اول را در ,براي رسيدن به يك مخـرج برابـر در دو كسـر
r1rn :ضرب مي كنيم از اين رو                  و كسر دوم را در        
r
r

1
1



rn
rn

    
   

 
   









 

nn nrnnr !1!
      

 











  rr rnrnrrnrr1

!1

!1!!1!1

 
 
 



 





rnr
nrn

rnr
nr

!1!
!1

!1!
!

    

 
 

 
  







 
 





r
n

rnr
n

rnr
nrnnr 1

!1!
!1

!1!
!1!

٦٣

    



r



رر)ب طوربهكه عدديدوجمعباتوانمي را آرايشديگرعددهر)ب يشي نيرر وربيوجمعبو

اآالاق الاآاق    , مثالبراي آورددستبهدارندقرار عددآنبالايدرمستقيم

 مثلث در كه اعدادي كه آنجا از , 5+10=15  , 4+6=10

 از )ب(مشخصههستندايجملهدوضرايبازشدهظاهرپاسكال

:استشدهنتيجهزيرقضيهاز,پاسكالمثلث :استشدهنتيجه زيرقضيهاز,پاسكالمثلث

















  nnn 1

٦٤










 



 rrr 1



:استزيرصورتبهمثلثاين زيروربين

1

121
11

1

14641
1331

121

15101051
14641

1615201561
.
.
.

٦٥



 
 1

10ba 

 
  2222

1

bbb

baba 

 
  3232333

2222

babbaaba

bababa





 
  4342263444

33

babbabaaba

babbaaba





 
.

464 babbabaaba 

.

٦٦
.



:ضرايب چند جمله اي 

طوري باشـند  اگر اعداد صحيح نامنفي       1,2,3,...., nnnrn


آنگاه بسط:كه nrnnn  ....21










rnnn
n

,....,2,1

:بصورت زير تعريف مي شود و ي ري ير و ب

 nn

























nrnnn
rn

ra
n

a
n

a
rnnn

n

rnnn
n

...21

....2
2

1
1,...,2,1,...,2,1

٦٧
r21



!66






60) الف   :مثال 
!1!2!3

!6
1,2,3

6










ا) اتع ز ت ا ن 



10

بي معني است زيرارتعبا)ب 



 2,2,3,5

102235 

:نتيجه
 nnn



























2121, n
n

n
n

nn
n

٦٨



عبارت از ضمن صورت به شودزيرا م نتيجه 



n .نتيجه مي شود                 زيرا به صورت ضمني از عبارت 



 21 ,nn

:رواز اين                               يا                          nnn  21
12 nnn 























 !! nnnnn






















 










2,1!2!1!1!112 nnnnnnnnn

٦٩



اي دوجمله قضيه از ديگري :كاربردھاي ديگري از قضيه دوجمله اي :كاربردھاي

ا)1 ا ا ا ل ط
k 








n knkn ba

n
ba )(

:بسط دوجمله اي عبارت است از)1   
      

nk 









k

ba
k

ba
0

)(

1 ba
        2(  1 ba

nnnnn nn














(

n

kk

nn
k
n

k
n

2112)11(
00


















 



11 b 3(1,1  ba

0)1()1(0))1(1( 







  

n
knkn

k
n

  3(  

٧٠
0








k k



در بسط دوجمله اي انتخاب مي كنيم  )4   

1a 1 xb              ،

 









n knkn x
k
n

x )1()1()11( 






k k0

n kn













k

knn x
k
n

x
0

)1(

ك)5 ف
 








n kknn yx

n
yx )(

:فرض كنيد)5   










k

yx
k

yx
0

)(

ك ا ا ط ا
٧١

در اين بسط انتخاب كنيد . 



  






n knn x

n
x )1()1( 









k

x
k

x
0

)1()1(

يا                                                                                 

 










n kkn x
k
n

)1(
 k k0

x . مشتق بگيريداز رابطه اخير نسبت به  

  






n

kn xk
n

xn 11 )()1(

يري ب ق











k

xk
k

xn
0

)()1(

د كن انتخا شتق ن ا د ا ان
 






nn k

n
n 1 )1()()11(

.سرانجام در اين مشتق انتخاب كنيد  

٧٢










k

k
x

n
0

)1()()11(











nn n
kn 1)2( 









k x

kn
0

)2(

Rn  گيريم)6 مي نظر در را خواهيمحالتي مي اكنون Rn 







اكنون مي خواهيم  حالتي را در نظر مي گيريم)6   

كن شخ ا 



k

1





.را مشخص كنيم 
: (*)تعريف         

)1()1(
!

1









k

kk





)(



n

لااگ ا  nNn )(



k هماناگر

)252)(152)(52(15.2






. حاصل مي شود 
)25.2)(15.2)(5.2(

!33






31250
٧٣

3125.0



بسط:كاربرد بخواهيم كه )1(21وقت x  را حساب كنيم. )1(وقتي كه بخواهيم بسط:كاربرد       xيم ب ر

Rnn  كه)7 گيريم م نظر در را حالت Rnnاكنون  اكنون حالتي را در نظر مي گيريم كه)7     

قض



:قضيه       








 









k

kn
k

n k 1
)1(



:مثال        








 









4

143
)1(

4
3 k

٧٤











 44



x .را بدست آوريداز معادله زير :مثال      
0

4
3

3
4

















 x

ي ب



20
!3!3
!6

3
6

3
134

)1( 3 



















 


!3!333 

15
4

143
)1(

4
3 4 







 









44 











3
4

15
2001520  xx

315





 





 knn k 1

:اثبات قضيه      
( ك( ا ا 







 









k

kn
k

n k 1
)1(n . انتخاب كنيد(*)در تعريف    

٧٥




)1()1(

!
1









k

kk





)1()1)((
!

1

















 knnn
kk

n
k




)1)(1()1)(1)()(1(
!

1
 knnn

k


)1()1(
!

1)1(  knnn
k

k 

)1()1(
)1(321
)1(321

!
1)1( 











 knnn
n
n

k
k 











 






k

kn
nk
kn kk 1

)1(
)!1(!
)!1()1(

٧٦







 ا انا ت 








k مي توانيمبا استفاده از اين بسط و تعريف 

موارد اين در كه بگيريم نتيجه را مختلفي ھاي بسط

n kn

ر و ين  ر  يريم   يج ب ي ر  ي  ب 
. بسط زير راه گشاست 

1x












n

k

kn x
k
n

x
0

)1(

.بسط هاي زير را محاسبه كنيد : مثال       
21)1(1  x)1          )1(

1



x

x   )1






















1
2121 kk xx

k   00 1kk k











21

)1( kk x

٧٧







0 1

)1(
k

x






 





 2212 )(
21

)1(1 kxx)2 









 02

)()1(
1 k

x
k

x
x








 2)(

21 kk

    )2














0

2)1(
k

kk x
k

1d)    
21

1arcsinarcsin
x

x
dx
dx




x 1

     )3

xdt
t

x
arcsin

1

1

0 2





  x 21
  

 















x

k

kk t
k

dt
t0 0 0

2
2

)1(
21

1

1
 
















0 0

2)1(
21

k

kk x
k














 12

012
121

)1( kk x
t

kk 












 12

12
121

)1( kk x
kk

٧٨
 0 012k kk

 0 12k kk



2
1arctanarctan

d
xdx  1x

   )4 21 xdx 
1x


nx

x1
1

     )4
    

 x1

 


 nx
x

xx )(
1

1:
 x1

 


 nnn xx
x

xx 22
2

2 )1()(
1

1:      
 x1

  
x

kk
x

dttdttx 212 )1()1(arctan 
00

 
 

 122 1)1()1( kk
x

kk x
tdtt 

  0 00 012
)()(

k k k




121)1( kk

٧٩







0

12
12

)1(
k

kk x
k



باشد8 ها انتخا ف ع كه اي له ج چند يك ف ع
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:هدف هاي آموزشيآ

كـاربرد و ضرب و جمع اصول و تركيبي آناليز مفهوم با اول فصل در فصل اول با مفهوم آناليز تركيبي و اصول جمع و ضرب و كـاربرد  در

در اين فصل به معرفي تابع مولدها مـي پـردازيم كـه    .آنها آشنا شديم

روش ديگري براي حل مسائل تركيباتي و تعيين تعداد انتخـاب هـاي   

٩٠

.معين مي باشد
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:تابع مولد احتمال
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.امxيعني تابع مولد احتمال عبارت است از گشتاورهاي مرتبه 
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د؟:1مثال كن ه ا ك نقطه د ا ال ت ا لد تا ل ا ه ت شتق مشتق مرتبه اول تابع مولد احتمال را در نقطه يك محاسبه كنيد؟:1مثال
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ت2ثال تا ت ق د؟nش ك ا ك نقط ا ا ام را در نقطه يك محاسبه كنيد؟nمشتق مرتبه دوم تا مرتبه:2مثال
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را عبارت فاكتوريلاين ناميمگشتاورهاي .مي .مي ناميمگشتاورهاي فاكتوريلاين عبارت را

كت گ
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واريانس را بر حسب گشتاورهاي فاكتوريل بنويسيد؟:تمرين



,...,1,2اگر                                   متغيرهاي تصادفي مستقل باشند :قضيه XXnXل ي
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:در حقيقت مي خواهيم ثابت كنيم:برهان
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را پيدا كـرده و بـا          تابع مولد احتمال توزيع پواسن با پارامتر:1مثال 

ال ا لد تا آن از فا د؟ا آ ت د ا 
n

ix را بدست آوريد؟                    استفاده از آن تابع مولد احتمال  
i i1

ل:حل

 





!
n

n
n

enp




























0

)1(

0 !!!0
)(

n

sesee
n n

ns
ensn

n
ensn

n

n
es

ix


١١٧



:مستقل اند داريم                              اما چون 12 ,,..., XXX n
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بيعني مجموع پواسن هاي مستقل داراي توزيع پواسني مي باشد كه  ي ي پو وزيع ي ر ل ي ن پو وع ج ي ي

ت ا ا ا آن ا .پارامتر آن مجموع پارامتر هاستا
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؟:2مثال ل ن ال احت لد تا ن ت ت طل مطلوبست تعيين تابع مولد احتمال برنولي؟:2مثال
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مطلوبست تابع مولد احتمال دو جمله اي به دو روش؟:3مثال روشل و ب ي ج و ل و بع وب
به طور مستقيم)ب         با استفاده از توزيع برنولي)الف مع

.مستقل با تابع برنولي باشد                                    فرض مي كنيم 1,2,..., XXnX
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:پيچش
يا          عبارت است از دنبالـه اي بـا جملـه               پيچش دنباله    na nb
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زل    دنباله اعداد پواسن  فرض كنيد دنباله اعداد عبارتند از:1مثال ر ب ب ي نرض پو ب
بار اين دنباله اعداد را به دست آوريد؟ kپيچش
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تابع مولد احتمالي را بدست آوريد كـه دنبالـه اعـداد آن    :3مثال بل وري ب ر ي و بع
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 را بيابيد؟                      تابع مولد دنباله:تمرين
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ل٣٣١١ ان ف له ا ل لتشک ان ف له ا ل اتشک ا ف ا ات ا ف ا ت   تعاريف اساسیتعاريف اساسی::تشکيل معادله ديفرانسيلتشکيل معادله ديفرانسيل  ١١..٣٣      

ه هقد کاھشکاھشننقد ::کاھشکاھشوونمونمو::مقدمهمقدمه
فرض می کنيم              ، معرف يک حالت فيزيکی ، مانند حجم يک جسم ، يا گونه معينی فرض می کنيم              ، معرف يک حالت فيزيکی ، مانند حجم يک جسم ، يا گونه معينی   

و نظاير آن باشد، در اين صورت و نظاير آن باشد، در اين صورت ١١از يک جمعيت يا جرم در حال تلاشی يک ماده پرتوزااز يک جمعيت يا جرم در حال تلاشی يک ماده پرتوزا
)( xfy 

d
مم

.  .  به وسيله مشتق آن يعنی       بدست می آيدبه وسيله مشتق آن يعنی       بدست می آيد)             )             يا آھنگ تغييريا آھنگ تغيير((نمو نمو 
بنابراين اگر       به ميزان ثابتی نمو پيدا کند ، يعنی   آن گاه               می باشد به عبارت بنابراين اگر       به ميزان ثابتی نمو پيدا کند ، يعنی   آن گاه               می باشد به عبارت 

است خط تابع يک استديگر خط تابع يک ديگر

)(xf
dx
dy

ckxy  )(xf
)( xfy ديگر               يک تابع خطی استديگر               يک تابع خطی است . . )( xfy 

١٢٥
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تعاريف اساسیتعاريف اساسی: : تشکيل معادله ديفرانسيل تشکيل معادله ديفرانسيل     ١١. .   ٣٣

به که گيرد می قرار نظر در نمو نسبی ميزان ، کلی حالت در و موارد از بسياری بهدر که گيرد می قرار نظر در نمو نسبی ميزان ، کلی حالت در و موارد از بسياری ير  ب   در ی  ر  ر ر  ر  و  بی  ن  يز ی   ر   ر و  و ز  ری  ي ير  ب ر ب ی  ر  ر ر  ر  و  بی  ن  يز ی   ر   ر و  و ز  ری  ي ر ب
::صورت زير تعريف می شود صورت زير تعريف می شود 

ا اا اقا اقا ااا d
dy

xf  ))١١((ميزان نسبی نمو   ميزان نسبی نمو   ==ميزان واقعی نموميزان واقعی نمو//اندازه        اندازه        )(

برای را کاھش يا افزايش درصد حقيقت در ، معادله برایاين را کاھش يا افزايش درصد حقيقت در ، معادله ،اين مثال عنوان به ؛ دھد می ،نشان مثال عنوان به ؛ دھد می نشان

y
dx

xf
xf


)(
)()(xf

نشان می دھد ؛ به عنوان مثال ، نشان می دھد ؛ به عنوان مثال ، اين معادله ، در حقيقت درصد افزايش يا کاھش را برایاين معادله ، در حقيقت درصد افزايش يا کاھش را برای
درصد را به درصد را به   ٢٠٢٠نفر ، افزايشی حدود نفر ، افزايشی حدود   ٥٠٠٥٠٠نفر به جمعيتی به اندازه ی نفر به جمعيتی به اندازه ی   ١٠٠١٠٠افزايش افزايش 

    ..ھمراه خواھد داشت ھمراه خواھد داشت 
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تعاريف اساسیتعاريف اساسی: : تشکيل معادله ديفرانسيل تشکيل معادله ديفرانسيل     ١١. .   ٣٣

:  :  يک کميت فيزيکی ثابت است يک کميت فيزيکی ثابت است ) ) نمو نمو ( ( در بسياری  از کاربردھا ، ميزان نسبی رشد در بسياری  از کاربردھا ، ميزان نسبی رشد   

))٢٢           (           (
اا


y
dx

dy

يايا                              
    ))٣٣                 (                 (

y

y
dx
dy  

    

که  درصد ثابت افزايش يا کاھش است ؛ اگر ، کميت افزايش می يابد و در صورتی که، که  درصد ثابت افزايش يا کاھش است ؛ اگر ، کميت افزايش می يابد و در صورتی که، 
. . کميت کاھش خواھد داشتکميت کاھش خواھد داشت
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تعاريف اساسیتعاريف اساسی: : تشکيل معادله ديفرانسيل تشکيل معادله ديفرانسيل     ١١. .   ٣٣

را يک معادله ديفرانسيل می ناميم ، زيرا ، معادله ای می باشد را يک معادله ديفرانسيل می ناميم ، زيرا ، معادله ای می باشد ) ) ٣٣((معادلاتی از قبيل معادله معادلاتی از قبيل معادله 
..که به يک مشتق بستگی دارد که به يک مشتق بستگی دارد 

بسياری از قوانين اساسی علوم بر حسب چنين روابط رياضی مشتمل بر مقادير معلوم و بسياری از قوانين اساسی علوم بر حسب چنين روابط رياضی مشتمل بر مقادير معلوم و 
را روابطی چنين که اند شده بندی فرمول ، ھا آن مشتقات و رامجھول روابطی چنين که اند شده بندی فرمول ، ھا آن مشتقات و ديفرانسيل""مجھول ديفرانسيلمعادلات معادلات معادلات ديفرانسيلمعادلات ديفرانسيلمجھول و مشتقات آن ھا ، فرمول بندی شده اند که چنين روابطی رامجھول و مشتقات آن ھا ، فرمول بندی شده اند که چنين روابطی را

 . .می ناميممی ناميم" " 
معادلات ديفرانسيل نسبت به اين که تابع مجھول يک متغيره باشد يا بيشتر ، به دو رده ی معادلات ديفرانسيل نسبت به اين که تابع مجھول يک متغيره باشد يا بيشتر ، به دو رده ی 

ا اا ل""ا ل ا ف لا لا ل ا ف لا ئ""""ا شتقا ا ل ا ف لا ئا شتقا ا ل ا ف لا تقتق""ا تقسيمتقسيم" " معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئی معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئی ""وو" " معادلات ديفرانسيل معمولی معادلات ديفرانسيل معمولی ""اساسیاساسی
 . .می شودمی شود
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تعاريف اساسیتعاريف اساسی: : تشکيل معادله ديفرانسيل تشکيل معادله ديفرانسيل     ١١. .   ٣٣

ل ل ا ف ل ا ا ا ثال لک ل ا ف ل ا ا ا ثال طک طا ))٣٣((ا
dy

،،  يعنی ،يعنی ،))٣٣((رابطهرابطهيک مثال ساده از معادله ديفرانسيل معمولیيک مثال ساده از معادله ديفرانسيل معمولی
      می باشد ، که به خصوص تابع نمايی می باشد ، که به خصوص تابع نمايی       ::يا معادل يا معادل 

کل شکل به ھرجواب که ديد خواھيم ، زودی به و کند م صدق آن کلدر شکل به ھرجواب که ديد خواھيم ، زودی به و کند م صدق آن در

y
dx
y 

yxf  )( xcexf  )( 

در آن صدق می کند و به زودی ، خواھيم ديد که ھرجواب به شکل کلیدر آن صدق می کند و به زودی ، خواھيم ديد که ھرجواب به شکل کلی
صدق می کند که در آن می تواند مقدار صدق می کند که در آن می تواند مقدار ) ) ٣٣((در معادله در معادله نيزنيز

. . ثابتی را اختيار نمايدثابتی را اختيار نمايد

xcexf  )( 
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تعاريف اساسیتعاريف اساسی: : تشکيل معادله ديفرانسيل تشکيل معادله ديفرانسيل     ١١. .   ٣٣

مانند ای معادله ديگر طرف ماننداز ای معادله ديگر طرف ::از ی  ر   ي ر  ی ز  ر   ي ر  ::ز 

0),(),( 2

2

2

2







 yxf

y
yxf

x

ادله ادلهکه لاکه لالا ه]]11[[لا ادله ن ا ت ا زئ شتقات ا ل ان ف د ادله ک د دا هنا ادله ن ا ت ا زئ شتقات ا ل ان ف د ادله ک د دا نا

 yx

نام دارد ، يک معادله ديفرانسيلی با مشتقات جزئی است ، اين معادله بهنام دارد ، يک معادله ديفرانسيلی با مشتقات جزئی است ، اين معادله بهلاپلاسلاپلاس  که معادلهکه معادله
.  .  خصوص در کاربردھای مختلف فيزيک و مکانيک ، ظاھر می شودخصوص در کاربردھای مختلف فيزيک و مکانيک ، ظاھر می شود

11. Laplace. Laplace

١٣٠
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..در اين فصل معادلات ديفرانسيل معمولی و چگونگی حل آن ھا را مطالعه خواھيم کرد در اين فصل معادلات ديفرانسيل معمولی و چگونگی حل آن ھا را مطالعه خواھيم کرد 
، بدست آوردن تابعی مانند  است که در دامنه، بدست آوردن تابعی مانند  است که در دامنه))٣٣((ھدف از حل يک معادله ديفرانسيل نظير ھدف از حل يک معادله ديفرانسيل نظير 

:  :  اش مشتق پذير بوده و داشته باشيم اش مشتق پذير بوده و داشته باشيم 
معادله معادلهاکنون اعمال))٣٣((اکنون ، کنيم حل را معادله اين اينکه برای ؛ گيريم می نظر در دوباره اعمالرا ، کنيم حل را معادله اين اينکه برای ؛ گيريم می نظر در دوباره را ون  ون ا ل))((ا يم  ا ل  يريم  برای اي اين  را  ی  ر  ر  ره  وب لرا  يم  ا ل  يريم  برای اي اين  را  ی  ر  ر  ره  وب را 

زير می تواند راھگشای مھم مساله باشد زير می تواند راھگشای مھم مساله باشد 
    

  ..آن را به شکل                     می نويسيمآن را به شکل                     می نويسيم)  )  ١١        
ضرب می کنيم ضرب می کنيم   dxdxطرفين معادله را درطرفين معادله را در)   )   ٢٢          
گيريم))٣٣ م انتگرال طرفين از گيريمو م انتگرال طرفين از و

dxdyy)/1(

dxdyy  )/1( 

  و از طرفين انتگرال می گيريمو از طرفين انتگرال می گيريم)  )  ٣٣    dxdyy  )/1( 

١٣١



تعاريف اساسیتعاريف اساسی: : تشکيل معادله ديفرانسيل تشکيل معادله ديفرانسيل     ١١. .   ٣٣

::با استفاده از قوانين انتگرال گيری خواھيم داشت با استفاده از قوانين انتگرال گيری خواھيم داشت 

    
داريم ، ، گاه آن ، اگر که اين به توجه با داريمحال ، ، گاه آن ، اگر که اين به توجه با ::حال

1c xαyln 

ba ba ee  ريم ن                ر          ين   وج ب  ريم ل ب  ن                ر          ين   وج ب  ::ل ب 
    

ee
11   ln cxcxy eeee   

lc
فرض کنيم ، فرض کنيم ،   kkچون ھمواره               ، بنابراين               می باشد ، و اگر     راچون ھمواره               ، بنابراين               می باشد ، و اگر     را

:  :  خواھيم داشت خواھيم داشت 
يايا

ae lnye y ln1ce

xkey  xkey   يايا

..می تواند ھر عدد حقيقی، جز صفر باشدمی تواند ھر عدد حقيقی، جز صفر باشد  ، بنابراين ، ، بنابراين ،   k>k>00مثبت است پسمثبت است پس  چون  چون  

key key 

1cek

١٣٢
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::می باشد ، زيرا داريم می باشد ، زيرا داريم ) ) ٣٣((است که  يک جواب است که  يک جواب y=y=00  اما بديھیاما بديھی

::را می توانيم ، به صورت زير بنويسيمرا می توانيم ، به صورت زير بنويسيم))٣٣((بنابراين ، ھر جواببنابراين ، ھر جواب

00.0  

م))(( م می م ی

                      ))٥٥  (  ( xcey  

واقعا جواب است ، از طرفينواقعا جواب است ، از طرفين) ) ٥٥((برای تحقيق اين که برای تحقيق اين که . . که ، می تواند ھر عدد حقيقی باشد که ، می تواند ھر عدد حقيقی باشد 
::مشتق می گيريم مشتق می گيريم   ))٥٥((

ycee
dx
dcce

dx
d

dx
dy xxx  )(     

١٣٣
xcey    ..صدق می کند صدق می کند ) ) ٥٥((در در     بنابراين  بنابراين   
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::با توجه به اين مطالب قضيه ی  زير را ثابت کرده ايم با توجه به اين مطالب قضيه ی  زير را ثابت کرده ايم 
گگگگقق عددی حقيقی باشد ، آن گاه جواب ھای بی شماری ، برای عددی حقيقی باشد ، آن گاه جواب ھای بی شماری ، برای ααاگر اگر ::قضيهقضيه

  وجود دارد که اين جواب ھا ، به شکل ، وجود دارد که اين جواب ھا ، به شکل ،   معادله ديفرانسيل معادله ديفرانسيل 
تααباشدباشد ا اھ دلخ حقيق تعدد ا اھ دلخ حقيق عدد

y.yxcey  

..عدد حقيقی دلخواھی استعدد حقيقی دلخواھی استααمی باشد ومی باشد و
، به طور نمايی ، رشد ، به طور نمايی ، رشد f(x)f(x)، گوييم ، کميت توصيف شده به وسيله ، گوييم ، کميت توصيف شده به وسيله   αα>>00اگراگر

اگر و است اگرکرده و است استαα<<00کرده يافته کاھش نمايی طور به کميت ، گوييم است، يافته کاھش نمايی طور به کميت ، گوييم وو، وو. . ، گوييم ، کميت به طور نمايی کاھش يافته است ، گوييم ، کميت به طور نمايی کاھش يافته است αα<<00کرده است و اگرکرده است و اگر
، ھيچ گونه نمو يا کاھشی ، برای کميت وجود نداشته ، ھيچ گونه نمو يا کاھشی ، برای کميت وجود نداشته αα==00در صورتی که  در صورتی که  

..است ، در اين حال ،  ثابت می مانداست ، در اين حال ،  ثابت می ماند

١٣٤
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در اين معادله بالاترين در اين معادله بالاترين . . مثال بالا ، نمونه ای است از آنچه که در حالت کلی رخ می دھد مثال بالا ، نمونه ای است از آنچه که در حالت کلی رخ می دھد 
ا ک اشتق ک لشتق ا ت ل ان ف ل ا ک ا آ ا ا ا ت لا ا ت ل ان ف ل ا ک ا آ ا ا ا ت ا  ، است بر اين اساس آن را يک معادله ديفرانسيل مرتبه اول است بر اين اساس آن را يک معادله ديفرانسيل مرتبه اول مشتقی که وجود دارد ، مشتقی که وجود دارد

  در ھنگام حل اين معادله مرتبه اول و در جايی بايد ، با انتگرال گيری ، در ھنگام حل اين معادله مرتبه اول و در جايی بايد ، با انتگرال گيری ، . . می ناميم می ناميم 
..ظاھر می شود ظاھر می شود   ccرا حذف نماييم ، و در اين مرحله است که ثابت دلخواهرا حذف نماييم ، و در اين مرحله است که ثابت دلخواه

y
y

.  .  به جواب ، به شکل و طبيعت معادله ديفرانسيل داده شده ، بستگی دارد به جواب ، به شکل و طبيعت معادله ديفرانسيل داده شده ، بستگی دارد   ccچگونگی ورود چگونگی ورود 
به صورت ، حاصل ضرب  ظاھر شود و يا اين به صورت ، حاصل ضرب  ظاھر شود و يا اين ) ) ٥٥((اين ثابت ممکن است مانند معادله اين ثابت ممکن است مانند معادله 

گردد پديدار ، پذير جمع ثابت يک صورت به گرددکه پديدار ، پذير جمع ثابت يک صورت به ديفرانسيلکه معادله که وقتی ديفرانسيلمانند معادله که وقتی مانند ر ر  ي ير  پ ع پ ب ج ور ي  ر ب  ر  ي ير  پ ع پ ب ج ور ي  يل .. ب  ر ي ی    يل  و ر ي ی     و
:                        :                        را حل کنيم که در آن صورت جواب ، به شکل را حل کنيم که در آن صورت جواب ، به شکل  x

dx
dy sin2

cxy  cos2
..خواھد بودخواھد بود

cxy cos2

١٣٥
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در ھر حال ، اين جواب ھا که شامل ، ثابت دلخواھی مانند می باشند ، در ھر حال ، اين جواب ھا که شامل ، ثابت دلخواھی مانند می باشند ، 
نا ا ا آ ک ا ال کل ا ناا ا ا آ ک ا ال کل ا در در . . جواب ھای کلی مساله است که آن را جواب عمومی می ناميمجواب ھای کلی مساله است که آن را جواب عمومی می ناميما

بسياری از مسائل لازم است که از دسته ی ھمه جواب ھا يکی را که بسياری از مسائل لازم است که از دسته ی ھمه جواب ھا يکی را که 
کنيم اختيار ، شده داده خصوصی به نقطه برای کنيممقدارش اختيار ، شده داده خصوصی به نقطه برای دادهمقدارش مقدار دادهاين مقدار اين اين مقدار دادهاين مقدار داده..مقدارش برای نقطه به خصوصی داده شده ، اختيار کنيممقدارش برای نقطه به خصوصی داده شده ، اختيار کنيم

شده را يک شرط اوليه می ناميم و مساله ی تعيين چنين جوابی را ، يک شده را يک شرط اوليه می ناميم و مساله ی تعيين چنين جوابی را ، يک 
ناميم می اوليه مقدار با ناميممساله می اوليه مقدار با يممساله ی  ي  ار او يم ب  ی  ي  ار او .. ب 

ھرعدد دلخواھی نخواھد بود و مقدار خاصی را به ھرعدد دلخواھی نخواھد بود و مقدار خاصی را به   ccدر اين حالت ، ديگردر اين حالت ، ديگر
معادله در اگر ، نمونه عنوان به ، آورد می معادلهدست در اگر ، نمونه عنوان به ، آورد می ازای))٥٥((دست به ازایبخواھيم به بخواھيم ر  ر  و   ن  و ور  ب  ی  ر   ر  و   ن  و ور  ب  ی  ی ))((  ز يم ب  و ی ب ز يم ب  و ب

x=x=00مقدار، مقدار ،yy برابر يک شود ، خواھيم داشت برابر يک شود ، خواھيم داشت::
1.1 0  ccec x

١٣٦
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در اين حالت جوابی خواھيم داشت که آن را يک جواب خصوصی معادله می در اين حالت جوابی خواھيم داشت که آن را يک جواب خصوصی معادله می 
..حاصل شده استحاصل شده است  ccناميم ؛ زيرا به ازای مقدار مشخصی ازناميم ؛ زيرا به ازای مقدار مشخصی از

::می شود بنويسيم می شود بنويسيم   y=y=11، که ، که x=x=00معمول است که برای معمول است که برای 
y(y(00)=)=11

..است است   y=by=b، آن گاه ،  ، آن گاه ،    x=ax=aيعنی وقتیيعنی وقتی  y(a)=by(a)=bبه طور کلی مقصود از به طور کلی مقصود از 
اکنون آماده ھستيم تا مفاھيم اصلی و نيز حل معادلات ديفرانسيل را شروع اکنون آماده ھستيم تا مفاھيم اصلی و نيز حل معادلات ديفرانسيل را شروع 

    ..کنيمکنيم

١٣٧
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::ام ام   nnمعادله ديفرانسيل مرتبه معادله ديفرانسيل مرتبه   --  تعريفتعريف    ١١. .   ٢٢. .   ٣٣
يک معادله ديفرانسيل ، معادله ای است که متغيرھای مستقل ، تابع و يک معادله ديفرانسيل ، معادله ای است که متغيرھای مستقل ، تابع و 

آن تابع را به ھم ربط می دھد به عبارت آن تابع را به ھم ربط می دھد به عبارت ) ) يا ديفرانسيل ھای يا ديفرانسيل ھای ( ( مشتقات مشتقات 
ل ا ک لگ ا ک  : :ديگر يک معادله به صورتديگر يک معادله به صورتگ

آآ

0),...,,,( )(  nyyyxF

می باشد ،می باشد ،y=f(x)y=f(x)ام تابعام تابع, n ,n......,,مرتبه اول و دوممرتبه اول و دوم  مشتقاتمشتقات    که در آنکه در آن

..ناميده می شودناميده می شود" " ام ام nnيک معادله ديفرانسيل مرتبهيک معادله ديفرانسيل مرتبه""   مم

١٣٨
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مرتبه بالاترين مرتبه بالاترين : : ، عبارت است از ، عبارت است از   مرتبه يک معادله ديفرانسيلمرتبه يک معادله ديفرانسيل  - - ٢٢. .   ٢٢. .   ٣٣
ل ا آ لشتق ا آ ..مشتق موجود در آن معادلهمشتق موجود در آن معادلهشتق

y=f(x)y=f(x)تابع مشتق پذيری مانند تابع مشتق پذيری مانند   ::جواب يک معادله ديفرانسيل جواب يک معادله ديفرانسيل --  ٣٣. .   ٢٢. .   ٣٣
ن د ا ن دق ادله د شتقاتش د خ که ت نا د ا ن دق ادله د شتقاتش د خ که ت ::ا : : است که خود و مشتقاتش در معادله صدق نمايد ، يعنیاست که خود و مشتقاتش در معادله صدق نمايد ، يعنی

f
n DxxfxfxfxF    ,       0))(),...,(),(,( )(

١٣٩



::مثال ھای اوليه مثال ھای اوليه   --٤٤. .   ٢٢. .   ٣٣

، يک معادله ديفرانسيل مرتبه اول است ، يک معادله ديفرانسيل مرتبه اول است   مقدمه ، يعنی  مقدمه ، يعنی  ) ) ٣٣((معادله معادله . . ١١ y
dx
dy  

..
از مرتبه دوم است ؛ بالاترين مشتق از مرتبه دوم است ؛ بالاترين مشتق معادله ديفرانسيل، معادله ديفرانسيل، 

رتبه از د رتبهج از د ت""٢٢""ج تا ا
ttxtxtx  sin)()(4)(

..استاست٢٢موجود از مرتبهموجود از مرتبه
يک معادله ديفرانسيل است و چون مرتبه ی يک معادله ديفرانسيل است و چون مرتبه ی : : معادله ی معادله ی . . ٢٢

آن موجود مشتق آنبالاترين موجود مشتق ديفرانسسيل""٤٤""بالاترين معادله اين ، بنابراين ؛ ديفرانسسيلاست معادله اين ، بنابراين ؛ است

xxe
dx
dyx

dx
yd

4

4

است ؛ بنابراين ، اين معادله ديفرانسسيلاست ؛ بنابراين ، اين معادله ديفرانسسيل  ٤٤بالاترين مشتق موجود آنبالاترين مشتق موجود آن
..است است " " ٤٤""از مرتبه از مرتبه 

ی..٣٣ یمعادله مرتبه::معادله بالاترين ، زيرا است اول مرتبه مرتبهاز بالاترين ، زيرا است اول مرتبه از xe
d
dy y cos62)( 5  ب :                       :                        ی ی.. ر رين  ول  زير  ب ب  ر ب ز  ر رين  ول  زير  ب ب  ر ز 

..مشتق موجود ،      می باشد که از مرتبه اول است مشتق موجود ،      می باشد که از مرتبه اول است 
dx

)(

dx
dy

١٤٠



::مثال ھای اوليه مثال ھای اوليه   --٤٤. .   ٢٢. .   ٣٣

شکل کلی يک معادله ديفرانسيل معمولی مرتبه اول است شکل کلی يک معادله ديفرانسيل معمولی مرتبه اول است .                    .                    ٦٦ 0),,( yyxF

..

ا٧٧ ت ل ل ا ف ل ا ک کل اشکل ت ل ل ا ف ل ا ک کل شکل شکل کلی يک معادله ديفرانسيل معمولی مرتبه دوم استشکل کلی يک معادله ديفرانسيل معمولی مرتبه دوم است.                   .                   ٧٧
..

0),,,(  yyyxF

    
مرتبه اول است مرتبه اول است ) ) با مشتقات جزئی با مشتقات جزئی ((يک معادله ديفرانسيل يک معادله ديفرانسيل .                   .                   ٨٨ 022 








y
zy

x
zx

..

يک٩٩ ھيچ شامل زيرا ، نيست ديفرانسيل معادله ، يکمعادله ھيچ شامل زيرا ، نيست ديفرانسيل معادله ، معادله 0ln  xyxy

١٤١

معادله ، معادله ديفرانسيلی نيست ، زيرا شامل ھيچ يکمعادله ، معادله ديفرانسيلی نيست ، زيرا شامل ھيچ يک.                   .                   ٩٩
..از مشتقاتش نمی باشد از مشتقاتش نمی باشد 

0ln  xyxy



::مثال ھای اوليه مثال ھای اوليه   --٤٤. .   ٢٢. .   ٣٣

تابعی تابعی DDجواب عمومی معادله ديفرانسيل مرتبه اول                در قلمروجواب عمومی معادله ديفرانسيل مرتبه اول                در قلمرو   ),( yxfy 

:  :  که از خواص زير برخوردار است که از خواص زير برخوردار است است ماننداست مانند
متعلق به مجموعه ای متعلق به مجموعه ای   ccاين تابع به ازای جميع مقادير ثابت دلخواه اين تابع به ازای جميع مقادير ثابت دلخواه . . ١١

),( cxfy 

..مشخص جوابی از معادله داده شده استمشخص جوابی از معادله داده شده است
يعنی به ازای           ، که         يعنی به ازای           ، که                               به ازای ھر شرط اوليه به ازای ھر شرط اوليه . . ٢٢

ا ک ا ا اق ک ا ا اق ل ا ط ش آ ا اا ل ا ط ش آ ا ا
00 )( yxy 








0
0

y
xx

Dyx ),( 00

به ازای آن در شرط اوليه داده به ازای آن در شرط اوليه داده : : مقداری چون وجود دارد که جوابمقداری چون وجود دارد که جواب
..شده صدق می نمايد  شده صدق می نمايد  

ا اھ ازاھ ه ا از ل ازاا ه ا از ل ا )( cxfy )( cxfy cc حاصل از جواب عمومی                 به ازای  حاصل از جواب عمومی                 به ازای    ھر جوابھر جواب
يک جواب خصوصی ناميده می شود    يک جواب خصوصی ناميده می شود    

),( 0cxfy ),( cxfy 0cc

١٤٢



رسم رسم   xoyxoyنمودار  معادله ديفرانسيل داده شده که بر صفحه نمودار  معادله ديفرانسيل داده شده که بر صفحه   – – ٦٦.  .  ٢٢.  .  ٣٣
ک کش لهش ا ال انتگ ن لهن ا ال انتگ ن ان انا انا ا انا ا نا بنابراين جواب عمومی بنابراين جواب عمومی ..نام داردنام داردمنحنی انتگرال معادلهمنحنی انتگرال معادلهمی شود يکمی شود يک

y=f(x,y)y=f(x,y) به خانواده ھايی از منحنی ھای انتگرال رسم شده بر صفحه ،  به خانواده ھايی از منحنی ھای انتگرال رسم شده بر صفحه  ،
پارامتر يک به وابسته پارامترو يک به وابسته دلخواه((ccو دلخواهثابت جواب))ثابت و ، است جوابمربوط و ، است مربوط مربوط است ، و جواب مربوط است ، و جواب ))ثابت دلخواه ثابت دلخواه ((ccو وابسته به يک پارامترو وابسته به يک پارامتر

به آن منحنی از خانواده به آن منحنی از خانواده خصوصی صادق در شرط اوليه خصوصی صادق در شرط اوليه 
..می گذردمی گذردمربوط می شود که از نقطهمربوط می شود که از نقطه

yxy )( 0

),( 00 yxm

ممکن است معادلات ديفرانسيلی وجود داشته باشد که جواب ممکن است معادلات ديفرانسيلی وجود داشته باشد که جواب   ::تذکر مھم تذکر مھم 
    ccھايی از آن را نمی توان از جواب عمومی به ازای مقداری از ھايی از آن را نمی توان از جواب عمومی به ازای مقداری از 

..ناميده می شود ناميده می شود منفرد منفرد اين گونه جواب ھا اين گونه جواب ھا . . بدست آورد بدست آورد ) ) حتیحتی( (  c

١٤٣



از معادله از معادله   انتگرال گيریانتگرال گيریفرايند يافتن جواب ھای يک معادله ، فرايند يافتن جواب ھای يک معادله ،   ––٧٧. . ٢٢.  .  ٣٣
ش نا ل ان شف نا ل ان ديفرانسيل ناميده می شودديفرانسيل ناميده می شودف

١٤٤



::مطالعه معادلات ديفرانسيل مرتبه اول مطالعه معادلات ديفرانسيل مرتبه اول – – ٣٣.  .  ٣٣  
و                 وو                 و                            

کنيم می مطالعه زير انواع را معادلات کنيماين می مطالعه زير انواع را معادلات ::اين
0),,( yyxF),( yxfy 0),(),(  dyyxNdxyxM

يم ی  ع زير   و لا ر  يمين  ی  ع زير   و لا ر  ::ين 
معادلات ديفرانسيل مرتبه اول با متغيرھای جدا معادلات ديفرانسيل مرتبه اول با متغيرھای جدا           ..١١

جدا((پذيرپذير ھم از متغيرھا ديفرانسيل جدامعادلات ھم از متغيرھا ديفرانسيل ))معادلات ))معادلات ديفرانسيل متغيرھا از ھم جدامعادلات ديفرانسيل متغيرھا از ھم جدا((پذيرپذير
معادلات ديفرانسيل مرتبه اول ھمگن معادلات ديفرانسيل مرتبه اول ھمگن           ..٢٢
ل٣٣ کا ل ا تبه يل ان ديف لادلات کا ل ا تبه يل ان ديف ادلات معادلات ديفرانسيل مرتبه اول کاملمعادلات ديفرانسيل مرتبه اول کامل      ..٣٣
معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه اولمعادلات ديفرانسيل خطی مرتبه اول          ..٤٤
  معادلات ديفرانسيل مرتبه اول برنولیمعادلات ديفرانسيل مرتبه اول برنولی.    .    ٥٥      ١٤٥



جدا٣٣٣٣١١ ھم از متغيرھا ديفرانسيل معادلات جداحل ھم از متغيرھا ديفرانسيل معادلات ::حل ::حل معادلات ديفرانسيل متغيرھا از ھم جدا حل معادلات ديفرانسيل متغيرھا از ھم جدا --١١..٣٣..٣٣
::اين معادلات به يکی از صورت ھای زير معرفی می شونداين معادلات به يکی از صورت ھای زير معرفی می شوند

                                                                                                                              ..١١ 0)()()()( 2211  dyyxfdxyxf 

                                                                                                                                                                        ..٢٢
                                                                                                                                                                        ..٣٣

0)()(  dyyNdxxM

0)()(  yyNxM

١٤٦



) :  ) :  ١١((روش حل شکل روش حل شکل 
ف ط از ن تق ا ف ط ل ا ن ف ض ف فا ط از ن تق ا ف ط ل ا ن ف ض ف با فرض صفر نبودن عوامل ، طرفين را بر                    تقسيم نموده و از طرفين با فرض صفر نبودن عوامل ، طرفين را بر                    تقسيم نموده و از طرفين f)()(ا

::انتگرال می گيريم انتگرال می گيريم 
)()( 12 yxf 

cyFxFcdy
y

dx
xf

  )()(
)()( 21 

) :  ) :  ٢٢((روش حل شکل روش حل شکل 
گ گ گط گ ط

cyFxFcdy
y

dx
xf

  )()(
)()( 12 

::از طرفين انتگرال می گيريماز طرفين انتگرال می گيريم
    cyFxFcdyyNdxxM   )()()()(

    ::عمل می کنيم عمل می کنيم   ٢٢معادله را مرتب نموده و مانند شکل معادله را مرتب نموده و مانند شکل ) :  ) :  ٣٣((روش حل شکل روش حل شکل 
cyFxFcdyyNdxxMdyyNdxxM    )()()()(0)()(

١٤٧
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مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟.١مثال
0.tan..cosln  dyyxdxy

0
l

tan.
l

cosln dyyxdxy


cosln
tan10

cosln
tan1

cosln.cosln.

cdy
y

ydx
x

dy
y

ydx
x

y
yxyx

  

cosln
    )

cosln
ln(  )coslnln(ln

coslncosln

ce
y

xc
y

xcyx

yxyx



 

     cosln  cosln.
cos

ce

xArc

c
c ey

e
xyyex

yy



١٤٨..cos cexArcey






؟.٢مثال زير ديفرانسيل معادله حل مطلوبست يل زير .ل ر ي ل   وب 
ye yx  1.

e
dy

e
dx

dydx
e

dx
dyee yx

x
yx 


    1    1..

cdyedxedyedxe
e

yxyx

y

     

cee yx  

 

١٤٩



مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟.٣مثال

yxy tan.tan'

dxxdyydxx
y

dyyx
dx
dy

llillil

.tan.cot.tan
tan

    tan.tan 

cycycy

cxycxy

sinsinlnsinln

lncoslnsinln coslnsinln 11





x
cArcy

xxx

cos
sin

coscoscos



١٥٠

xcos



زير.۴مثال ديفرانسيل معادله حل مطلوبست
0'

 y

dd

e
x

yy
يل زير.ل ر ي ل   وب 

؟ y(1)=0به شرط آن که  

)(

00.0.

2



  yyy

y
yy

xdd

xdx
e
ydyex

dx
dyyexyy

1)0(11

).(
2

.

0 
 



   yyy

cce
x

ceyexcdyeyxdx

.
2
1).(

2
1

2
)0(

20

2 



 



 yy eyex

cce
y

١٥١
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پتمام منحنی ھايی را پيدا کنيد که ضريب.۵مثال م
عکس ضريب زاويه خطی pزاويه آنھا در نقطه ای مانند  

نقطه از که ؟pباشد گذرد می مختصات مبدا mm'1و  و مبدا مختصات می گذرد ؟pباشد که از نقطه 
0
0

1.

12

12

x
y

x
y

xx
yym

mm











xdy
y
xm 

  ....

22

cxy

cdxxdyydxxdyy
y
x

dx
dy



  

١٥٢.
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22

1

cxy

c







مطلوبست حل معادلات ديفرانسيل زير ؟ -تمرين 

)0(,                   0.sec)1(.tan. 2 
 ydyyedxye xx

4
)(,)( yyyy

0)0(,                                       ..)1( 2.2  ydxedyye xx

)0(,)2cos()2cos(. 
 yyxyxy

4
)0(,                            )2cos()2cos(.  yyxyxy

    0.sec)1(.tan.5 2  dyyedxye xx

)sinh()sinh( yxyxy  )s ()s ( yxyxy

١٥٣



..حل معادلات ديفرانسيل ھمگنحل معادلات ديفرانسيل ھمگن––٢٢..٣٣..٣٣
ھر معادله به شکل                               را ھمگن گوييم ھر ھر معادله به شکل                               را ھمگن گوييم ھر   ::تعريف تعريف 
ھمچنين بنا به ھمچنين بنا به . . توابع ھمگن با درجه يکسان باشد توابع ھمگن با درجه يکسان باشد   N(x,y)N(x,y)و و M(x,y)M(x,y)گاه  گاه  

گگگ گگ گ

0),(),(  dyyxNdxyxM

گوييم ھر گاه با تبديل  گوييم ھر گاه با تبديل  nnرا ھمگن از درجهرا ھمگن از درجهf(x,y)f(x,y)تعريف ، تابعتعريف ، تابع
txxtyy  ::داشته باشيم داشته باشيم    , 

),(),( yxfttytxf n

١٥٤



    ::روش حل روش حل 
د ش ل د ت دا ھ از ھا تغ ل ان ف د ادلات ه ل د ت ا گن ھ ل ان ف د دادلات ش ل د ت دا ھ از ھا تغ ل ان ف د ادلات ه ل د ت ا گن ھ ل ان ف د . . معادلات ديفرانسيل ھمگن با تبديل  به معادلات ديفرانسيل متغيرھا از ھم جدا تبديل می شودمعادلات ديفرانسيل ھمگن با تبديل  به معادلات ديفرانسيل متغيرھا از ھم جدا تبديل می شودادلات

به طور خلاصه به طور خلاصه . . کافی است از اين تابع مشتق گرفته و در معادله اصلی قرار دھيم کافی است از اين تابع مشتق گرفته و در معادله اصلی قرار دھيم 
::برای حل معادلات ھمگن داريم برای حل معادلات ھمگن داريم 

::معادله را برای ھمگن بودن امتحان می کنيم معادله را برای ھمگن بودن امتحان می کنيم .   .   ١١
),(),( yxMttytxM n

),(),( yxNttytxN n

:  :  انتخاب می کنيم انتخاب می کنيم .  .  ٢٢
..اين تابع و مشتق آن را در معادله اصلی قرار می دھيم و معادله را ساده می کنيم اين تابع و مشتق آن را در معادله اصلی قرار می دھيم و معادله را ساده می کنيم . . ٣٣

),(),( yy

txy 

يم ی ر و يم ی ر ر ی ر ر ن ق و بع يمين ی ر و يم ی ر ر ی ر ر ن ق و بع ين

..  معادله اصلی را به صورت جدا از ھم حل می کنيممعادله اصلی را به صورت جدا از ھم حل می کنيم.  .  ٤٤

١٥٥



ثال چند مثالند
آيا اين تابع ھمگن است  byaxyxF ),( فرض کنيد  .١مثال 

txxtyy    ,  

),()()()(),( yxtFbyaxttybtxatytxF 

و از چه درجه ای ؟ 
),()()()(),( yyyy

.است١پس ھمگن از درجه 
و٢مثال است ھمگن آيا بگيريد نظر در را زير تابع

),( 22 cybxyaxyxg 

تابع زير را در نظر بگيريد آيا ھمگن است و.٢مثال
از چه درجه ای ؟ 

),()()())(()(),(
  ,  

222222 yxgtcybxyaxttyctytxbtxatytxg
txxtyy





گ
١٥٦

.است٢پس ھمگن از درجه



؟١اله ز ل ان ف له ا ل ت طل
 0.)2( 2 dyxydxxyx

مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟.١مساله



 



),()2())((2),(

  ,  
22222 yxMtxyxttytxxttytxM
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

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22 yxNtxyttytxtytxN
yyyy

ت از اش٢گ .می باشد ٢ھمگن از مرتبه
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  0)..))((())(2(  0y)2( 22dx   dvxdxvvxxdxvxxx
dx
dyxyxx vxy

0.)21( 02 32222322  dvvxdxvvx  .dxvxv.dvxv)dxx(x
dvvdxvx 01)1(3

  

v)(
vdx
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
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c
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


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-v)( x cdv
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



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









1

1))1.(ln(
1

1))1.(|ln(| 1
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x
y

x
yy sin با شرط جواب خصوصی معادله  . ٢مساله 

2
)1( 
y را پيدا کنيد ؟

 

 

txx
x
yxyyx

x
yxyxy

x
y

x
yy x 0)sin(sinsin  








tyy
txx











)()(0)(

),()sin(sin),(
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x
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

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
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dxvdvxdy
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x
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dx
dxvdvx

x
y

x
y
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x
y

x
yy sin..sinsin 




x
dx

v
dvdxvdvxvvv

dx
dvx vx   

sin
 .sin.sin. sin

v

c
x

v

cxvc
x

dx
v

dv
   2

tan
lnln

2
tanln

sin
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x
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y

y
x
yv

 


1
2
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ln 2
)1(


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ln 
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y
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::معادلات ديفرانسيل مرتبه اول کاملمعادلات ديفرانسيل مرتبه اول کامل--٣٣..٣٣..٣٣
معادلات ديفرانسيل مرتبه اول                         را کامل گوييم معادلات ديفرانسيل مرتبه اول                         را کامل گوييم   ::تعريف تعريف 

.  .  ھر گاه              ھر گاه              
0),(),(  yyxNyxM

x
N

y
M








که در شرط زير صدق که در شرط زير صدق      f(x,y)=c f(x,y)=cجواب عمومی عبارت است ازجواب عمومی عبارت است از::روش حل روش حل 

xy 

::کند کند 

MFNF





 &
xy 
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::مراحل حلمراحل حل

x: : تست کامل بودنتست کامل بودن. . ١١    
N

y
M








:   :   جواب عمومی جواب عمومی .  .  ٢٢      
::روابط زير را تشکيل می دھيمروابط زير را تشکيل می دھيم. . ٣٣    

y

cyxF ),(

يم ی ي ر زير ب يمرو ی ي ر زير ب رو












   (3.2)        

F

N
y
F







  )1.3(        M

x
F
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را را ) ) ٣٣. . ١١((مثلا مثلا . . را انتخاب می کنيم را انتخاب می کنيم ) ) ٣٣. . ٢٢((يا يا ) ) ٣٣. . ١١((يک از روابط يک از روابط .  .  ٤٤
ت ن ف ط از کن تانتخا ن ف ط از کن اانتخا ت ثا ؛ گ ال اانتگ ت ثا ؛ گ ال انتگ انتگرال می گيريم ؛ ثابت راانتگرال می گيريم ؛ ثابت راxxانتخاب می کنيم و از طرفين نسبت بهانتخاب می کنيم و از طرفين نسبت به

::در نظر می گيريم در نظر می گيريم yyتابعی ازتابعی از
(*)       )()(.),(   ygkygdxMyxF

..مشتق می گيريم مشتق می گيريم (*) (*) اکنون نسبت به  از اکنون نسبت به  از .  .  ۵۵
٦٦( )( د( ش شخ ا ن ت دا ش شخ ا ن ت ا

( ))()(),(  ygygy

٦٦ . .g(y)g(y)را تعيين و جواب عمومی مشخص می شودرا تعيين و جواب عمومی مشخص می شود..

طهتذکتذک ا که طهت ا که گ))٢٢٣٣((ت ال انتگ ت ا کاف ش گانتخا ال انتگ ت ا کاف ش انتخا انتخاب شود کافی است انتگرال گيریانتخاب شود کافی است انتگرال گيری))٣٣. . ٢٢((در صورتی که رابطهدر صورتی که رابطه::تذکرتذکر
..در نظر می گيريم در نظر می گيريم   xxنجام شده و ثابت را بر حسب نجام شده و ثابت را بر حسب ااyyنسبت به نسبت به 
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مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟  ..١١مثال مثال 
xyyxy 2)( 22 

M 2


















x
x
N

x
y

2

2

با جواب عمومی  با جواب عمومی  

 x

cyxF ),(
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::حلحل












 )1(            2

22F

xyM
x
F







 )2(      22 yxN

y
F

)(
2

2)(.2),(
2

)1( ygyxygdxxyyxFfrom    2

3
)()()(

3
2222 yygyygyxygx

y
F





::جواب عمومی جواب عمومی 
cyyxyxF 

3
),(

3
2
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مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟  ..٢٢مثال مثال 
0)cos()sin(  dyyxxedxyye yx

::حلحل



 

 y

y
M cos1









 y

x
N cos1


















)2(        cos

)1(           sin

yxxeNF

yyeM
x
F

y

x
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  )(sin)()sin()()1( ygyxxyeygdxyyeyxF xxfrom    )(sin)()sin(),()( ygyxxyeygdxyyeyxFf

yyy eygeygyxxeygyxxF


 )()(cos)(cos eygeygyxxeygyxx
y




)()(cos)(cos

ceyxxyeyxF yx  sin),(
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مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟مطلوبست حل معادله ديفرانسيل زير ؟  ..٣٣مثال مثال     

0)()1(  dyxedxyx y

::حلحل  
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
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

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

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
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
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
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 y



2

   )(
2

)() 1(),(
2

)1( ygxxyxygdxyxyxFfrom

F yyy eygeygxeygx
y
F



 )()()(

2

cexxyxyxF y 
2
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2
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::تمرين تمرين 
                                                                                                                                                                            ..١١    0)sincos()sin(  dyyyxdxyx

                                                                                                                                                                            ..٢٢

٣٣

0)0(  ,       0)2()( 22  ydyexxydxyyx y

22 x                                                                                                                                                                            ..٣٣
    
٤٤

1)0( ,            0)()ln2(
22

 ydy
y
xedxyxye xx

                                                                                                                                                                            ..٤٤
  

  0)cossin()sincos(  dxyyyxdyyyyx
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:  :  معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه اول معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه اول   --  ٤٤. .   ٣٣. .   ٣٣  
ھر معادله به صورت زير را يک معادله ديفرانسيل خطی مرتبه اول ھر معادله به صورت زير را يک معادله ديفرانسيل خطی مرتبه اول   ::تعريف تعريف 

::می ناميم می ناميم 
ھمگن ھمگن       ::١١شکل شکل 
)(0غير ھمگنغير ھمگن    ::٢٢شکل شکل  xQ

0)( xQ
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حل معادلات ھمگنحل معادلات ھمگن  ::حالت اول حالت اول 
::اين معادله را می توانيم به روش تغيير متغيرھا از ھم جدا کنيم اين معادله را می توانيم به روش تغيير متغيرھا از ھم جدا کنيم   

dydy   0)(0)(  dxxp
y

dyyxp
dx
dy

  cdxxpdy
y

)(1
y

)(ln)(ln 11 xpcycxpy 

)(1)(1)(1 .. xpcxpcxpc eeyeeey  


 dxxpxp ececy

)()(
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انتگرال را عامل انتگرال کننده يا عامل انتگرال انتگرال را عامل انتگرال کننده يا عامل انتگرال مقدارمقدار    ::تعريف تعريف 
گنانا غ خط ل ا ل ا ان ت ل ا ا گاز غ خط ل ا ل ا ان ت ل ا ا از


dxxp

exI
)(

)(

از اين عامل می توانيم برای حل معادله خطی غير ھمگن از اين عامل می توانيم برای حل معادله خطی غير ھمگن ..می ناميممی ناميم
را در عامل انتگرال را در عامل انتگرال ) ) ١١((برای اين منظور طرفين معادله برای اين منظور طرفين معادله . . استفاده کنيم استفاده کنيم 

کنيم))((کنندهکننده می کنيمضرب می ::ضرب 
dxxp

exI
)(

)( ::ضرب می کنيمضرب می کنيم) ) ((کننده کننده   exI )(

(2)         )().().().()(. xIxQyxIxpxIy 

زيرازيرا
)().())(.( xIxQxIy 

 dxxp
I

)(
)(   زيرازيرا

p
eyxIy

)(
.)(.

yxIxpxIyeyxpeyeyxIy
dxxpdxxpdxxp

).().()(..).(.).())(.(
)()()(


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::انتگرال گرفته انتگرال گرفته ) ) ٢٢((از طرفين از طرفين 

cexQxIxQxIy
dxxp
  

)(
).( )().()(.

  cexQey
dxxpdxxp )()(

).(.

    به عبارت ديگر به عبارت ديگر 





  


cexQey

dxxpdxxp )()(
).(
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    ::تمرين تمرين 
مطلوبست حل معادلات ديفرانسيل زير ؟مطلوبست حل معادلات ديفرانسيل زير ؟

                                                                                                                                                                                ..١١ xxyyx cos2

                                                                                                                                                                                ..٢٢
                                                                                                                                                                                ..٣٣

0)1(  ,          y
x
ay

x
ny x

4
9)0(   ,         .2  yyeyy

x

                                                                                                                                                                                ..٤٤
                                                                                                                                                                                ..٥٥

42 yx
x
yy 

xArc
x
y

x
xyy tan

1
4

1
2

22 





xx 11 
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معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم  معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم  ––٤٤.  .  ٣٣
معادلات مرتبه دومی که مورد مطالعه قرار می گيرند ، عبارتند معادلات مرتبه دومی که مورد مطالعه قرار می گيرند ، عبارتند گگ

معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دوم با ضرايب ثابتمعادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دوم با ضرايب ثابت: : از از 

xfbyyay)(::شکل کلیشکل کلی 

، معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دوم با ، معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دوم با                     ::حالت اولحالت اول
ضرايب ثابت بدون طرف دوم ضرايب ثابت بدون طرف دوم 

0)( xf

، معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دوم با ، معادلات ديفرانسيل خطی مرتبه دوم با                       ::حالت دومحالت دوم
ضرايب ثابت ھمراه با طرف دوم ضرايب ثابت ھمراه با طرف دوم 

0)( xf
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                                                    ::روش حل حالت اول روش حل حالت اول   - -   ١١. .   ٤٤. . ٣٣
      ))١١              (              (

    عبارت است ازعبارت است از))١١((جواب عمومی معادله ديفرانسيلجواب عمومی معادله ديفرانسيل::قضيهقضيه
0 byyay

)()( 2211 xycxycy  ))((
..عبارتند از دو جواب مستقل خطی عبارتند از دو جواب مستقل خطی کهکه
::اثبات اثبات 

12 , yy

از اين که    جواب است داريماز اين که    جواب است داريم      
از اين که    جواب است داريم از اين که    جواب است داريم       

0111  byyay 1y

2y0222  byyay
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::جواب باشد بايستی در معادله صدق کند جواب باشد بايستی در معادله صدق کند                                   برای اينکه برای اينکه  2211 ycycy 

)()()( 221122112211 ycycbycycaycyc 

ybcybcyacyacycyc  221122112211 ybcybcyacyacycyc 

)()( 22221111 byyaycbyyayc 

)0()0(0::دو پرانتز بالا صفر و در نتيجه حاصل صفر استدو پرانتز بالا صفر و در نتيجه حاصل صفر است 21  cc

) ) ١١((بدين ترتيب نتيجه می گيريم برای اين که بتوانيم جواب عمومی معادله بدين ترتيب نتيجه می گيريم برای اين که بتوانيم جواب عمومی معادله 
    ..را بدست آوريم ؛ کافی است دو جواب مستقل معادله را مشخص نماييمرا بدست آوريم ؛ کافی است دو جواب مستقل معادله را مشخص نماييم

١٧٨
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::جواب ھای مستقل جواب ھای مستقل ––١١.  .  ١١.  .  ٤٤.  .  ٣٣
در مبحث معادلات ديفرانسيل ثابت می شود که جواب ھای مستقل خطی به در مبحث معادلات ديفرانسيل ثابت می شود که جواب ھای مستقل خطی به 

چون        جواب چون        جواب . . حاصل می شود حاصل می شود ) ) به ازای مقادير  به ازای مقادير  ((                  صورتصورت
ل ا لا ا کک))١١((ا

xey .xey . 
..صدق می کندصدق می کند))١١((است ، پس در معادلهاست ، پس در معادله

0::داريمداريم byyay

0)()()( ...  xxx ebeae 

0...2  xxx beeae  

.02    ) :) :مشخصه مشخصه ((معادله مفسر معادله مفسر 
  ba

xe 


١٧٩



0::  ١١حالت حالت  ba 42 

2
4

240

2

12
baa

baa













2
4

2

2
0

2

2
baa 












    وو:              :              پس دو جواب مستقل عبارت است از پس دو جواب مستقل عبارت است از   

از است عبارت مستقل جواب دو ازپس است عبارت مستقل جواب دو ::پس

xey 1
1

xey 2
2



ز   ر   ب ل  ب  و جو زپس  ر   ب ل  ب  و جو : : پس 
xecxecyc

2
2

1
10  
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..معادله مفسر ريشه مضاعف داردمعادله مفسر ريشه مضاعف دارد:         :           ٢٢حالت حالت    0
  210

يک جواب عبارت است از             در اين صورت جواب دوم را به يک جواب عبارت است از             در اين صورت جواب دوم را به   
    ::صورت            در نظر می گيريم  صورت            در نظر می گيريم  

xey 1
xxey 2

xxecxecy 0  xececyc 210 
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..معادله ريشه حقيقی نداردمعادله ريشه حقيقی ندارد:         :           ٣٣حالت حالت  0

2
)4(

2
)4)(1(

2
4 2222 abiaababaa 









 iabia








2
4

2

2

    ::در اين صورت دو جواب مستقل خطی عبارتند ازدر اين صورت دو جواب مستقل خطی عبارتند از  
::پس داريم پس داريم   

xeyxey xx   sin.,cos. .
1

.
2 

)cos.sin.(cos.sin.0 21
..

2
.

1 xcxcexecxecy xxx
c   
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::روش حل معادله ديفرانسيل مرتبه دوم با طرف دوم روش حل معادله ديفرانسيل مرتبه دوم با طرف دوم ––٢٢.  .  ٤٤.  .  ٣٣
)(fb                                                                                             ))٢٢                (                (

 : :ابتدا قضيه زير را مطرح می کنيمابتدا قضيه زير را مطرح می کنيم

)(xfbyyay 

عبارت است ازعبارت است از) ) ٢٢((جواب عمومی معادله جواب عمومی معادله : : قضيهقضيه
يک جواب ويژه يک جواب ويژه   جواب عمومی معادله بدون طرف دوم و   جواب عمومی معادله بدون طرف دوم و           در اين جادر اين جا

لل

cp yyy 

cypy

..مشخص شود مشخص شود با استفاده از اين قضيه بايد  با استفاده از اين قضيه بايد  ..می باشدمی باشد))٢٢((برای معادلهبرای معادله
را مشخص کنيم ، عبارت است از تعيين را مشخص کنيم ، عبارت است از تعيين       يکی از روش ھايی که می توانيميکی از روش ھايی که می توانيم

py

py

..به کمک ضرايب نا معين به کمک ضرايب نا معين  py

١٨٣



f(x)f(x)شکلشکل پيشنھادیپيشنھادی yشکلشکلf(x)f(x)   پيشنھادیپيشنھادی
١١ n::چند جمله ای درجهچند جمله ای درجه

py

)(xpn

n
n xaxaa  ...10

٢٢
٣٣

x
n exp .).(  xn

n exaxaa .
10 )...( 

xxpn sin)( xxaxaa n sin)...( 10 

۴۴
xxp

or

n cos)( xxbxbb

xxaxaa
n

n

n





cos)...(

sin)...(

10

10





x  sin)( . xn  i)(۴۴
xexp

or
xexp

x
n

x
n









cos)(

sin)(

.

.

xexbxbb

xexaxaa
xn

n

xn
n








cos)...(

sin)...(
.

10

.
10




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::مھممھمتذکراتتذکرات--٣٣..٤٤..٣٣ ::  ھمھمرر....
  تعميمتعميم  kkوو......  وو  ٣٣  مرتبهمرتبه  بهبه  توانيمتوانيم  میمی  رارا  دومدوم  مرتبهمرتبه  ديفرانسيلديفرانسيل  معادلاتمعادلات    ..١١

::  ازاز  استاستعبارتعبارتkkمرتبهمرتبهديفرانسيلديفرانسيل  معادلهمعادلهيکيککلیکلیطورطوربهبه..دھيمدھيم ززررررییررمم
    
،،  صورتصورتايناينغيرغيردردرووھمگنھمگنراراديفرانسيلديفرانسيلمعادلهمعادله،،f(x)=f(x)=00باشدباشدوقتیوقتی    

)(...1
1 xfyayay k

kk  

ی یو )ببو )( ي( ر يي ر ورورينينيريرررووننرري
..  گوييمگوييم  دومدوم  طرفطرف  بابا  يايا  ھمگنھمگن  نانا

1...0::ازازاستاستعبارتعبارتمعادلاتیمعادلاتیچنينچنينمفسرمفسرمعادلهمعادله    
1  

k
kk aa 

    نيزنيز  رارا  معادلهمعادله  يکيک  عمومیعمومی  جوابجواب  توانيمتوانيم  میمی  مفسرمفسر  معادلهمعادله  بهبه  توجهتوجه  بابا    ..٢٢
..آوريمآوريمبدستبدست

١٨٥
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::  ديگرديگر  ديفرانسيلديفرانسيل  معادلاتمعادلات  نوعنوع  چندچند  - -   ٤٤  ..  ٤٤..  ٣٣
  ناميمناميم  میمی  برنولیبرنولی  معادلاتمعادلات  رارا                                                  صورتصورت  بهبه  ديفرانسيلديفرانسيل  معادلهمعادله
..

myxqyxpy )()( 

..  کنيمکنيم  تبديلتبديل  اولاول  مرتبهمرتبه  خطیخطی  معادلاتمعادلات  بهبه  رارا  معادلاتمعادلات  ايناين  بايستیبايستی
::  حلحل  روشروش
))                    ((  کنيدکنيد  ضربضرب              دردر  رارا  طرفينطرفين
  کنيدکنيد  انتخابانتخاب

1,0m
myz  1

my

با قرار دادن اين مقادير و محاسبه مشتقات لازم معادله داده شده به معادله با قرار دادن اين مقادير و محاسبه مشتقات لازم معادله داده شده به معادله 
    ..خطی مرتبه اول تبديل می شود خطی مرتبه اول تبديل می شود 
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مطلوبست حل معادله زير ؟مطلوبست حل معادله زير ؟--مثالمثال
42 yx

x
yy 

2         (*1)::حلحل
3

4 x
x

yyy 




3

    ::قرار می دھيم قرار می دھيم ) ) ١١(*(*اين مقادير را در اين مقادير را در 
4

3
43

3
3 yzyyyzyz 


 

3
1

3

)( ln3)(



  xdxxp

e
dx

xeexI
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333 ln131 xcxxzdxz  
13 ln3 xcxxzdx

x
z

x


3
1

333 1ln yxcxxy  

3 3
1

331
ln

ln
xcxx

yxcxxy




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::نتايجنتايج––٥٥..٤٤..٢٢   جج
  وو  استاست  خاصیخاصی  ويژگیويژگی  دارایدارای  شدشد  گفتهگفته  آنچهآنچه  ازاز  استفادهاستفاده  بابا  ھمگنھمگن  معادلهمعادله  يکيک

  تعدادیتعدادی  ازاز  توانتوان  میمی  رارا  اشاش  عمومیعمومی  جوابجواب  کهکه  ايناين  ازاز  استاست  عبارتعبارت  آنآن
::يعنیيعنیآوريمآوريمبدستبدستخصوصیخصوصینتيجهنتيجه
        معادلهمعادله  برایبرای    خطیخطی  مستقلمستقل  خصوصیخصوصی  ھایھای  جوابجواب                            گاهگاه  ھرھر  ::  قضيهقضيه

لااگاگاآآاشاش لا ا
nyyy ,...,, 21

01)( nn         معادلهمعادلهعمومیعمومیجوابجوابگاهگاهآنآن  ،،  باشدباشد                                                          ،،
..  استاست                                                            

آآ

0...1
1

)(   yayay n
nn

nn ycycycy  ...2211

نتيجهنتيجه                                                برایبرای                                                              ::يادآوریيادآوری
..ھستندھستند  خطیخطی  مستقلمستقل    (a,b)(a,b)مانندمانند  ایای  بازهبازه  دردر                                گيريمگيريم  میمی  

0...2211  nn yayaya0...21  naaa

nyyy ,...,, 21
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از طرفی شرط کافی برای استقلال خطی                که در بازه ای مانند از طرفی شرط کافی برای استقلال خطی                که در بازه ای مانند   
((a b)a b)مرتبه مرتبهتا nnتا دترمينان11 که است آن دارند پيوسته جزئ مشتق دترمينانام که است آن دارند پيوسته جزئ مشتق ام

nyyy ,...,, 21

((a,b)a,b)تا مرتبهتا مرتبهnn--11 ام مشتق جزئی پيوسته دارند آن است که دترمينان ام مشتق جزئی پيوسته دارند آن است که دترمينان
(a,b)(a,b)اين توابع در ھيچ نقطه ای از بازه اين توابع در ھيچ نقطه ای از بازه رونسکی  رونسکی  

::صفر نباشد ، يعنی داشته باشيم صفر نباشد ، يعنی داشته باشيم 
0),...,,( 21 nyyyw

0),...,,( 21

21

21 


 n

n

n

yyy
yyy

yyyw





    
لکک ا ف ل ا ک ا لا ا ف ل ا ک ا ا

11

2

1

1

 n

n

nn
yyy 

جواب ھای خصوصی يک معادله ديفرانسيل جواب ھای خصوصی يک معادله ديفرانسيل در صورتی کهدر صورتی که
نه فقط شرط کافی بلکه يک شرط لازم نه فقط شرط کافی بلکه يک شرط لازم   WWباشد اين شرط باشد اين شرط   nnخطی مرتبه خطی مرتبه 

اين خطی استقلال اينبرای خطی استقلال استnnبرای استتابع ..تابع

nyyy ,...,, 21

١٩٠
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ي:اهداف آموزشي و

حدربرخي از مسائل احتمال و فرآيندهاي تصادفي، معادلاتي مطرح مـي  
. مي گويند »معادلات بازگشتي «شوند كه به آنها 

در : تفاوت ايـن معـادلات بـا معـادلات ديفرانسـيل در ايـن اسـت كـه        
معادلات ديفرانسيل تابع، تـابعي از مقـادير حقيقـي تحليـل شـده روي      

ت اس ازه ب ادييك مق از ابع ت ابع، ت ت بازگش ادلات مع در ول ولـي در معـادلات بازگشـتي تـابع، تـابعي از مقـادير       .يك بـازه اسـت
.طبيعي است

در هر حال خواهيم ديد كه حل اين معادلات نيز مشابه حل معـادلات  
١٩٢١٩٢

م
.ديفرانسيل خواهد بود



بازگشت :)تفاضل(معادلات :)تفاضلي(معادلات بازگشتي
:مقدمهق

:RبهNيك دنباله عبارت است از تابعي از
RNa :
RNu
RNa





:
:

يا

a(n) Nnيعنـي nروي Uو يا اثـرnروي aبراي هر                 اثر
RNu :

مي دهيم و آن را جمله نمايش Unيا  anبصورت ساده  U(n)يا 

١٩٣١٩٣

.               عمومي دنباله مي ناميم



:هر دنباله به دو صورت نمايش داده مي شود

…,u1,u2بصورت نام بردن اعضا ١)

ــي٢) ــكل كلــ ــه شــ ــا بــ ــومي(يــ ــا)                        عمــ يــ   1u ي) ل ب ي(ي ي)و
مشخص مي كنيم              u

  1nnu
يم ي ص  nu

 13












1n
13

2
n

nu :مثال 
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هـا  unيك معادله بازگشتي عبارت است از معادله اي بـر حسـب
uu 1 nn: مانند uu  12

نيـز  )خاصـي(همچنين مي توانيم اين معادلات را باشـرايط ويـژه   
:حل كنيم مثلا داشته باشيم





  12 unun





  2)1( 1uu
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 (B)معادلات بازگشتي يا تفاضلي به كمك عملگري به نـام پسـرو
:اين عملگر بصورت زير تعريف مي شود.معرفي مي شوند

nn uuB )( 1
1

nn uuB )( 2
2



k
k uunB )(



knuunB )(
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عبارت است ازxازnمي دانيم كه يك چند جمله اي درجه
nnananaaxp )( 21  nn nananaaxp ...)( 210

1 

ت از kا
k

kk nananaanp )( 2
210

1 

kيا از مرتبه

kk nananaanp ...)( 210 

بصـورت زيـر در نظـر    Bاثر اين چند جمله اي را مـي تـوانيم روي
:بگيريم

kBBBB )( 21

١٩٧١٩٧

k
kk BaBaBaaBp ...)( 2

210
1 



k knnمطابق تعريف unبر رويpk(B)از اثر
k uuB )(

م:داريم
n

k
knk uBaBaauBp  )(...))(( 10

1

n
k

knnnk uBauBauauBp  )(...))(( 10
1

knknnnk

nknnnk

uauauauBp   ...))(( 110

10

knknnnkp ))(( 110

ا ل ا ها ت ازگشت ناkادله
١٩٨١٩٨

.  مي ناميم»kمعادله بازگشتي مرتبه«اين معادله را



نمايش دهيم، مي توانيم اين f(n)اگر طرف دوم معادله را بصورت
.را بصورت زير نشان دهيم kمعادله بازگشتي مرتبه

)()( fB
معـادلات بازگشـتي كـه در    .كه هدف حل چنين معادلاتي مي باشد
)()( nfuBp nk 

بــوده كــه آنهــا را k=2ايــن درس بررســي مــي شــوند، بــه ازاي
م.معادلات بازگشتي مرتبه دوم مي ناميم م

١٩٩١٩٩



.بنابراين هدف، حل معادلات زير مي باشد
2 )()(  nfuBp

22110

2 )()(

  nnn

n

uauaua
nfuBp

ش ط الت لات ا ا ل :براي حل اين معادلات، دو حالت مطرح مي شود:ا

معادله بازگشتي همگن                        ١) 0)( nf

معادله بازگشتي ناهمگن                        ٢) 0)( nf

٢٠٠٢٠٠



)(0حل معادلات بازگشتي مرتبه دوم با nf ب وم ب ر ي ز ب لات ل
اشد آن ع اب دن آ ت د ه ذك ادلات ل از نظ

0)( nf
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:نتيجه يج
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با توجه به اين مثال مي توانيم جواب هاي معادلات بازگشتي مرتبـه  
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و  بـا اسـتفاده از آن،   rاز حل اين معادله درجـه دوم مـي تـوانيم مقـادير
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-un+2 مطلـوب اسـت حـل معادلـه بازگشـتي:مثال

un=0حل:
r 11 12 




:حل

r
rr

11
01

2

12








nn
n ccw )1()1( 21 

٢١١٢١١



دارد)2حالت مضاعف ريشه معادله .معادله ريشه مضاعف دارد)2حالت
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:تذكر
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.ريشه هاي معادله موهومي اند)3حالت
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دوم-2 طرف دوم؛با مرتبه بازگشت معادلات ):ناهمگن(حل ):ناهمگن(حل معادلات بازگشتي مرتبه دوم؛با طرف دوم-2
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:روش حل

                 *wn* = wn + un:جواب كلي عبارت است از

wnجواب عمومي همگن              = 

        = *unجواب خصوصي با طرف دوم٢٢٠٢٢٠



ا كاف الا ل ف طا ا ك*ا ك ا را مشخص كنـيم كـه   unبنابراين مطابق فرمول بالا كافي است

ن نا ا ض ش له نهاد)f(n)شكل(ه ش ا جـوابي پيشـنهاد   )f(n)شكل(به وسيله روش ضرايب نامعين

شكل آن ضرايب تعيين و شود unمي
كند * مشخصمي .را . را مشخص مي كندunمي شود و تعيين ضرايب آن شكل
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.در اينصورت مي توانيم از جدول مفيد زير استفاده كنيم

F(n) unجواب
پيشنهادي *

م م ي

c    :ثابت :kثابت

an
kan                aريشه مفسر نباشد

an                  
knan       aريشه مفسر باشد

ansinيا anBanA cossin ancos
ي

٢٢٢٢٢٢



F(n)پيشنهادي*unجواب
k

k
k nananaan ...2

2
1

10 

( )

nk
k

nk

k

ananaaan )...( 1
10

210

 k )( 10

n
n

aanBanA
ana

)cossin(
sin

يا n
aanBanA

ana
)cossin(

cos
يا

٢٢٣٢٢٣



:مطلوب است حل:مثال
nuuu 323 ) nnn uuu 323 12  1)

r
rrrr

1
0)2)(1(023 1


 



nn
n ccw

r
rrrr

)2()1(

2
0)2)(1(023

21

2
2



 



n )()( 21

n:ريشه معادله مفسر نيست پس3چون*
n ku 3* 

nnnn kkk 332)3(33 12  

nn kkkkk

1
2
1123)299(3 

n
nu

1

3)
2
1(* 

٢٢٤٢٢٤

nn
nnn ccuwW 3

2
1221 * 




2) 2

12 2 nuuu nnn  

2

12

2
1

0)1)(2(02
r
r

rrrr

nn










2
210

21 )2()1(

nanaau

ccw

n

nn
n





* 

22
210

2
210

2
210

)222(

))1()1(())2()2((

nnanaa

nanaananaa





210 )(

222

2422
22

2
2

21122
2

211 nanaanaananaana 

1,1,1

222

10

22
2102

caa

nnanaaa





))(
2
1())(

2
1()1(

2
,

2
,

2

10

nnun * 

٢٢٥٢٢٥
))(

2
1())(

2
1(1)1()2( 2

21 nnccw nn
n * 



3)
nnuuu 365 12  



3) nnn nuuu 365 12 

r
r

rrrr
3
2

0)2)(3(065
2

12










n
n

nn
n

knBnAu

ccw

3)(

)3()2( 21





* 
nn

nnnknBnA
nknBAnknBA

3)3(6
)3)1()2((5)3)2()2(( 12


 

kBA
3
1,

2
1,1 

nnn
n nnccw 3

3
1)

2
1()3()2( 21 * 

٢٢٦٢٢٦



4) sin568 nuuu 

12

4)
2

sin568 12 uuu nnn 

11
16
10168 2 rr 

)1()1(

4
,

2 21

ccw

rr

nn 



*
2

cos
2

sin

)
4

()
2

( 21

 nBnAu

ccw

n

n





2
)1sin(6

2
)2cos(8

2
)2sin(8

22
 nAnBnA

n



2
sin5

2
cos

2
sin

2
)1cos(6

222
 nnBnAnB 

٢٢٧٢٢٧



 nn
2

sin8)
2

sin(8





nn

nAnA 

6)i (6

2
cos8)

2
cos(8





nAnA

nBnB





sin6)cos(6

2
cos6)

22
sin(6

 nBnB

AA





sinsin6cos6cos8sin

2
sin6)

22
cos(6

 nAnBnAnBnA

BB





2
sin5

2
cos

22222
 nnB 
22

٢٢٨٢٢٨




2

sin5)68(
2

cos)68(
2

sin  nBABnABAn 

17
6,

17
7

067
576

BA
BB

AB




 

67

1717067 BB 

2
cos

17
6

2
sin

17
7  nnun 

2
cos

17
6

2
sin

17
7)

4
1()

2
1( 21

 nnccw nn
n 

21721742

٢٢٩٢٢٩
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:   تحقيق كنيد)4
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اكنون مي خـواهيم جـوابي از معادلـه را بيـابيم كـه در شـرايط اوليـه         

x3=3 , x2=2 , x1=1 صدق كند.

اگر جواب هاي معادله را به شرايطي مقيد كنيم كه بـا آن شـرايط   : نكته

برابـر  …,u1,u2يا…,x1,x2تعدادي از جمله هاي اوليه آن مانند
ــه      ــه را شــرايط اولي ــادير اولي ــن مق ــومي باشــند آنگــاه اي ــادير معل مق

.مي ناميم
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بصـورت   f(n)=3فرض مي كنيم معادله مفسر بازگشتي با طرف دوم )5
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.فرض مي كنيم معادله مفسر يك معادله بصورت زير باشد)6
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:مطلوب است حل معادله)7
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ناسره ھای )مجازی(انتگرال
:مفاھيم اساسی 

گ

)مجازی(انتگرال ھای ناسره  

:انتگرال ھای ناسره عبارتند از
انتگرال ھايی با حدود انتگرال گيری نامتناھی١.
انتگرال ھای توابع بی کران ٢.

تابع ناسره انتگرال
)(xfa
انتگرال ناسره تابع

: با معادله تا با حدی از  
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  b
a dxxf

b
a dxxf )()(    lim  

.مشخص می شود 



اگر حد موجود متناھی باشد ، انتگرال ناسره ، ھمگرا ناميده 
می شود ؛ ولی اگر حد موجود نبود يا مساوی بی نھايت شود ،گ

.واگرا خوانده خواھد شد  ر
به ھمين نحو ، 
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از بازه بسته در نقطه  ھرگاه تابع 

در باشد داشته تناھ نا تگ وناپي cxa bxc  و ناپيوستگی نامتناھی داشته باشد و در

پيوسته باشد ، آن گاه طبق تعريف ،
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ba dxxf )()(cfbca  آن(گوييم انتگرال ناسره در )وکه a f )()(cfbca  ن( م ر  و   
ھمگرا است اگر ھر دو حد سمت راست تساوی موجود

ناسره انتگرال ، باشد نداشته وجود ھا آن از يک اگر و ، باشند

(

باشند ، و اگر يکی از آن ھا وجود نداشته باشد ، انتگرال ناسره  
.واگرا است 
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a xdxcos را محاسبه کنيدانتگرال ناسره –مثال
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:داريم – حل 
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a px

dx    1p .واگراست  به ازای يعنی انتگرال 

يکی از روش ھايی که می توانيم نوع يک انتگرال ناسره  -تذکر
است مقايسه آزمون از استفاده ، نمائيم تعيين بهرا آزمون اين ي ا ون  ه از آز يم ، ا يين  ون ب .را  اين آز

:صورت زير است 
اب ت گا )()(ھ fازا اه ),()(ھر گاه توابع xfxgax 

],[ AaaA ax 

تعريف شده و در بازه و به ازای
انتگرال پذير باشد و نيز به ازای ھرکه

)()(0 xgxf a g(x)dx   
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، آن گاه ھمگرايی انتگرال  

ل گ
، ھمگرايی 

a f (x)dx    a a gf (x)dx     (x)dx   ، را  ھمراه انتگرال
.نتيجه می دھد  ی



1 1 10

dx را بيازمائيد ؟ھمگرايی انتگرال –مثال 
1 1 10x
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بر بازه انتگرال گيری از تابع انتگرالده : حل 

ل ق ف ق ت)طا ا گ ش ا ال انتگ ش نت
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xg 1 10x
dx

1p (ھمگراست کوچکتر بود و انتگرال  

انتگرال ناسره خاص از رده اول
.پس نتيجه می شود انتگرال داده شده ھمگراست)مطابق صفحه قبل

ن١ ا ا ن ال آانتگ ، که در آن انتگرال نمايی يا ھندسی ، ١.   
a dxtxxet

0t که وقتی ھمگراست انتگرال يک ، است 0tثابت

0t

ثابت است ، يک انتگرال ھمگراست وقتی که

، واگراست اگر

tt

به شباھت اين انتگرال با سری ھندسی توجه کنيد که اگر

گ ter xrtxe  آن گاه



0 px

dxp0a ثابت است وکه انتگرال از نوع اول .٢
1p1pp ، با سری و وقتی که انتگرال ھمگراست اگر  

د ش ه قاي

xn 1

.مقايسه شود
: اکنون انتگرال ناسره خاصی را به صورت .٣   

dxxenx 
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n ، ناميده در نظر می گيريم ، اين انتگرال را تابع گامای ،  

ھمگراست ،
)(n

)(n0n
نشان می دھيم و ثابت می کنيم) بخوانيد گامای ( و با نماد 

ازای به را                   :که . ھ )(n0n به ازای :که
به اين ترتيب می توانيم تابع گاما و خواص آن را بررسی نمائيم 



)(n ا که ا گا طهتا ضا ا د ش داد ش ا :ن

:تابع گاما–تعريف
)(n

(1)           0 .1)( dxxenxn  

: نمايش داده می شود با ضابطه تابع گاما که با

0

0n اين تابع برای . تعريف می گردد 
کا ک ل ا ا آ ا اث ا ا ک

.ھمگراست 
که در ادامه به اثبات آن خواھيم پرداخت وليکن چند کاربرد

:و دستور مھم در رابطه با تابع گاما را بيان می کنيم

(2))()1( nnn 

م ع م
:دستور بازگشتی برای تابع گاما عبارتست از ١.

(2)             )()1( nnn 

1)1(  .: که در آن 



برای مقادير قت ھر برای توان می را )(n0 وقتی مقادير برای ،)٢(از را می توان برای  ھر )(n0n
21  n

،)٢(از
معلوم ھستند) يا ھر بازه ديگر با طول واحد ( ، 
. ، معين نمود

جوابی) ١(يک معادله تفاضلی است که )٢(رابطه بازگشتی )()(
. از آن است  
داريم.٢ ، گاما تابع )n!)1...,1,2,3:از  nn
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لاپلاس تبديلات
: هدف : مقدمه 
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