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ش آ اف اهداف آموزشی درسا

آشنايی با روش های تحليلی درهندسه اقليدسی
آفين تبديلات در تحليل های روش با آشناي آشنايی با روش های تحليلی در تبديلات آفين
 آشنايی با روش های تحليلی درهندسه کره
 آشنايی با روش های تحليلی در صفحه تصويری
طولی درهندسه تحليلی های روش با آشنايی آشنايی با روش های تحليلی درهندسه طولی
   آشنايی با روش های تحليلی در صفحه هذلولوی
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اول فصل اولفصل

هندسه اقليدسی مسطحه
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ا ا R2ف R2فضای برداری

)اگ )( ق( اشق اگرy=(y1,y2)، x=(x1,x2)وcباشد حقيقی عددی ، 
آنگاه
صورت به ترتيبرا،بهxدرcاسکالر ومضربyوxمجموع

( x1+y1,x2+y2 )x+y= ( 1 y1 2 y2 )y
cx =( cx1cx2 )           

=cويژه،اگربهميکنيمتعريف xراباcxبردارباشدآنگاه1 x– راباcxبردارباشدآنگاهc=-1ويژه،اگربه.ميکنيمتعريف
  .ميدهيم نشان

5

و برداری جمع اعمال.ناميمبردارصفرمیرا(0,0)=0بردار
: است زير جبری خواص اسکالردارای مضرب



ا ا R2ف R2فضای برداری

به ازای بردارهای  :1قضيهx  ،y  ،z  واعداد حقيقیc  وdداريم ،
: z = x + ( y+z ) + ( x + y )الف 
:x+y y+x  x+y = y+x:ب
 x+0 = x:پ 
) x + ( -x ) = 0:ت )
 1x = x:ث 
 c( x+y ) = cx + cy:ج 

( d ) d    : x = cx + dx( c+d )چ
 c( dx ) = ( cd )x:ح 

که1قضيه کند می يکR2بيان اسکالر، ومضرب برداری جمع اعمال با همراه
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ی  1ي  ن  ر ي  Rبي رب  ری و ع بر ل ج ر ب 
.فضای برداری است



ل ا ا R2ف R2فضای ضرب داخلی
   اگرx=( x1,x2 ) وy=( y1,y2 ) ،ند اهدو بردارباش حاصلآنگ

ا ا آن زنشاااخل ت ردهيم ونشان می< x,y >با ضرب داخلی آنها را به صورت زي
:کنيمتعريف می

< x+y > = x y +x y< x+y > = x1y1+x2y2
      yو  xحاصل ضرب داخلی را حاصل ضرب نقطه ای يا حاصل ضرب اسکالر      

.ميناميم
2قضيه:

:،داريم R2در  x ،y ،zبه ازای هر :الف
< x,y+z > = < x,y > + < x,z >
< y+z,x > = < y,x > + < z,x >
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ل ا ا R2ف R2فضای ضرب داخلی

 R   cو  R2در   yو xبه ازای هر  :ب
< x,cy > = c< x+y > = < cx,y >, y y ,y

  R2در   yو xبه ازای هر :پ

< x y > = < y x >< x,y >  < y,x >
y = 0، آنگاه  x,y > = 0 >و x R2اگر،به ازای هر :ت

بيان ميکند که عمل ضرب داخلی يک نگاشت دو خطی،متقارن و زوال ناپذير است2فضيه يري پ زو و رن ی و ي ی رب ي ن بي

 برای هر بردارx = (x1,x2)  در ،R2  اندازه يا طول،X 
x│=             2│نشان ميدهيم و برابر است با│x│را با

2
2

1 xx 
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ل ا ا R2ف R2فضای ضرب داخلی

ه ت:3قض ا ز ا خ ای دا انداز :تا تابع اندازه دارای خواص زير است:3قضيه:
x R2     ،│ x │ ≥ 0به ازای هر : الف 

│ │ اگ0 ا 0اگ x = 0اگر و تنها اگرx │ = 0 │:ب
 │ c R ،│ cx │ = │ c ││ xو  x R2به ازای هر:پ
 شوارتز-نامساوی کشی(  4قضيه:(

:داريمR2درyو xبه ازای هر دو بردار  yم
Ι < x,y > │ ≤ │ x ││ y │

اگر اگروتنها است برقرار باشندyوxوتساوی .متناسب
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ر ه  رو ر   ر وی بر .ب بyوxو



ل ا ا R2ف R2فضای ضرب داخلی

 4نتيجه قضيه:
هر ازای :R2درyوxبه Rدر yوxبه ازای هر

│ x + y │ ≤ │ x │ + │ y ││ x + y │ ≤ │ x │ + │ y │

اگ ا تن اگ ا ا ق ا تنات ا با ضريب تناسب yوxوتساوی برقراراست اگروتنها اگر
.نامنفی متناسب باشند
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اقل E2ف E2صفحه اقليدسی

اکنون مفهوم هندسی فاصله رامورد بررسی قرارميدهيم اگرp   وq  
:دو نقطه باشند فاصله بين اين دوبه صورت زيرتعريف ميشود 

d( ) │ │d( p,q ) = │ q - p │ 
.نشان می دهيم E2را با  dهمراه با تابع فاصله  R2مجموعه 
ه کن5قض ض نقطهPQRف تE2ه ا تن فرض کنيد:5قضيهP،Q،Rسه نقطه درE2هستند دراين صورت:

 d( P,Q ) ≥ 0:الف 
)d:ب P Q ) = اگ0 ا تن Pاگ = Q = Pاگر و تنها اگر d( P,Q ) = 0:ب  Q
 d( P,Q ) = d( Q,P ):پ
)d:ت P Q ) + d( Q R ) ≥ d( P R مثلث(( )نامساوی

11

)نامساوی مثلث( d( P,Q ) + d( Q,R ) ≥ d( P,R ):ت 



خطط

ميشود مشخص خاصيت اين توسط تحليلی درهندسه خطهر 
مجموعهمتناسبندآننقطههرزوجواصلبردارهایکه ی ر لبر وبنرزوجو  ج
 راستا يکvبردارغيرصفر يک با متناسب بردارهای همه
]ااآنا ش[ ا ن ] باراآنوناميممی v  .دهيممینمايش [

[ v ] = { tv │ t  R }  
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خطط

 اگرp  يک نقطه وv برداری غير صفر باشد آنگاه مجموعه
L = { x │ x – p  [ v ] }  )4.1(

ده از     ا راستای  Pراخط گذرن ر را [ v ]ب اميم شکل زي دمی ن مجموعه ببيني
. را به صورت زيرنيز می نويسيم ) 4.1(

L = P + [ v ]
= Lاگر     P + [ v ]يک خط باشدvرا بردار راستایL می ناميم. [ م[
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خطط

 اگرL يک خط وx يک نقطه باشد،عبارتهای متفاوتی برای
Lxرابطه دارد زيرمترادفندوجود عبارات مثال عنوان به به عنوان مثال عبارات زيرمترادفند.وجود داردLx رابطه
x L: الف 

Lل اشا .استxشامل L:ب
.قرار دارد  Lبر  x :پ
.ميگذرد  xاز  L: ت
استLبرx:ج واقع
14

.واقع است Lبرx:ج



خطط
کنيدفرض:6قضيه pوqمتمايزدرنقطهدوE2 يرضي دراين .هستندpوqرو ينيز ر

     رابا خط دارداين وجودqوp نقاط شامل خط يکتنها صورت،
pq دهيم می نشان .  

طقط Lاق :به صورت  L = pqواقع برخطxهرنقطه:نتيجه   
X = α ( t ) + t ( q – p )             

(1 t ) + t (5 1)= (1 – t )p + t        (5.1)

p q
X = α(t)

p q

tq
( 1 – t )p

( 1 t )

15

q
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خطط
پارامتری معادله يک عنوان به توان می را )5.1( معادله 

گظط  کند می تغيير حقيقیاعداددرtوقتی گرفتنظردرخط
α(t) نقطه دوهر فاصله دهد می تغييرمکان خط براين 
طLخط لت تهزف دد ا : ايدمیدستبه زيرفرمولتوسطLبرخط

│ ││ │d( α ( t1 ), α ( t2 ) ) = │ t2 - t1 ││ q - p │

، انگاه می گوييم t<1>0، که درآن  x = ( 1-t )p + tqاگر 
x  ميانp,q واقع است.
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خطط

کنيد فرض :7 قضيه x،pوq متمايزدر نقطه سهE2 هستند.
:اگراگروتنهااستqوpميانxصورتدراين ين نxورر هqوp ي :ررو

d( p,x ) + d( x,q ) = d( p,q )
کنيدفرضpوqمتمايزهستنددونقطه: کنيدفرضpوqمتمايزهستنددونقطه:

انها ميان نقاط وهمه q و p شامل مجموعه صورت، دراين
دهنشانpqااآنناخطاکا .دهيم می نشانpqباراوآنناميممیخطپارهيکرا
P و q خط پاره انتهايی نقاط pq خط ديگرپاره نقاط هستند

گط
17

.گوييممیدرونینقاطرا



خطط

 اگرm  نقطه ای برپاره خطpq  باشد به طوری که:
d( p, m ) = d( m,q ) = ½ d ( p,q )( p ) ( q ) ( p q )

.است pqنقطه وسط  mآنگاه، 
به اسانی نتيجه ميشود که هرپاره خط تنها يک نقطه وسط8ازتمرين رين وز ي ه ر رپ و ي يج ی ب

:دارد وآن عبارت است از 
m = ½ ( p + q )m  ½ ( p  q )

 اگردو خطL  وm  از نقطهp بگذرد، ميگوييم يکديگررادرp  قطع
.نقطه تقاطع آنهاستpميکنند و

18
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خطط

دارند تقاطع نقطه يک متمايزحداکثر دوخط : 8 قضيه.
درخطدوکهديدخواهيمE2تقاطعنقطههيچاستممکن درخطدوکهديدخواهيمE2تقاطع نقطه هيچ استممکن 

باشند نداشته
طگطططگ ط خطوط بگذرند نقطهيکازخطسهاز بيشترياخطاگرسه
.گوييممیمتقاربرا میرر و
نقاط شوند،اين واقع خط بريک نقطه بيشترازسه يا اگرسه 

ييخطهرا گ
19

.گوييمخطهمرا



ک ا زوج متعامد يکه ت

 دوبردارuوv رامتعامد می گوييم اگر< v,u > =0 لازم اغلب.باشد
م  ه دست اوري ردارداده شده ای ب ود برب روشن . می آيد برداری عم م وري ب ی ر ر برب و ری بر ي نی رو

v=( v1,v2است که اگر دازه ┴ vوبردار vانگاه  ( ودوهم ان رهم عم ب
v.هستند ┴ =( -v2,v1 )  .v ( v2,v1 )

ه  ده می شود ک ه آسانی دي ين ب ┴ v ┴┴ = ( v ┴ )همچن = -v  هر
ل ط به دا ي1ب ا ن د ا يا يکه دا ب يک دا ا ت ز اميم1بردار به طول د . را يک بردار يکه يا واحد می ن زوج متعام

{ v,w }  ه دران تند را wو  vراک ه هس ای يک يک زوج برداره
گ که ا ت
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. متعامد يکه می گوييم



ک ا زوج متعامد يکهت

 د  : 9قضيه د يکه ازبردارهای  { v,w }فرض کني يک زوج متعام
R2هرباشد ازای به صورت xدراين R2داريم ،: Rدراين صورت به ازای هر.باشدx R داريم ،:

x = < x,v > v + < x,w > w

. درشکل زيرنمايش داده شده است  9قضيه 

x
w x

21
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ط ل معادله خطا

اگر L بردارراستای با خطی v ،انگاه باشد v  Lبر رابردارقائم ┴
يکديگربا خط يکبرقائمبردارهایکه استروشنناميممی نيمی یرو ر ربيبرمبر ي ي

. هستند ) يکديگر مضرب يعنی( متناسب
آنبرقائمبردارهایرابرحسبازخطایمشخصهخاصيتاکنون آنبر قائم بردارهایرابرحسبازخطای مشخصهخاصيتاکنون 
x. ببينيد زيررا شکل . اوريم می دستبه

  
N

x
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ط ل معادله خطا

کنيد فرض : 10 قضيه p و دلخواه نقطه يک { v,N  يک {
،صورتدراين.استيکهمتعامدزوج ين.يزوج ورر

p + [ v ] = { x │ < x- p > N ≥ 0 } 
طگ گ آ اگر:نتيجهN برداری غير صفرباشد، آنگاه مجموعه نقاط

{ x │< x- p,N ≥ 0 }            
 آن راستایبردار ولذا است، N قائم بردار با p از گذرنده خط

N باشدم┴
23

Nباشدمی. 



ط ل معادله خطا
ه ل ل ت ه هند د که کن ادآ يادآوری می کنيم که درهندسه تحليلی، مجموعه

{ ( x,y ) │ax + by + c = 0 } 
ک ا ط ش ا ط ک شگ 2ا b2 طل0 ا a2+b2نمايشگريک خط است ، مشروط براين که ن مطلب   0 = اي

.قالب مفاهيم فوق به صورت زير بيان می شوددر
ه د11قض کن ض تندbف ه ق ق دد نه ا د فرض کنيد :11قضيهa،b،c دراين. سه عدد حقيقی هستند  

:برابر است با   { ax + by + c = 0│ (x,y) }صورت  
اگالف 0bت 0≠ 0  a = 0،b = 0،c ≠ 0مجموعه تهی اگر :الف
 a = 0  ،b = 0  ،c = 0، اگر R2تمام صفحه : ب 

ط
24

.  ( a,b )درغيراين دو صورت، خطی است بابردارقائم :پ



ا ت ط خطوط متعامدط

 دوخطL وm  رامتعامد گوييم اگربردارهای راستای آنها
┴ Lمتعامد باشند دراين صورت می نويسيم m دو پاره يم وي ی ور ين ر┴ر پ و

.   خط متعامداند اگرخطوط حامل آنها متعامد باشند  
رس(:12قضيه کني)فيثاغ نقطهp،q،rفرض ه فرض کنيم)فيثاغورس(:12قضيهp،q ،r  سه نقطه

دراين صورت ، .متمايز هستند
│ │2 │ │2 │ │ 2│ r – p │2 = │ q – p │2 + │ r – q │ 2

. متعامد باشند rqو  qpاگروتنهااگردو خط 

25



ا ت ط خطوط متعامدط

اگر:13 قضيه L ┴ m، انگاه L و mمشترکنقطه يک وتنها يک 
. دارند

کنيد فرض :14 قضيه x و نقطه يک L دراين .است خط يک 
 گذرد می xاز که دارد وجود m مانند خط يک وتنها يک صورت،

Lلاا بعلاوه،.استعمودLوبر
m : الف = x + [ N است L بر  قائم برداريکه يک N درآن که ،[

آ FدرنقطهmوL:ب = x - < x – p,N > N درآن که p نقطه
. کنند می قطع يکديگررا است، L بر دلخواه ای

d ( F ) │ N │
26

d:پ ( x,F ) = │ < x – p,N > │  



ا ت ط خطوط متعامدط

نقطه اگر x برخط L ،خط ساختن عمل باشد m خط از L ونقطه  x   

ردرقضيه درااخراج،14مذک ييمLبرxازعم خارجxاگرگ   خارج x اگر .گوييممیLبرxازعمودرااخراج،14مذکوردرقضيه

  قضيه .ناميم می L بر ) وارد( x از عمود خط را m باشد، L ازخط
  . است شده داده نمايش زير های شکل در 14

m

m
LL

x

27
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ا ت ط خطوط متعامدط

کنيد فرض : 15 قضيه L و خط يکx از خارج ای نقطهL
زپر   نزديکترين F آنگاهباشد،LبرxعمودازپایFاگر.است رينرو ي ز
. است x به L نقطه

F

X

L

دازپایFاگر:تعريف d(xآنگاهباشد،Lبرخطxعم L)

F
p

L

اگر:تعريفFعموداز پایxبرخطL،آنگاه باشدd(x,L) 
)dرابا وآن گوييم می L وخط x نقطه رافاصله x,L  نمايش (

دهيم
28

.دهيممی



ا ت ط خطوط متعامدط

تذکر: d( x,L )  کوتاهترين فاصلهx  وL  است.
فرض کنيد  :نتيجهL  خطی با بردارقائمN  وx  نقطه ای درR2 است

ااگ گاLقط آ اش باشد، آنگاهLنقطه ای برpاگر
d( x,L ) = │< x – p,N > │

ض ف ائه ا ا ت ا گ اختا ش اکن اکنون روش ساختاری ديگری را درمورد تعامد ارائه ميدهيم فرض   
ه از نقطه . يک پاره خط است pqکنيد  ر  pqدر  mخطی ک  pqب

.ميگوييمpqعمود است راعمود منصف پاره خط ر پ و ر وييمpqو ي
.به يک فاصله هستند  qو pمجموعه نقاطی ازصفحه است که از  pqعمود منصف پاره خط :تذکر

29
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تقاط ا ط خطوط موازی و متقاطعط

 دو خطL  وm  ،را موازی می گوييم اگرنقطه تقاطع نداشته باشند
  L ││mمی نويسيم دراين صورت

 آزمون زير در مورد خطوط موازی وجود دارد  .
 دو خط  :16قضيهL وm  موازی اند اگر و تنها اگردارای يک

.  راستا باشند 
 17قضيه:

   L = nيا  L ││n، آنگاه  m ││nو  L ││mاگر : الف 
   L ┴ n، آنگاه m ┴ nو  L ││mاگر : ب

30

L = mيا  L ││m، آنگاه  m ┴ nو  L ┴ nاگر : پ



تقاط ا ط خطوط موازی و متقاطعط

 فرض کنيد دوخط  :18قضيهL  وm دراين . موازی هستند
وجودداردبه طوری  d( L,m)صورت، عدديکتايی، به نمايش يش يی ي )ور , ور( ر و و

  y Lو x mکه به ازای هر 
d( x L ) = d( y m ) = d( L m )d( x,L )  d( y,m )  d( L,m )

باشد، آن mو Lيک برداريکه قائم برخطوط  Nدرواقع، اگر 
نقطه هرد ازای به داريLبرmyبرxگاه ، ، داريم Lبرyوmبرxگاه به ازای هردونقطه 

│ N │ d( L )
31

│< x – y,N > │ = d( L,m )



تقاط ا ط خطوط موازی و متقاطعط

خط کنيد فرض :19 قضيه m دلخواه خط L درنقطهرا p می قطع 
  فرض .هستند m و L راستای يکه بردارهای ترتيب، به wو vوکند

)α کنيد  t ) = p + tw پارامتری معادله m صورت، دراين .است  
d( α(t),L ) = │ t ││ < w,v ┴ > │

)d دهد، می تغييرمکان m بر x وقتی رو، ازاين x,L  اعداد همه (
. کند می دوباراختيار را جزصفر، به نامنفی، حقيقی

X

L d( α(t) F ) = │t ││ < w v ┴ > │
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d( α(t),F )  │t ││ < w,v > │



کا انعکاسا

ناميم می پيکره يک را ازصفحه دوبعدی هرزيرمجموعه.  
ديگرجالبترهایپيکرهازهاپيکرهازبرخکهاستطبيع ديگرجالبتر هایپيکرهازهاپيکرهاز برخیکهاستطبيعی
 ازآنجا بلکه تنهاازنظرزيبايی نه متقارنتر، های پيکره .هستند
 .هستند بيشترموردتوجه شوند می يافت درطبيعت که

33
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کا انعکاسا
ررنوعرين خط يک به نسبت تقارنمسطحه،هایپيکره تقارننوعترينساده يببرنیپي

 فرض .ميکنيم بندی فرمول طوردقيق رابه مفهوم اين اکنون .است
  به نسبت ′xو x دونقطه .است N بابردارقائم p از گذرنده خط L کنيد

Lن تندتقا نقطهه دای′xxخطاطاگ xLازع Lخطپارهوسطاگرنقطههستندمتقارنxxاز عمود پای x بر L 
: اگر هستند متقارن L به نسبت ′x و x ديگر، بيان به .باشد

½ ( x + x′ ) = F½ ( x  x )  F
:14پس بنا به قضيه . استLبرخط  xپای عمود از  Fکه درآن 

½ ( x + x′ ) = x - < x – p,N > N   ½ ( ) p,
½ x′ = ½ x - < x – p,N > N      

x′ = x – 2 < x-p,N > N          X

N
F

/X
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کا انعکاسا

 انعکاس نسبت به خطL نگاشتی چونΩL ازE2 بهE2  با
′xتعريف = ΩLx = x – 2 < x –p,N > N      : Lري p,

نقطه ای دلخواه  pو Lيک برداريکه قائم بر Nاست، که درآن 
استLبر .استLبر
 اگرτ  يک پيکره باشد به طوری کهΩ│τ = τ  آنگاه می ،

يي بهτگ بت تLن ا رLخطمتقارن يامح خط رايک رايک خط يامحور Lخط.متقارن است Lنسبت بهτگوييم
.  می ناميمτمتقارن 
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کا انعکاسا

20قضيه:
؛ E2در   yو xنقطه به ازای هردو: الف 

d( ΩLx , ΩLy ) = d( x,y )

؛E2در xبه ازای هر:ب
ΩLΩL x = x

ΩLنگاشت : پ : E2 → E2 دوسوئی است.
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کا انعکاسا

 21قضيه : ΩLx = x  اگروتنهااگرx  L 
نقطهxثابتنقطهرايکTاگرميگوييمTx = xلذاقضيه نقطهxثابت نقطهرايکTاگرميگوييمTx x لذاقضيه  

 ثابت نقاط محورانعکاسبر واقع نقاط کهکند می بيان 21
هستندانعکاسنگاشت .هستندانعکاسنگاشت

دوسوئی نگاشت يک هرانعکاس دهدکه می نشان 20 قضيه 
ييمرابرگشتTنگاشتاستفاصلهحافظبرگشت گ  گوييم می رابرگشتیTنگاشت.استفاصلهوحافظبرگشتی
يعنی .باشد E2 روی همانی نگاشت T2 اگر

T2 T T I
37

T2 = T . T = I 



ت ا اق ط ا ل قابليت انطباق و ايزومتریقا

اگر τ و پيکره يک ΩL آنگاه باشد، انعکاس يک ΩLτ را 
ي ميشود مشاهده .ناميممیLخطبهنسبتτایتصويرآينه ويمیوير ي

 شکل و اندازه يک دارای آن ای تصويرآينهو پيکرههر که
رسmر τو ΩmΩLτ آنگاهباشد،ديگریانعکاسΩmاگر.هستند mي Lو
   .هستند شکل وهم اندازه نيزهم

L
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ت ا اق ط ا ل قابليت انطباق و ايزومتریقا
پيکره“صلب“حرکتبايککهميدهدنشانمشاهدهτدر ي ين ر برب  ر τ پي

    .کرد منطبق ΩmΩLτ بر توان می را پيکره اين صفحه،
م   شهودی مفاهيم دقيقتعريفارائهبرایکليدیخاصيت
  هر، بين فاصله که است اين صلب وحرکت شکل اندازه،
   برپيکره نقطه اين همتای بين بافاصله برابراستτبر نقطه

Ω Ωلافظگاشف اافا ΩmΩLτ.باايزومتری فاصلهحافظنگاشتمجرد مفهوم 
  .کنيم می زيرتعريف صورت به را

کE2E2اTشاگاش تا افظ(ا ا پوشاینگاشتTاز E2بهE2ياحافظ( ايزومتریرايک  
 E2 در Y و X هر ازای اگربه گوييم می ) فاصله

d( TX TY ) d( X Y )
39

d( TX,TY ) = d( X,Y )    



ت ا اق ط ا ل قابليت انطباق و ايزومتریقا
دوپيکرهτ1وτ2مانندايزومتریاگريکميگوييمانطباقراقابلT ر بلτ2وτ1وپي قر وييمب ری ريي  T  يزو

Tτ1 که طوری باشدبه داشته وجود = τ2 داديم نشان قبل بخش در 
 ايزومتریهر چهاگر .است ايزومتری يک انعکاس، نگاشتهر که
  ضرب حاصل ايزومتریهر ديد خواهيم ولی نيست، انعکاس يک

 های سازه ها انعکاس رو، ازاين .است انعکاس سه حداکثر )ترکيب(
ا اا ت ز تنا   .هستندايزومتريهااساسی

ايزومتری هر T از E2 به E2، است دوسويی نگاشتی.  
TXاگاق TYگا آ TXاگردرواقع، = TY، آنگاه 

0 = d( TX,TY ) = d( X,Y )
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. X = Yولذا



ت ا اق ط ا ل قابليت انطباق و ايزومتریقا

.، وجود دارد T-1، يعنی Tبنابراين، نگاشت وارون 
22قضيه: 

  . است ايزومتری نيزيک TS آنگاه باشند، ايزومتری S و Tاگر : الف
ریيرب  .استنيزايزومتریT-1باشد، ايزومتریيکTاگر:ب ریبيزو يزو يز
. است ايزومتری E2 روی I همانی نگاشت : پ
باهمراهE2رویايزومتريهایمجموعهکهدهدمینشانقضيهاين و ینيين یج ريه       ب رE رویيزو

     ايزومتری راگروه گروه اين .است گروه يک )ترکيب( ضرب عمل 
E2باراوآنناميممیI ( E2 دهيممینشان(

41

Eباراوآن.ناميممیI ( E    .دهيممینشان(



تقا گروه تقارنگ
کنيدفرضτدرایپيکرهE2ميشودکهديدهبآسانیاست کنيدفرضτدرای پيکرهEميشودکه ديده بآسانی.است  

φ ( τ ) = { T I( E2 ) │Tτ = τ } 
)Iگک E2 قاگاگاا( )Iزيرگروهيک E2    τ تقارن گروه رازيرگروهاين.است (
   τ پيکره تقارن ،ميزانτ تقارن گروه مرتبه بزرگی .ناميم می

 .کند می راتعيين
متقارنتراستτباشد،بزرگترφ(τ)هرچهديگر،عبارتبه   متقارنتراستτباشد،بزرگترφ(τ) هرچهديگر،عبارتبه

   تقارن گروه مرتبه که ميدهيم نشان بعدی های درفصل :مثال
اثلث لات ا6االا
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.است6برابر الاضلاعمتساویمثلث



تقا گروه تقارنگ

د     ه مثلث تولي ه هرميان ای نسبت ب روه توسط انعکايه واين گ
ود ی ش اقين .م اوی الس ث متس ارن مثل روه تق ه گ و ABCمرتب ينی و رن رو ر
ه  2برابربا  روه توسط انعکاس نسبت ب ،  AMاست، واين گ
ه ودBCميان ش ی م د تولي ره، داي ارن تق روه گ ه مرتب ه ودBCميان ی ش د م ره .، تولي ارن داي روه تق ه گ مرتب

ه  بت ب های نس ط انعکهس ه توس ن گرئ ت واي اهی اس نامتن
شود می توليد دايره .   قطرهای دايره توليد می شودقطرهای

A
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تقال انتقالا

 آيا روش ساده ای برای توصيف خاصل ضرب دوانعکاس
وروجوددارد؟دراين بخش به اين سوال، درحالتی که محورها ی ر و ين ش ين ر ر و و

.  دارای انعکاس موازی اند پاسخ مثبت می دهيم   
اگر اقع، اهmnدر دلخ نقطه آنگاه باشند، ازی م خط د درواقع، اگرmوn   دوخط موازی باشند، آنگاه نقطه دلخواه

p  را برm  انتخاب می کنيم و پای عمود ازp  برn  راQ 
اگرمينامي رت، ص برNدراين قائ يکه باشدmبردار باشد   mبردار يکه قائم بر Nدراين صورت، اگر.ميناميم
:داريم 

Ω ( Ω ) 2( Q )
44

Ωm ( Ωn x ) = x + 2( p – Q )



تقال انتقالا
کنيد وLفرض دلخواه عمودLبرnوmخطوطخطی فرض کنيدLخطوطخطی دلخواه وmوn  برL  عمود

. می ناميم Lرااتتقال درامتداد  ΩmΩnتبديل . باشند
mاگ ≠ nي نا بدي اغي انتقال اين آنگا ، . ، آنگاه اين انتقال راغيربديهی می ناميم m ≠ nاگر  

موازی  Lهردوخط عمودبريک خط E2روشن است که در    
خط موازی اند، خطی عمود بر  ازطرف ديگروقتی دو. اند   

. اين دوخط وجود دارد
 فزض کنيد  : 23قضيهT  انتقالی درامتدادL اگر . استL′ 

نيز  ′Lيک انتقال درامتداد Tباشد، آنگاهLخطی موازی با

45

ز و زری
.است



تقال انتقالا

   است اين L درامتداد اثرهرانتقال که دهد می زيرنشان قضيه
رري .افزايد می صفحهرابربردارهایL بردارراستایيککه رر ر ر يیر ز
کنيد فرض : 24 قضيه T درامتداد غيربديهی انتقال يک L 

طوریداردبهvچونبردارراستايیLصورت،درايناست   طوری داردبه vچونبردارراستايیL صورت،دراين.است
x هر ازای به که E2 

Tx = x + vTx = x + v
باشد، آنگاه         Lهر بردار راستای خط  v ≠ 0برعکس، اگر

اTنگاشت ت ا انتقال تLک ا
46

.استLيک انتقال درامتدادTنگاشت



تقال انتقالا
ده ش داده ط خ ر ب ود عم وط خط ه تهE2درLمجموع دس ک ي را ر    و ب و  و    ر ي  EرLج

  عمود مشترک اين دسته ناميده    Lخط . خطوط موازی می ناميم
.می شود    و ی

L

خط   دونعکاس نسبت به دو) ترکيب ( مشاهده کرديم که حاصل ضرب 
دسته اين مشترک درامتدادعمود انتقال يک موازی، خطوط دسته ازيک دسته خطوط موازی، يک انتقال درامتدادعمود مشترک اين دستهازيک

حال ساختمان جبری مجموعه ايزومتريهای حاصل ازانعکاسهای. است
دهي م قرار بررس مورد را موازی خانواده اين به نسبت
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. نسبت به اين خانواده موازی را مورد بررسی قرار می دهيم 



تقال انتقالا
تدا تداددهاانتقالکناهاانتقالها Lا امتداد در های انتقال.کنيممیرابررسی هاانتقالمجموعهابتدا L 
TRANS با را ( L   .دهيم می نشان (

TRANS:25قضيه ( L هيک( هبايکريختآبلگر جمعگر 25قضيه:TRANS ( L  جمعی گروه با يکريختوآبلیگروهيک (
  .است حقيقی اعداد

کنيدفرضPبرخطعمودخطوطدستهيکLتوليدگروهاست کنيدفرضPبرخطعمودخطوطدستهيکL توليد گروه .است
Ωm، m انعکاسهای همه توسط شده P، باراREF (P) می نشان
REF ديگرعبارتبه.دهيم ( P) رريم )ي )

I زيرگروه کوچکترين    (E2) همه شامل که طوری به است Ωmها
TRANSدرنتيجه،.باشدمی ( L REFگروهزيريک( ( P .است(
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يج.بی   TRANSر ( L REFروزيري( ( P ) .    
       



تقال انتقالا

انعکاس سه قضيه ( 26 قضيه ( : 
موازیخطوطدستهبهمتعلقخطسهγوβوαکنيدفرض  موازی خطوط دستهبهمتعلقخطسه γوβوαکنيدفرض

P مشترک عمود با Lخط صورت دراين .هستند δ به متعلق
 :که طوری به دارد وجود دسته اين

ΩαΩβΩγ = Ωδ
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تقال انتقالا

صورت به متفاوت های گونه به توان می را شده داده انتقال يک 
 زيرمی قضيه در را مطلب اين .داد نمايش انعکاس دو حاصلضرب

ي .آوريمآ
کنيد فرض: ) انتقالها نمايش قضيه ( 27 قضيه T = ΩαΩΒ

TRANSازعضوی ( L دلخواهدوخطnوmاگراست( TRANSازعضوی   ( L  دلخواه دوخط n وmاگر.است(
 ′nو ′m مانند فرد بهمنحصر دوخط آنگاه باشند L خط بر عمود
  دارد وجود

:که طوری به    
T = ΩmΩm′ = Ωn′Ωn .
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تقال انتقالا

هرعضو متعلق به : نتيجهREF ( P )  انتقالی درامتدادL 
. است Pبا يک انعکاس نسبت به خطی متعلق به ق ی س ي

 Ωb Tμ

Ωa T2 ( a – b ) Ω a – μ/2

Tλ Ω b + λ/2 T λ + μ
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تقال انتقالا

کنيد فرض v در برداری E2 توسط انتقال .است v با را  
vصورتبهراآنو دهيممینمايشז vوررنويمیيش

V x = x + v     ז
vاگر(کنيمتعريف = =آنگاه0 Iتهمانانتقالז )ا vاگر(.کنيممیتعريف = =آنگاه0 Ivاست همانی انتقالז(

مجموعه : 28 قضيه T ( E2    E2 ازانتقالهای متشکل (

گگ Iازگروه آبلیزيرگروهيک ( E2 .است(
گروه:نتيجهT ( E2  برداری، جمع تحت،R2باگروه(
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( ع(
.است يکريخت



دورانا
ط فرض کنيدL = p + [v] خطی بابردارراستای يکهv است

- )در بازه θعدد حقيقی منحصر به فرد π,π وجود دارد  [ (
به قسمی که

v = ( cosθ , sinθ )v  ( cosθ , sinθ )                        
ΩL = τp ΩL0τ-p               

ΩL0                                                                 


























2

1

2

1

2cos2sin
2sin2cos

x
x

x
x
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 22 2cos2sin xx 



دورانا

 ،به عبارت ديگرΩL0 : R2 → R2 يک تبديل خطی روی
ماتريس نمايشگر اين تبديل خطی .است R2فضای برداری ر یر ي ين ر ي ريس

.  نشان می دهيم ref θرابانماد 


             ref θ =            








 


2cos2sin

2sin2cos

اين ماتريس، نمايشگرتبديل انعکاس نسبت به خط گذرنده از   
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cosθ,sinθ )بردار راستای بامبدا .است (



دورانا
فرضکنيممیبررسیراانعکاسهاماتريسجبراکنون فرض .کنيم می بررسیراانعکاسهاماتريسجبراکنون 

      ازمبدا گذرنده خط m0 و بگذرد p نيزاز m خط کنيد
)اگااشاا i ) )اگرصورت،دراين .باشدmباموازی     cosφ, sinφ ) 

که شود می ديدهبآسانیآنگاهباشد،m بردارراستایيک    

f θ f   )sin()(2cos ref θ ref φ =                                            







 )(2cos)(2sin

)()(



55



دورانا

 ماتريسrot θ  را به صورت زير تعريف می کنيم :

rot θ =                                       






 



cossin
sincos

اگردوخط α و β ازنقطه p ،ايزومتری آنگاه بگذرد ΩαΩβ   

  cossin

β

    همانی نگاشت گاه آن β = α اگر .ميگوييم p حول دوران را
استαبهمتعلقpدلخواههرنقطهحولدورانی

56

.استαبهمتعلقpدلخواه هرنقطهحولدورانی



دورانا

غيربديهی دوران را آن نباشد، همانی نگاشت اگردورانی 
ن┴βروييمی  دور نيم يک راΩαΩβدوران،β ┴αاگر.گوييممی αور β وريمير
.ناميم می

p
x 

p


x
x 

 مجموعه دورانهای حول مبدا يک گروه آبلی  : 29قضيه
x

57

.استso ( 2 )، به نمايش



دورانا
گروهso ( 2 خاص( متعامد گروه ناميمE2را می گروهso ( 2 )را گروه متعامد خاصE می ناميم  .

30ق 30قضيه:
ref θ ) : الف  )( rot φ ) = ref ( θ – φ/2 )

):ب rot θ )( ref φ ) = ref ( φ + θ/2 ) rot θ ):ب )( ref φ )  ref ( φ + θ/2 )                 

( f θ )( f )( f Ψ ) f ( θ Ψ )
58

ref θ ):پ )( ref φ)( ref Ψ ) = ref ( θ – φ + Ψ )



دورانا

انعکاس با همراه مبدا حول دورانهای مجموعه : 31 قضيه  
گروهايناستگروهازمبدايکگذرندهخطوطبهنسبتهای    گروه اين .استگروهازمبدايکگذرنده خطوطبهنسبتهای

o رابا وآن .ناميم می متعامد راگروه ( 2 . دهيم می نمايش (
S ا(2)2)شا(ااگک(2) So o در2)شاخص(باانديس زيرگروهيک(2) . است (2)

 ref φ rot βφ β

ref θ rot 2( θ – φ ) ref ( θ – β/2 )

t f ( /2 ) t ( β )
59

rot α ref ( φ + α/2 ) rot ( α + β )



دورانا

کنيد فرض p مجموعه .باشد دلخواه ای نقطه Pاز متشکل    
ميناميمpازگذرندهخطوطدستهراpازگذرندهخطوطهمه   .ميناميم p از گذرندهخطوطدستهراp ازگذرندهخطوطهمه

} مجموعه توسط شده توليد زيرگروه ΩL │LP     گروه در {
І( E2 کت( اگک ت لا شا І( E2   شامل ايزومتريهایگروهکوچکترينيعنی(

{ ΩL │Lp REF با را { (p) = REF (p) ميدهيم نشان    
ROT رابا p حول های دوران تمام مجموعه (p) می نمايش   

دهيم
60

   .دهيم



دورانا

 فرض کنيد  : 32قضيهP  دسته خطوط گذرنده ازنقطهp 
:است دراين صورت 

ROT (p)  so(2)
REF (p)  o (2) (p) ( )

 فرض کنيد ) سه انعکاس ( 33قضيهα  ،β وγ سه خط
فردpازنقطهگذرنده منحصربه خط صورت دراين σباشند  σباشند دراين صورت خط منحصربه فرد pازنقطهگذرنده

:، وجوددارد به قسمی که pگذرنده از 
= ΩΩ Ω Ω

61

 = ΩσΩαΩβΩγ



دورانا

 فرض کنيد ): نمايش دوران ها (  34قضيهT = ΩαΩβ   
از ROTعضوی (p)وLاز گذرنده .باشدpخطی ز ز LوROT (p)وی  ر  . بpی 

گذرنده از  ′mو  mدراين صورت، خطوط منحصربه فرد    
ط   pوجود دارند به طوری که ،

T = ΩLΩm = Ωm′ΩL
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ل ا کا انعکاس های لغزندها

کرده رامعرفی ودوران انتقال انعکاس، –ايزومتری نوع سه تاکنون 
 يک طورخلاصه يابه لغزنده انعکاس ايزومتری، چهارم نوع .ايم
 و انعکاس يک ضربحاصللغزهيکتعريفبنابه.داردناملغزه
   .است محورانعکاس درامتداد انتقال يک

اگ گ طΩا کا اLا ا قال ا انتقالی درامتداد  τvوLانعکاسی نسبت به خط ΩLبه بيان ديگر، اگر
L  باشد، آنگاهτvΩL رايک لغزه می ناميم  .

A L
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B C



ل ا کا انعکاس های لغزندها
اگر طورصريح، Lبه = p + [ v از[ حاصل لغزه آنگاه ، ر  ريح  ور ز L  p  [ v ]ب  ل  ز    

L وv  عبارت است از :
τvΩLx = x – 2< x – p,N >N + vτvΩLx x 2  x p,N N  v

توجه می کنيم که . است │v┴/│vبرداريکه  Nکه درآن 
Ω τ x = τ Ω xΩLτvx = τvΩLx

   می جابجا باهم ميسازند، را لغزه يک که انتقالی و انعکاس لذا،
ند .شوندش
     را دلخواه خط سه به نسبت انعکاسهای ضرب حاصل اينک
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     .دهيم میقراربررسیمورد



ل ا کا انعکاس های لغزندها

 فرض کنيد  : 35قضيهα  وβ  وγ  سه خط متمايزهستند به
اين در.طوری که متقارب با هم ودوبدو با هم موازی نيستند ي ز و م و و و م ر ينرور

 .يک لغزه غيربديهی است ΩαΩβΩγصورت 
α

p
m

α

F n′
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γ
n │

β



ل ا کا انعکاس های لغزندها

 فرض کنيد  : 36قضيهT  يک لغزه وΩα        يک انعکاس
يک انتقال يا دوران ΩαTدراين صورت.دلخواه است ورو ين نαر ور ي ي

.است

L

α

L

a
p
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ل ا کا انعکاس های لغزندها

انعکاس متناهی تعدادی ضرب حاصل که را هرايزومتری 
.ناميم میحرکتيکباشد يمیري

انمراهرحرکت:37قضيه رتبهت حاصلضربص حاصلضرب صورتبهتوانمیراهرحرکت:37قضيه 
 .نوشت انعکاس سه دويا يک،

انعکاس دورانها، انتقالها، ازهمه است مرکب حرکتها گروه  

67

.هاولغزهها



ت ا گ ا ت ساختمان گروه ايزومتریا

 هرايزومتری  : 38قضيهE2 يک حرکت است.
اگر:لمTکه طوری به باشد ايزومتری T(0)يک = 0 اگر:لمT يک ايزومتری باشد به طوری کهT(0)  0   

: آنگاه 
< Tx Ty > = < x y >< Tx,Ty > = < x,y >

T = ref θياT = rot θای،θوبه ازای
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط
pايزومتریثابتنقطهرايکTاگرگوييممیTp = pقضيه pي ریبر Tp روييمیTيزو p ي 

    .هااست ايزومتری ثابت نقاط مجموعه زيردرمورد
ي :39قضيه

             .نيست ثابت نقطه دارای غيربديهی انتقال يک : الف
ثابتنقطهاينداردثابتنقطهيکدقيقاغيربديهیدورانيک:ب ني:ب يهیور  ب  ين .ربيي يرب

                            .شود می ناميده مرکزدوران
.است محورانعکاسخطاين.داردثابتازنقاطخطیهرانعکاس:پ سپ سينربزیر ور
  .نيست ثابت نقطه دارای غيربديهی هرلغزنده : ت
هستندهمانیتابعثابتنقاطصفحه،نقاطهمه:ث
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   .یبعب :



ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

 مجموعه نقاط ثابت هرايزومتری برابربا يکی از  :نتيجه
است زير های :مجموعه ی زير  و  :                                     ج

)                                 دوران ( تک عضوی : الف 
خط کا(ک )ان )                                      انعکاس(يک خط:ب   

)                          انتقال يالغزه ( مجموعه تهی : پ     
)همانی (  E2تمام صفحه : ت     
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

اگر که ميبينيم 2 درفصل L و خط يک T ايزومتری يک 
دوسوييکايزومتریهراستخطيکTLآنگاهباشد،   دوسويی يک ايزومتریهر.استخط يکTLآنگاهباشد،

T : L1→ L2 خطوط مجموعه روی L دهد می دست  به. 
گطگ طگآ TL کهباشدخطیLاگر = Lکه ميگوييمآنگاه L خط يک 

 برحسب E2   ايزومتريهای بندی دسته .است T ثابت
 .است مفيد آنها ثابت خطوط
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط
40قضيه: 40قضيه:

    از موازی ای دسته L خط درامتداد غيربديهی هرانتقال : الف
ط اثاط                .داردثابتخطوط

 راثابت cمتقاربدر ازخطوط ای دسته cمرکز هرنيمدوربه : ب
                                                        .دارد می نگه

نوووپ    انعکاس ثابت خطوطبرآن،عمودخطوطودستهmخط:پ سور
Ωm هستند.                                                              
،هرلغزهثابتخطتنها:ت رشغيربديه تمح ا
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 .است محورشغيربديهی،هرلغزهثابتخطتنها:ت



73



دو فصل دومفصل

تبديل آفين در صفحه اقليدسی
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آف ل تبديل آفينت

 رديم  1درفصل يکی .  دو جنبه اساسی هندسه را بررسی ک
وقوع همخطی(جنبه مفهوم متريک)برمبنای جنبه وديگری وع ب و ی(ج هوم  ی  ب ري )بر ب  ری ج ي و

ه ) برمبنای مفهوم فاصله (  تند ک ايی هس ديل ه ايزومتريها تب
د کنن م ظ حف را يات خصوص ن داي ی کنن ظ م يات را حف ن خصوص .    اي

وع راحفظ  دراين فصل تبديل هايی را مطالعه می انيم که وق
تند ن له فا افظ ا لز ل دکنند ه ا ن ا ه دو .ميکنند ولی لزوما حافظ فاصله نيستند اين بررسی را ب

يکی اين ميخواهيم پيکره ها رابرحسب . دليل انجام می دهيم
ط ل ط آ ل

75

شکل آنها، به جای شرط قويتر قابليت انطباق، دسته بندی 



آف ل تبديل آفينت

 به عنوان مثال، تبديلهايی رامعرفی ميکنيم که مثلثهای . کنيم
کنند م رامشخص محاسباتمتشابه آسانتربودن دوم، دليل دليل دوم، آسانتربودن محاسبات .متشابه رامشخص می کنند

استفاده از خواص جبری معرف ايزومتريهای پر درد . است
وع  سرتر ازکارکردن با خواصی است که صرفا برمبنای وق

. ارائه می شوند
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آف ل تبديل آفينت

دوسويی نگاشت : تعريف T : E2 → E2 خطی هم يک را 
رابرخطبريکواقعp،q،rنقطههرسههرگاهگوييممی عpqrرروييمی بر  بري و  ر
 ، p يعنی، وبرعکس .ديگربنگارد خط بريک واقع نقطه سه
q،rاگروتنهااگرباشندهمخطTp،TqوTrباشندهمخط q،rاگروتنهااگرباشندهمخطTp،TqوTr باشند همخط. 
نگاشت : تعريف T : E2 → E2 ميگوييم آفين تبديل رايک 

  چون وبرداری Aمانندپذيریوارون 22اگرماتريسگ
bR2 که، طوری به باشد داشته وجود  xR2 :

77
Tx = Ax + b 



آف ل تبديل آفينت
نکتاتذک تا ز تکتکا ا هر است، حرکتيکهرايزومتریاينکهبهتوجهبا:تذکر 

  .است آفين تبديل يک ايزومتری
همخطی دومفهوم که دهيم می زيرنشان های درقضيه :تذکر 

.يکسانندآفينوتبديل ي ب يينو
ماتريس :تذکر A وبردارb آفين تبديل مذکوردرتعريف T به 

يگانه طایط يينTت ندت اقش bد = T(0) b درواقع.شوندمیتعيينT توسطایطوريگانه = T(0) 
 بردارهای A ماتريس های ستون که، شود می ديده وبآسانی
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 Tε2 – b  , Tε1 - b



آف ل تبديل آفينت

ماتريس .هستند A راجزخطی T وبردار b راجزانتقالی T 
وييم .ميگوييم ي

است خطی هم يک آفين هرتبديل : 1 قضيه.  
متری:نتيجه تهمخطيکهرايز ا استهمخطیيک هرايزومتری:نتيجه. 

است آفين تبديل يک هرهمخطی :2 قضيه.  
رامترادف “ همخطی“کلمهفصلدراينپس،ازاين:تذکر 

  .بريم کارمی به “ آفين تبديل “ با
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آف ل ت ک ثا خط ثابت يک تبديل آفينط
نTاگ آف ل د ت اLک آنگ د اش ض ف TLخط اگرTين و ديل آف اه Lيک تب  TLخط مفروضی باشد، آنگ

ه . يک خط است ه چگون يم ک  TLدرقضيه زيرنشان می ده
.مشخص می شود Lو  Tبرحسب داده های معرف 

د:3قضيه کني وTفرض ين آف ديل تب Lيک = p + [ v ] د :3قضيه ين و Tفرض کني ديل آف  L = p + [ v ]يک تب
:  خطبابرابر TLدراين صورت . يک خط است

] Tp + [ Av
ماتريس درآن که باشدTجزخطیAاست، می

80

. می باشدTجزخطیAاست، که درآن ماتريس 



آف ل ت ک ثا خط ثابت يک تبديل آفينط

 فرض کنيد  :نتيجهT  ا جزخطی ين ب ديل آف و جز  Aيک تب
Lخطاستbانتقال = p + [v]ثابت خط استTيک است  Tيک خط ثابت L = p + [v]خط .استbانتقالی

باشد و  Aيک بردارويژه  vاگروتنهااگر 

( A – I )p + b  [v]( A – I )p + b  [v]

81



آف ل ت ک ثا خط ثابت يک تبديل آفينط

4 قضيه : 
و    نقطه آنگاه باشند،متقاطعTآفينتبديل ثابتاگردوخط:الف عينير

         .است ثابت T تحت آنها تقاطع  
هرخطآنگاهباشند،موازیTآفينتبديلثابتاگردوخط:ب     هرخط آنگاه باشند،موازیTآفينتبديلثابتاگردوخط:ب

    ثابت T نيزتحت خط دو اين با موازی خطوط دسته به متعلق
       .استاست
   تبديل هر تحت آنها های نگاره باشند، موازی خط اگردو : پ
ازآف ز انن
82

     .اندنيزموازیآفين



آف AF(2)گ AF(2)گروه آفين

اگر . اکنون ترکيب تبديل های آفين رابررسی ميکنيم
Tx = Ax + bو

~~~
bxAxT     Tx  Ax + b و

گا آ اش آف ل ت

bxAxT 

دوتبديل آفين باشند، آنگاه 

bbxAAxTT 
~~~

)(

bbAAATT

bbxAAxTT 
~~~

)(
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bbAxAAxTT 



آف AF(2)گ AF(2)گروه آفين

لذا، ترکيب دوتبديل آفين يک تبديل آفين، با جزخطی AÃ 
است اگر.وجزانتقالی که است Ãروشن = A-1و bbA 

~
ی           ر .وجز ن    و Ã  Aرو

پس هرتبديل آفين وارون پذيراست،  TŤ = Iآنگاه              
Tاگ A + bآنگا

bbA 

bAb 1
~



، آنگاهTx = Ax + bواگر
T-1x = A-1x – A-1b

اين مطاب نشان می دهد که مجموعه تبديلهای آفين روی    
R2 دهد می تشکيل گروه يک ترکيب تحت

84

Rتحت ترکيب يک گروه تشکيل می دهد  .         



آف AF(2)گ AF(2)گروه آفين

 ين روی  : 5قضيه تحت عمل  R2مجموعه همه تبديلهای آف
است گروه يک آفين توابع ينترکيب آف روه گ را روه گ اين ين .ترکيب توابع آفين يک گروه است روه آف روه را گ اين گ

R2  ا اميم وآن راب ی ن يم AF(2)م ی ده ان م .    نش
ط .        را ميتوان توسط يک ماتريس نشان داد AF(2)هرعضو

 b

















 12111 ,

aa
aa

A
b
b

b
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آف AF(2)گ AF(2)گروه آفين

 حال اگرTx = y = Ax + b  آنگاه بآسانی ديده می شود،
که معادله ماتريس
































2

1

22221

11211

2

1

x
x

baa
baa

y
y

روهبرقراراست درگ ين آف ديل درتب ب ترکي عمل همچنين،

 11001

روه .برقراراست ين درگ ديل آف همچنين، عمل ترکيب درتب
AF(2)  3متناظرباحاصلضرب ماتريسهای3  ا اظر ب متن

.اين تبديل ها
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آف AF(2)گروه آفينAF(2)گ

ر ذا، اگ ای  GL(3)ل اتريس ه روه م اه  33گ د، آنگ وارون پذيرباش
AF(2)ر زي يک عنوان به توان درنظرگرفتGL(3)گروهرامی AF(2)ر درنظرگرفت  GL(3)گروهرامی توان به عنوان يک زي

اين نمايش تبديلهای آفين را ميتوان به صورت ساده و بلوکی











10
bA

T
.نوشت   





 10

87



آف ا ا قضيه اساسی هندسه آفينق
ا ق قا آف ه هE2ن ا تن که گ هندسه آفين حقايقی را درموردE2 ه دربرمی گيرد که تنها ب

خواص وقوع بستگی دارند ، ولی به تعامد و فاصله وابسته 
تن لن ت ا ال ث خ آف ه ن ه اگ ی در .نيستند اگر چه هندسه آفين خود مبحث حالی است، ول

رای حل  ه ب اينجا جنبه هايی از اين هندسه مورد نظراست ک
ن ا ک ه ا کل ش ا تق اق انط ت ل قا دائل ارمی رون ه ک کلها ب ارن ش اق و تق ت انطب ائل قابلي .    مس

ا هر دو  اظر ب ه متن قضيه اساسی هندسه آفين بيان می کند ک
ا ان ت د ف ه ن ن آف ل د ت ک شد داد ا ثلث وان ي رد می ت ه ف مثلث داده شده، يک تبديل آفين منحصر ب
رار  ا يکديگر ق فت به طوری که اين دومثلث را در رابطه ب

دهد
88
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آف ا ا قضيه اساسی هندسه آفينق
اطق آ ل فرض کنيد:6قضيهp  وqدونقطه وTيک تبديل آفين است  .

دراين صورت،
الف t R :الف tR

T( ( 1 – t )p + tq ) = ( 1 – t )Tp + tTq
ط واقع است يعنیqوpميانxنقطه:ب

( x = ( 1-t )p + tq , 0<t<1 )
گ بعلاوه .باشدTqو TpميانTxاگرو تنها اگرگ

),(),( TxTpdqpd
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آف ا ا قضيه اساسی هندسه آفينق

 7قضيه : 
آفين آنگاهTاگرتبديل دارد، نگه ثابت را متمايز نقطه دو ،T     T، دو نقطه متمايز را ثابت نگه دارد، آنگاه Tاگرتبديل آفين

. همه نقاط خط گذرنده ازاين دونقطه راثابت نگه می دارد
آف ل ت آTاگ ا گ اثا ط ا قط سه نقطه ناهمخط راثابت نگه دارد، آن Tاگرتبديل آفين:ب

.تبديل همانی است Tگاه 
.  اکنون قضيه اساسی هندسه آفين را بيان می کنيم
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آف ا ا قضيه اساسی هندسه آفينق

 قضيه اساسی آفين (  8قضيه : (
مثلث هردو ازای فرد′P′Q′RوPQRبه منحصربه آفين تبديل  به ازای هردو مثلثPQRوP Q R تبديل آفين منحصربه فرد
T  وجود دارد به طوری که:

TP = P′  وTQ = Q′   وTR = R′ TP  P  وTQ  Q  وTR  R
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آف کا انعکاس آفينا

 فرض کنيد نقاطP  ،Q  ،R  درصفحهE2 همخط نيستند  .
را ثابت نگه  Pرا، به طوری کهTتبديل منحصر به فرد  ر ر وري رر

)  قضيه اساسی ( رابا هم جابجا ميکند  Rو  Qميدارد ولی 
اين تبديل آفين رابا نماد .يک انعکاس آفين می ناميم م ری

[ P ; Q ↔ R ]
دهي م Qنمايش .  نمايش می دهيم

P

Q
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آف کا انعکاس آفينا

 ری ا يک ايزومت ين لزوم بزودی می بينيم که هر انعکاس آف
ولی، انعکاسهای آفين دربرخی ازخواص ) 11قضيه(نيست 

.انعکاسهای معمولی سهيم هستندل
 يم  : 9قضيه اره خط   Mفرض کن  Pو  QRنقطه وسط پ

ط اهمخطط ا نقطه ای ن ن صورت، انعکاس .استRوQب دراي
[ P ; Q ↔ R ]آفين                              

ط گط ث ط ، وتنها اين نقاط، راثابت نگه می دارد PMهمه نقاط خط
L

P
R M
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آف کا انعکاس آفينا

 ين  : 10قضيه  PMخط  T = [ P ; Q ↔ R ]انعکاس آف
ااين خطوط، راثابت نگه می QRوهر خط موازی با  و تنه ز و ر یو ر و ين و

. دارد
آفين:11قضيه Tانعکاس = [ P ; Q ↔ R زو[ اي يک انعکاس آفين:11قضيهT  [ P ; Q ↔ R ]  زو يک اي

متری است اگروتنهااگر
QRPMP

M

QRPM ┴

Q

N
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قيچیق

 با استفاده ازقضيه اساسی آفين، می توانيم دسته های ديگری
سه  P ،Q ،Rفرض کنيم .ازتبديل های آفين راتعريف کنيم يم ري ر ين ي يمز رض

تبديل آفين منحصربه فردی را که هر . نقطه نا همخط هستند
را ثابت نگه می  QRو موازی باPنقطه بر خط گذرنده از ز ر یزر ر

می نگارد، يک قيچی می ناميم وآن رابا  Rرابر  Qدارد و 
[ P ; Q → R دهيم[ Qمی R [ P ; Q → R ]   می دهيم.

P
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قيچیق

 اط ثابت قيچی  : 12قضيه  [ P ; Q → R ]مجموعه نق
از ده گذرن ط خ ا اPبرابرب ب وازی ه.استQRوم مجموع ز ر  برب   زی بPبر و و .  QRو ج

.است QRخطوط ثابت اين قيچی، دسته خطوط موازی با 

 ذکر اط ثابت يک قيچی : ت را محورآن  Tخط متشکل ازنق
. می ناميم

96



قيچیق

 قيچی  : 13قضيهT که نقاط ثابت آن محورx1  )محورx  (
.باشد، ماتريس به صورت زيردارد





 01 

تذکر:










100
010s

ر
sλ ،λهرماتريس به صورت : الف  ، متناظربايک قيچی 0 ≠
.استاست
يک تبديل آفين باشد، آن  pو  Lيک قيچی بامحور  Tاگر: ب 
pگاه p-1بامحور قيچ استpLيک
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قيچیق

 اگرمحور قيچیT  خط افقی گذرنده از نقطهp  باشد، آنگاه
Tx = p + sλ ( x – p )

تاTاگ ا گذ ا از ازمبدا بگذرد ودرراستایTواگرمحور
( cosθ , sinθ ) = ( rotθ )ε1

گ باشد، آنگاه 
Tx = ( rotθ ) sλ ( rot( -θ ) x )

ا ق تلذا ا ت p + [ ( rotθولذا هرقيچی بامحور )ε1 ميتوان بصورت[
Tx = p + ( rotθ )sλ( rot( -θ ) )( x – p )

درآن که λنوشت، ≠ است0 حقيق عددی
98
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ا تجانست

 تبديل آفينT  يک تجانس ناميده می شود اگربه ازای هرخط
L،TL = LياTL││Lمی ديهی ب تجانس را انی هم نگاشت ، LTL  LيTL││L ی يهی  س ب ج ی ر    

. گوييم

 ه دونقطه را ثابت نگه دارد، تجانس  : 14قضيه تجانسی ک
.  همانی ناميده می شود
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ا تجانست

 ديهی حداکثر يک 14بنا بر قضيه  :تذکر ، هر تجانس غيرب
ا يک نقطه ثابت داشته .نقطه ثابت دارد ه دقيق تجانس را ک ير ي ر س

باشد، يک تجانس مرکزی، ونقطه ثابت آن را مرکز تجانس 
م. می ناميم ی
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ا تجانست

15 قضيه : 
: صورت به توانمیراCمرکزبامرکزیهرتجانس:الف س زر زر نیرر ورو

Tx = C + K( x – c )
k│عددنوشت ناميممیتجانسضريبرا│ k│عدد.نوشت .ناميممیتجانسضريب را│

 .است انتقال ندارد ثابت نقطه هيچ که تجانسی : ب
ط:16قضيه طمرکزیتجانسيکثابتخط دقيقاخط دقيقاخطوطی مرکزیتجانسيکثابت خطوط:16قضيه 
 .گذرند می ازمرکزتجانس که هستند
Kبامرکزیتجانسيکهرنيمدور،:تذکر = 1
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تشابهتشا
نگاشتT : E2 → E2ابه تش نگاشت ضريب(رايک ا ب نگاشتT : E2 → E2 ابه ا ضريب ( رايک نگاشت تش ب

،  E2درyو xميناميم اگر، به ازای هر )  K>cتشابه 
d( Tx,Ty ) = kd( x,y )

اقضيه ب مشابه شيئ ميتوان دردومرحله که ميدهد زيرنشان ا قضيه زيرنشان ميدهد که دردومرحله ميتوان شيئی مشابه ب
دازه شی ديگر به دست آورد ابتدا، با يک تجانس مرکزی ان

سپس بايک ايزومتری اين شيئی را و. رابه دست می آوريمآ
.   به محل مناسب حرکت می دهيم
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تشابهتشا

ايزو بايک مرکزی تجانس يک ترکيب هرتشابه،:17 قضيه 
ينييرويژر  .است آفينتبديليکهرتشابه ويژه،به.استمتری

18 قضيه:
تشابه،TTاگر:الف kتشابهباضرايبترتيب،بهد  و k1 تشابه باضرايبترتيب،بهدوتشابه،T2وT1اگر:الف
K2 آنگاه باشند T1T2 تشابه باضريب تشابه يک k1k2 است.

گگ  تشابه يک T-1آنگاهباشد،kباضريبتشابهيکTاگر:ب
.استk/1تشابهضريببا
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تشابهتشا

 مجموعه تشابه های روی :نتيجهE2  ع همراه با ترکيب تواب
ا روه را ب ن گ د اي Sim ( E2يک گروه تشکيل می ده نشان  ( ر رو ن ي ی ي رو )ي ن(

.می دهيم

 دو پيکرهд1  وд2  ابه  Tرا متشابه ميگوييم اگرنگاشت تش
که ری ط به باشد داشته د وجود داشته باشد به طوری کهج

T д1 = д2 
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آف تقارن آفينتقا

 د ره است дفرض کني ه . يک پيک ين ک ديل آف ت  дتب راثاب
ين ارن آف ک تق ی دارد، ي ه م اميمдنگ ه . مين ه هم مجموع ين رن ي ر يمдی وي

د дتقارنهای  روه . يک گروه تشکيل می ده روه را گ ن گ اي
می ناميم و آن رابا نماد дتقارن های آفين ين رдرن ن و يم ی

A I( д ) = { TAF(2) │T д = д }

ميدهي پسنشان است آفين تبديل يک متری هرايز ن :چ :  چون هرايزومتری يک تبديل آفين است پس .نشان ميدهيم  
I ( д )  A I (д )  AF(2) 
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آف تقارن آفينتقا

 دربخش بعدی، چار چوبی برای دسته بندی تقارن های آفين
ميدهيم ارائه ها ازپيکره وسيعی يم.کلاس ي ر  ر   زپي ی  ي . س و

 فرض کنيد پيکره : 19قضيهдتنها شامل يک نقطه باشد  .
ت ن ا :دراين صورتد

A I (д)  GL(2)

 .وارون پذير است 22گروه ماتريسهای  GL (2)که درآن    
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آف تقارن آفينتقا

 فرض کنيد پيکره : 20قضيهд  مجموعه ای شامل دونقطه
صورت،باشد ماتريسهایAI(д)دراين اگروه ه22ب ب اگروه ماتريسهای AI(д)دراين صورت، .باشد ه  22ب ب

:صورت
 1











0
1

  .، يکريخت استµ≠ 0که درآن    
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آف تقارن آفينتقا

 اگردراين قضيه بنويسيم  :تذکر

  11
















 
 







 0
1

,
0
1

,, TT

+Tآنگاه می توان نشان داد که مجموعه 
λ,µها يک زير گروه

  00

,µ

 AP(д مجموعه های جالب ايناز زيربرخی ديگر. است (
از عبارتند :گروه
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آف تقارن آفينتقا

Iگروه : الف  (д)  که توسطλ= 0 ،µ= 1تعيين ميشود  .
+T }گروه:ب

λµ │µ= 1 } متشکل ازهمانی وقيچيهايی که در رλµ │µرو يی يچي و ی ز
. راثابت نگه می دارند д داده شده در نقطه
}مجموعه:پ T+ │µ= -1 آفين{ های ازانعکاس متشکل T }مجموعه:پ λµ │µ= 1 } متشکل ازانعکاس های آفين

.که اين دونقطه راثابت نگه می دارند
ه:ت }گر T+ │λ 0 > 0 کشش{ ازهمان متشکل +T }گروه:ت

λµ │λ = 0, µ > 0 } متشکل ازهمانی وکشش
)  yمحور (  X2های درامتداد محور 
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آف تقارن آفينتقا

 ن    :تذکر ه اي د ک ه هندسه تصويری خواهيم دي پس ازمطالع
ط ه تند ه ت خط ه ن آف ا ت ه ها ل د ه طوری ت تند ب ی همخطی تصويری هس ای آفين تبديل ها همت

ه دک ی دارن ه م ت نگ ط راثاب ک خ اط ي ه . نق درهندس
ن ويری، اي وند تص ی ش يم م وع تقس ه دو ن تها ب : نگاش

وبالابری(همانستگ ياهمولوژی )مانستگ )مانستگی ياهمولوژی وبالابری (همانستگی
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ا نيمخط وزاويهط

 فرض کنيمp  نقطه ای متعلق بهE2  وv در . برداری غيرصفر باشد
اين صورت،

R = { p + tv │t  0 }
. می ناميم vوبردارراستای  pرايک نيمخط با مبدا 

.اکنون اندازه زاويه را تعريف می کنيم  
د ه vوuفرض کني تند  Aبردارهای يکه راستای اضلاع زاوي هس ع

: برحسب راديان رابرابربا  Aاندازه 
 = cos-1 < u,v >
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ا نيم خط و زاويهط

 اگر  :تذکرu = ( cosθ,sInθ v = ( cosΦ,sInΦو  ( اه ، ( آنگ
له فا د کتا دد ان ]اد 0 π ه[ ت ا 0 ]، برحسب راديان، عدد يکتايی درفاصله,π ه  [ است ب

: طوری که 

( rot)v = u     يا( rot )u = v

گ دازه   ه ان ی ب ان يک ضلع به عبارت ديگر، دوران  Aرادي
.را برضلع ديگر آن می نگارد
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ا نيم خط و زاويهط

کنيد فرض : 21 قضيه A صورت دراين .باشد زاويه يک  
،اندازهAبااستبرابرراديانبرحسب: زAب ن بر ي برر : ببر

.باشد صفر زاويه A اگروتنهااگر 0 : الف   
گ گ .باشد صفحهنيمزاويهيکd اگروتنهااگرπ:ب  

نپ .استπو0بينصورت،درغيراين:پ   ر ونورر
 علاوه، به    = π/2 اگروتنهااگر A باشد قائمه.   
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ا نيم خط و زاويهط

ف ه  :تعري دازه آن برحسب  Aزاوي وييم اگران ی گ اده م راح
از ر کمت ان هπ/2رادي زاوي د وييمAباش گ م ه منفرج را ر از ان کمت هπ/2رادي د زاوي وييم Aباش ی گ ه م را منفرج

.باشد π/2اگراندازه آن برحسب راذيان بيشتراز 

ه نف اد
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ا نيم خط و زاويهط

 فرض کنيد  : 22قضيهA =  PQR  دراين صورت :

اال ااگا اگ :الف   PQRاده است ااگر.ح – P >اگروتنه Q,R – Q > 
.مثبت باشد

: ب     PQR  منفرجه است اگروتنهااگر< P –Q,R – Q > 

. منفی باشد   
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ا نيم خط و زاويهط

 ف د  :تعري رض کني اراس  Aف ه ای ب دازه  Pزاوي  وان
است ان ررادي اضلاعvوuاگ تای راس ه يک ای Aبرداره ان است ر.رادي تای اضلاع vو uاگ ه راس ای يک  Aبرداره

باشند به طوری که 
( rot )u = v 

دا مب با نيمخط rot)وبردارراستایPآنگاه /2 )uرانيمساز دا  رانيمساز  u( rot /2)وبردارراستایPآنگاه نيمخط با مب
A می ناميم  .
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ا نيم خط و زاويهط

  ا  :تذکر ه ديگرتنه هرزاويه نيم صفحه دونيمساز و هرزاوي
دارد نيمساز .يک نيمساز دارديک

 به ازای هر زاويه  : 23قضيهA  ه يک انعکاس منحصر ب
راتعويض ه زاوي ن اي اضلاع ه ک طوری به دارد وجود ه راتعويض فرد ن زاوي ه اضلاع اي فرد وجود دارد به طوری ک

. Aمی کند، وآن انعکاس است نسبت به خط حامل نيمساز 
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ا نيم خط و زاويهط

 ف يم  :تعري رض کن ره ای خطی است дف ره . پيک ^ дپيک
يم خط های     ا ن اره خط هاب ه خطوط پ متشکل ازخطوطی ک

ط ل ل дراشامل می شوند راکمال خطیдمی ناميم.
را کامل می گوييم اگربه ازای هر پاره خط  дپيکره خطی    
دراين . باشد д، خط  حامل اين پاره خط نيزدر дمتعلق به    
کوچکترين پيکره خطی کامل^дصورت، روشن است که   ر یдر ر پ ر چ
   . راشامل می شود дاست که    
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ا نيم خط و زاويهط

 د  : 24قضيه ين و  Tفرض کني ديل آف يک پيکره  дيک تب
د ش ا ورتب ص ن اي هTدر ازمجموع وئ دوس اظری تن د ا ش ورت.ب ن ص ه Tدر اي وئی ازمجموع اظری دوس تن
.برقرارمی سازد T^дبه مجموعه خطوط ^ дخطوط 

کنيد:نتيجه خطTفرض پيکره آفين تقارن استдيک فرض کنيد :نتيجهT  يک تقارن آفين پيکره خطیд است .
سازد برقرارمی^дتناظری دوسويی روی Tدراين صورت 
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ا نيم خط و زاويهط

 فرض کنيد  :تعريفд هرنقطه . پيکره ای خطی استд  را
ه ق ب می  дباشد، يک راس ^дکه محل تلاقی دوخط متعل ق و سдی ر یдي

. ناميم 
يه ر:25قض وдاگ ی خط ای ره ينTپيک آف ديل تب ک ي يه ر:25قض ی و дاگ ره ای خط ين  Tپيک ديل آف ک تب ي

ين مجموعه راسهای  Tباشد، آنگاه  و  дتناظری دوسويی ب
های راس سازدTдمجموعه تقارنTاگربرقرارمی يک يک تقارن  Tاگر .برقرارمی سازدTдمجموعه راس های 

اه  дآفين  ين راسهای  Tباشد، آنگ اظری دوسويی ب ه  дتن ب
دهد می دست
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ا نيم خط و زاويهط

 نتيجه: 

آال طا ک آک ا ين дروی يک پيکره خطی  Tهرتقارن آفين:الف ارن آف ، تق
д^نيز هست. д

اظری دوسويی روی  дهرتقارن آفين يک پيکره خطی : ب  تن
. برقرار می سازدдکه رئوس^ дمجموعه راسهای
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ا نيم خط و زاويهط

 اگر  :نتيجهд  ع ا حداقل سه راس غيرواق پيکره ای خطی ب
باشد خط يک گروهبر )AIآنگاه д است( متناه AI( дآنگاه گروه.بر يک خط باشد .متناهی است(

 
 اگر همه راسهای يک پيکره خطی  :تذکرд  ،ند همخط باش

)AIگروه д است( اه متن ز نني ازاي ل کام ای ه پيکره AI( дگروه اهی است( ز متن ن .ني پيکره های کامل ازاي
. به طورصريح توصيف می کنيم 3نوع رادرفصل 
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مرکزهندسیک

 فرض کنيدF  مجموعه ای متناهی ازنقاطE2 به ازای . باشد
x  E2يمتعريف می کنيم ی ري

f( x ) = Σ d( x,p )2
P  F

 د  : 26قضيه اط  Fفرض کني اهی ازنق  E2مجموعه ای متن
دراست فردی به منحصر طوریE2نقطه ه ب دارد وجود ه طوری Eنقطه منحصر به فردی در.است وجود دارد ب

ن نقطه را مرکز . درآن نقطه مينيمم است fکه مقدار تابع  اي
ناميمFهندسی می
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مرکزهندسیک

اگر : تذکر д معمولا باشد راس متناهی باتعدادی خطی ای پيکره 
ناميممیдمرکزهندسیراдهایراسمجموعهمرکزهندسی .ناميم می д مرکزهندسیراдهایراس مجموعهمرکزهندسی

کنيد فرض : 27 قضيه д حداقل ( متناهی باتعدادی خطی ای پيکره 
 دراين .باشد می дهندسیمرکزcکنيدفرض.استراس)يک

  .است Tд هندسی مرکز T، Tc هرايزومتری ازای به صورت،

اگر : نتيجه T خطی پيکره تقارن يک д و باشد  д متناهی تعدادی 
داردمینگهثابتراдهندسیمرکزTآنگاهباشد،داشتهراس
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   .دارد می نگه ثابتراд هندسیمرکزT آنگاهباشد،داشتهراس



ط ا ک ا تقارنهای يک پاره خطتقا

 فرض کنيدPQ اره . يک پاره خط است ارن های پ گروه تق
يمI ( PQ )يعنیPQخط ه . رامحاسبه می کن يم ک می دان ی )ي يم( ی يمر ی

اره خطی چون  PQپاره خط  Tهرتبديل آفين   ′P′Qرابر پ
ه درآن  ′Pمی نگارد، ک = TPوQ′ =TQ  نخست نشان ر ر ی

. است { P,Q }جايگشتی روی  T می دهيم که
شود،:لم می مشخص اش ايی انته اط نق توسط خط هرپاره ايی اش مشخص می شود، :لم اط انته هرپاره خط توسط نق

نمايش يک پاره خط باشند، آنگاه  ′P′Qو  PQاگر 
{ P′Q′ } = { PQ }
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ط ا ک ا تقارنهای يک پاره خطتقا

 دوايزومتری وجوددارند که نقاط مجموعه{ P,Q }  راثابت
. و نگاشت همانیPQبا محورΩLانعکاس:نگه می دارند ر یورLسی و

ه  د ک  Qو  Pازطرف ديگر، دقيقا دو ايزومتری وجود دارن
.راتعويض می کنند I Ω Ω H ی ر

جدول ضرب اين گروه
است بر ر رت ص به

 I ΩL Ωm HM

I I ΩL Ωm HM
ΩLبه صورت روبرو است   ΩL I HM Ωm

Ωm Ωm HM I ΩL
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ط ا ک ا تقارنهای يک پاره خطتقا

 ل گروه مجردی که جدول ضرب آن را در اسلايد صفحه قب
ناميم م کلاين گروه است انعکاسآمده دو دارای گرو اين اين گرو دارای دو انعکاس .آمده است گروه کلاين می ناميم

.يک نيمدور و نگاشت همانی است
 گروه تقارن های يک پاره خط چهارعضودارد  : 28قضيه

ضرب جدول که همانی وجايگشت نيمدور يک دوانعکاس رب ، ول  ی  ج ي  ور وج ي س ي  و  
.اين گروه در اسلايد صفحه قبل آمده است 

127



ا ا ا تقارن های زاويه ایتقا

 د ن بخش  Aفرض کني رنيم صفحه است دراي ه ای غي زاوي
ن تقا )IنAگ A کن( ن ت ا )Iيعنی Aگروه تقارن A )را تعيين می کنيم.

م د:ل ا راس Aفرض کني ه ای ب ين pزاوي ر آف pم Tاست اگ
ه  Aروی  ق ب ط متعل ردو خ اه  A^ه ه دارد آنگ ت نگ را ثاب
لا اAا نگ ت ثا ا .را ثابت نگه می داردAاضلاع
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ا ا ا تقارن های زاويه ایتقا

 اگر  :تذکرA يم صفحه باشد، يک خط است ه ن  Aاگر . يک زاوي
.زاويه صفرباشد، يک نيم خط است

 د  : 29قضيه رض کني ه  Tف ين زائي ارن آف ن  Aيک تق است در اي
.است Aجايگشتی روی دو ضلع  Tصورت 

 اگر  :تذکرA  ،ه صفر باشد ا ضلع  Tزاوي را ثابت نگه می  Aتنه
.  دارد
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ا ا ا تقارن های زاويه ایتقا

 نتيجه: I ( A )  دارای دوعضوΩm و I  ه درآن  mاست ک
زاويه ساز نيم حامل استAخط .استAخط حامل نيم ساز زاويه

 اگر  :تذکرr اه دوعضو دارد  I ( r ) يک نيمخط باشد، آنگ
به نسبت انعکاس ،rهمان ونگاشت .ونگاشت همانی r، انعکاس نسبت به 
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ا ا ا تقارن های زاويه ایتقا

 زاويه  : 30قضيه PQR  را درنظر می گيريم اگر
d( P Q ) = d( Q R )d( P,Q )  d( Q,R )

خط حامل نيمساز زاويه  mو  PQR  ن صورت است دراي
Ωه نقط دPRد کن م يض تع ه ا ب راQرا Ωm ه د و Rو Pدو نقط ی کن ويض م م تع ا ه را  Qرا ب

. ثابت نگه می دارد 
P

Q
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 د رض کني ط  Rو  Qو  Pف ک خ ر ي ع ب ر واق ه غي ه نقط س
رد xE2به ازای هر نقطه.هستند ايی منحصربه ف ، سه ت ر رز ر يی

( λ,u,v )  ازاعداد حقيقی وجود دارد، به طوری که:
X = λp + μQ + VRX  λp + μQ + VR

λو  + μ + V =1      تناظر










X 


ی و     ز ثقل ات مرک تگاه مختص ک دس ث  PQRرا ي را مثل
گ

 v
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.  مرجع اين دستگاه می ناميم



ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 تذکر: 
خط:الف هرنقطه که است مطالب اين تعميم فوق PQمفهوم  PQمفهوم فوق تعميم اين مطالب است که هرنقطه خط :الف

ه صورت  ا ب ه طور يکت نوشت ،  λp + μQرا می نوان ب
آن د λکه + 1 λکه درآن + μ = 1 

ی : ب  ی، يعن ، λخواهيم ديد که مولفه های مختصات مرکز ثقل
μ  وv  ه ل نقط ع  xبامح ث مرج ه مثل بت ب ه  PQRنس رابط

.نزديکی دارند
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

ه . مختصات مرکزثقلی دارای تعبيرفيزيکی است:  پ  اگروزن
ها زن ه دλμvها ت ت دهPQRه يم ،  Rو  P ،Qبه ترتيب، درvوλ ،μهايی به وزن های ده

ه . است xآنگاه مرکز ثقل پيکره حاصل درنقطه  ان گون هم
ز  ورد يک خط ني ن مطلب درم ان شد، اي که در بند الف بي

است .صادق استصادق
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 د  : 31قضيه ارج  Rيک خط و  PQفرض کني نقطه ای خ
د رفتن.آن باش ا درنظرگ ه PQRب وان مثلث مرجع، ب ه عن ب نن ر ر عر ر ن و

: داريمvو  λ ،μ، بامختصات مرکز ثقلی xازای هرنقطه 
v:الف = باشدPQبرxاگروتنهااگر0 واقع .واقع باشدPQبرxاگروتنهااگرv  0:الف  

XR اگروتنهااگر  v > 0: ب     PQ = .
ذک گت تن ف ن ک نقط قت ذکر   وييم :ت ی گ تند، م يم صفحه هس ه دريک ن ی دونقط وقت

ل. قرار دارند Lدريک طرف  را  نقاط بردو نيم صفحه متقاب
فنقاط ط گLاق
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.می گوييمLواقع در طرفين نقاط



ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 می گوييم نقطه  :تعريفx = λp + μQ + VR  ه دردرون زاوي
PQRاست اگرλ v > 0Rو0 < ور

Q

R

P

X

ذکر ه:ت ت ک ی اس ن معن ه اي وق ب ف ف ک R و x تعري دري
رف طط ط pوxو  PQخ رف خ ک ط رار  QRدري ق

P

رpر رر ر
P.دارند

X
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 يه ر  : 33قض ه  xاگ ه ای دردرون زاوي د،  PQRنقط باش
خط ن خطQXآنگا کندPRا قط ا . را قطع می کندPRپاره خطQXآنگاه نيم خط

P

X
Q

R
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ا جمع زاويه هاا

 34قضيه : 
ه:الف ريمXونقطهPQRزاوي گي ی م درنظر آن رادرون ف ه:ال ريمXونقطهPQRزاوي . رادرون آن درنظر می گي

ه  دازه زاوي ان(PQRان ای ) برحسب رادي دازه ه وع ان مجم
PQXوRQXاست PQXوRQXاست.

يم صفحه  PQRاگر : ب  نقطه ای خارج خط  xيک زاويه ن
PQيه زا ع مجم آنگاه اPQRRQXهایباشد ب برابر PQهایباشد آنگاه مجموع زاويهPQR وRQX  ا برابر ب
π راديان است .R
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مثلثثلث

 فرض کنيدP ،Q ،R  سه نقطه غيرواقع بريک خط درE2 
ا(PQRثلث ک)گ تند يم( PQRمثلث.هس اهی می نويس گ PQR  ( ره پيک

ای )مستقيم الخط (خطی ، PQ ،QRمتشکل از پاره خطه ی)يم(ی ه ر پ QQز
PR اين پاره خطها راضلع های اين مثلث می گوييم. است .
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مثلثثلث

 اگرمثلث :  35قضيهPQR  رای رابه عنوان مثلث مرجع ب
:آنگاه داريم . دستگاه مختصات مرکزثقلی درنظر بگيريم يريم ر ر ی ز ريمر

X نقطه : الف     E2  يک راسPQR  ااگر است اگروتنه
باشند صفر مرکزثقلی .دومختص مرکزثقلی صفر باشنددومختص

يک راس باشد  Xاست اگر  PQRبرپيکره  Xنقطه : ب    
مختصات از يک مثبتXيا ديگر ای ت د باصفر ر براب ای ديگر مثبت Xيا يکی از مختصات  ر باصفر وودوت براب

.باشند
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مثلثثلث

ف ه :  تعري وييم نقط ی گ ع است  PQRدردرون  Xم واق
.اگردر درون هرسه زاويه اين مثلث باشد ين وي ز ر رون ر ر

نقطه :  تذکرX  دردرونPQR  است اگروتنهااگر هر سه
صفحه که دهد می نشان ر زي شکل باشند مثبت آن ه صفحه مختص د ک ر نشان می ده مختص آن مثبت باشند شکل زي

ی  ه  vو  λ ،μمختصات، برحسب علامتهای مختصات ثقل ب
شوند می تقسيم ناحيه +--هفت .هفت ناحيه تقسيم می شوند

+++

+-+
-++

+--

RP
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++-
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مثلثثلث

 ين :  36قضيه ديل آف ر تب ث  Tه ث  PQRمثل ر مثل را ب
P′Q′R′آن د که د :نگا PQRمی نگارد، که درآن:

P′ = TP ،Q′ = TQ  وR′ = TR
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ثلث ا تقارن های مثلث تقا

 ر ث  Tاگ ين مثل ارن آف ک تق اه  ي د، آنگ روی  Tباش
ه راسهای ه .يک جايگشت است مجموع ا ب رعکس، بن ب ر يو سي ر

ث  های مثل ت راس ين، هرجايگش ه آف ی هندس يه اساس  قض
د درنتيجه، . يک تبديل آفين منحصر به فرد به دست می ده ی ر رر

AI(  ه  ( ارن وب روه متق ام گ ه ن ا شش عضو، ب گروهی ب
وانيم .استS3نمايش ری، می ت ه طور جب روه را، ب اين گ م3 ی ر ر ر ر
I , α }توسط  , α2 , β , αβ , α2β }         

دهيم، نمايش
143

نمايش دهيم،



ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 ه درآن βαک = α2β  وα3 = I  ،ارت ديگر ه عب  α ،βب
جايگشت های RQP

RQP




 ي 

 QP
RPQ
RQP

RQP
PRQ

Q

























ه . هستند ين  βروشن است ک می  [ R; P ↔ Q ]انعکاس آف
لاش ا ک ش ان آ ن

RPQ 





د ل ضرب .باش ه حاص ود ک ی ش ده م انی دي ين، بآس همچن
I انعکاس های آفين) ترکيب(
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[ p; Q ↔ R ]     ,     [ R; P ↔ Q ]  



ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 ا جايگشت جدول ضرب . است α = ( PQR )متناظرب
S3گروه 3رو

 I α α2 β αβ α2β
I I α α2 β αβ α2β
α α α2 I αβ α2β β
α2 α2 I α α2β β αββ β β
β β α2β αβ I α2 α
αβ αβ β α2β α I α2
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αβ αβ β α β α I α
α2β α2β αβ β α2 α I



ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 اينکI(  ه . رابررسی می کنيم ( I ( روشن است ک روه  ( زيرگ
AI(  . است (

تعريف:
ف     ث : ال لع آن  مثل ه ض دازه هرس ر ان ت اگ ف الاضلاع اس مختل

باشند .متفاوت باشندمتفاوت
دازه داشته  مثلث : ب     م ان ا دوضلع ه متساوی اساقين است اگردقيق

.باشند ب
ث : پ     ک  مثل ه ي لع آن ب ه ض ت اگرهرس لاع اس اوی الاض متس

.  اندازه باشند
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ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 37قضيه  :
)ع I(A) = { I }مختلف الاضلاع باشد، آنگاهاگر:الف   ) { }
ا  اگر : ب     اقين، ب اه d( P,Q ) = d( P,R )متساوی الس ، باشد، آنگ

I()={ I,Ω P; Q ]انعکاس آفين  Ωکه درآن  { ↔ R ] است.
اه  اگر: پ     ن  I(A) = AI()متساوی الاضلاع باشد، آنگ دو عضو اي

وآن  ه عض ث، س ی مثل ول مرکزهندس ديهی ح روه دوران غيرب گ
گ اس ث(انعک ای مثل ه ه ه ميان انی )نسبت ب م نگاشت هم وعضوشش

ابلش . (است ه ازيک راس ونقطه وسط ضلع مق ميانه خطی است ک
د )گذ
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. )می گذرد
    



ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 ه يم : نتيج رض کن ز  ف ا مرک لاع ب اوی الاض ی متس مثلث
صورت.استcهندسی ازI()دراين است :متشکل ور.cی ين  ز I()ر :ل  

همانی: الف    
سه انعکاس نسبت به ميانه های:ب  

دورانهای به اندازه های:پ   2π/3 حولc . زپ وور
 ه است : نتيجه مرکزهندسی هرمثلث درمحل تلاقی سه ميان

بت ن به را ميانه کند1:2هر م ي تق
148

. تقسيم می کند 1:2وهر ميانه را به نسبت



اق ط ا ل قابليت انطباققا

 ااگر :  38قضيه تند اگروتنه اق هس ل انطب ه قاب ر ( دوزاوي ب
ان رادي ب د)حس باش دازه ان م .ه ن ي ز ب)ب ر .    م 

د : تعريف  خطی که دو خط ديگررا درنقطه متفاوت قطع کن
شود م ده نامي خط دو آن قاطع دوخطLوLاگرخط ده می شود دوخط  L2و  L1اگر .خط قاطع آن دو خط نامي

اطع  mو  vموازی با بردارراستای  ه  L2و  L1يک خط ق ب
نقاط د ت اگت اشد باشد، واگرp2و p1ترتيب، در نقاط

  R = p2 – v            وQ = p1 + v
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اق ط ا ل قابليت انطباققا

اه     آنگ p2p1Q  و Rp2p1  ادل ه متب ی ( رادو زاوي ) داخل
ه .می گوييم اطع، دوجفت زاوي ه هرخط ق يم ک توجه می کن وييم ويی ز و ع ر يم ی و

.تعيين می کند) داخلی ( متبادل 
Q

p1

ا39ق فت کن قط ا از خط خط اگ

R
Q

p2

ای :39قضيه د، جفته وازی را قطع کن اگرخطی دو خط م
. زاويه های متبادل حاصل قابل انطباق هستند

طذ قط ل
150

ايزومتری:تذکرp2 – p1זHp2  يک نيمدورحول نقطه وسطp1p2 است.



ا ثلث اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباق مثلثهاق

 ا در اق مثلثه ت انطب انوس قابلي ای م يه ه ش قض ن بخ دراي
ک ثا ا قاقل ا ل ا ق يم ام قضيه .هندسه اقليدسی را ثابت می کن ه ن قضيه اول ب

ه  ای س دازه ه ه ان ث ک ه دو مثل د ک ان می کن یض ض ض بي ز و ی ن بي ض ضض
. ضلع نظيرشان برابرند قابل انطباق هستند
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ا ثلث اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباق مثلثهاق

 اگر دردومثلث :  40قضيه PQR  وP′Q′R′ 
d( P,R ) = d( P′,Q′ )d( P,Q ) = d( P′,Q′ ) ( ) ( )( ) ( )

d( Q,R ) = d( Q′,R′ )

وجود دارد به طوری که  Tآنگاه، ايزومتری   ر رز ر
TR = R′ ,   TQ = Q′ ,   TP = P′ 

P P′P P

152
Q R Q′ R′



ا ثلث اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباق مثلثهاق

 ای دلزه ه ه ان ث برپاي اق دو مثل دس، انطب ر اقلي م ديگ حک
د ی باش ان م ه بينش لع وزاوي يه ض ز ض (دوض ). قض ی ن ي وي وز ع ض(و ضز )ي

ه  وم ب انون موس دا ق م، ابت ن حک ات اي رای اثب انون “ب ق
م.رثابت می کنيم”کسينوس ها ی ر

 اگر : لمP، Q ،R  سه نقطه درE2  باشند، آنگاه
d( P R )2 d( P Q )2 + d( Q R )2 2d( P Q )d( Q R )cosθd( P,R )2 = d( P,Q )2 + d( Q,R )2 – 2d( P,Q )d( Q,R )cosθ

اندازه زاويه  θکه درآن     PQR است.
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ا ثلث اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباق مثلثهاق

 اگر دردو مثلث :  41قضيه PQR ، P′Q′R′

d( Q,R ) = d( Q′,R′ ) , d( P,Q ) = d( P′,Q′ )d( Q,R )  d( Q ,R )   ,   d( P,Q )  d( P ,Q )

و     PQR =  P′Q′R′ ) ان ری )برحسب رادي اه ايزومت ، آنگ
Tکه ری ط به دارد د ج Tوجود دارد به طوری که

TR = R′ ,   TQ = Q′ ,   TP = P′

 ه اوی : نتيج ث متس ر مثل اق دره ه دوس ه مجاورب دو زاوي
هستند انطباق قابل .الساقين
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ثلث ا مجموع زاويه های مثلثا

 ا :  42قضيه ر ب مجموع اندازه های سه زاويه هرمثلث براب
π راديان است .
 ل : نتيجه ه ازمثلث ديگرقاب ردو زاوي اگر دوزاويه ازمثلثی ب

. انطباق باشد، آنگاه زاويه های ديگرنيزقابل انطباق هستند
 ذکر ه : ت يم ک ی، ميبين طحه بااقليدس ه مس ه هندس درمطالع

يه  ه  42قض ه درهندس ت م ايی اس يه ه دود قض ی ازمع يک
لل ل ط درواقع، درمطالعه اصل موضوعی .نااقليدسی برقرارنيست

ی  فحه اقليدس ه ص ت ک ونی اس يه ازم ن قض ه، اي هندس
ازد ز ا ت د ناقل ه ف ااز
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سو فصل سومفصل

هندسه کره
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مقدمهق

رفتن . اکنون به مطالعه هندسه کروی پی پردازيم    ا درنظر گ اگرجه ب
دی، هندسی  کره به عنوان زيرمجموعه ای ازفضای اقليدسی سه بع

ک ازبطن د باي ا ديدگا ل دد گ بندی ل ف ت ب ان ليل ره ت د ازبطن ک تحليلی ان بهترفرمول بندی می گردد ولی ديدگاه ما باي
ره . ناشی شود ی ک با استفاده ازفضای اقليدسی سه بعدی هندسه تحليل

د ی باش د ذات . به آسانی فرمولبندی ميگردد، ولی انگيزه شهودی ماباي
ره  ا خود ک د دررابطه ب به عبارن ديگر، احکام هندسی مورد نظرباي
د ه داخل يت خارج ان واقعن اطی ازفضا ک . باشند، نه دررابطه با نق
رويه روی که ايست حشره ازاحساس ناش مساله به نسبت ما ديدگاه ما نسبت به مساله ناشی ازاحساس حشره ايست که روی رويه ديدگاه

ره درحال حرکت است اهيم نقطه، خط، . ای دوبعدی ک ن رومف ازاي
ه  ه باتجزي رد ک وتهيم ک اب خ ان انتخ اس راچن ه وانعک له، زاوي فاص
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ا ات ق ث E3ا E3مباحثی مقدماتی از

 اگرx = ( x1 , x2 , x3 y = ( y1و  ( , y2 , y3 ) 
 آنگاه

.1 x + y = ( x1 + y1 , x2 + y2 , x3 + y3 )

.2cx = ( cx1 , cx2 , cx3 )

.3< x,y > = x1y1 + x2y2 + x3y3,y 1y1 2y2 3y3

.4x =  < x,x >
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ضرب خارجیا

ه     ده ب ردار داده ش د بردوب رداری متعام داکردن ب اله پي مس
شود می زيرحل :صورت و ی  ل  :ور زير

 ف د  :تعري رض کني ايی در  vو  uف تند R3برداره . هس
ا خ لض دا انن ه گان هدا ت ا ارجی  د vوuحاصلضرب خ ه مانن ه  zبرداريگان ت، ب اس

تساوی  xR3طوری که به ازای هر 
< z,x > = det( x,u,v )

برقراراست
160
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ضرب خارجیا

اد  vدر  uحاصل ضرب خارجی  ا نم z = uراب v  نشان
هر ازای به لذا دهيم xRمی دهيم لذا به ازای هرxR3م

< uv,x > = det( x,u,v )
ذکر ن تعريف عدد : ت ه دراي د ک  det( x,u,v )توجه کني

ماتريس ان دترمين ه ای33برابرب ه ه درآي ه ک ت اس ی ان ماتريس ه دترمين ای 33برابرب ه ه ه درآي ت ک اس
 .هستند vو  x ،uسطرهای ان به ترتيب مولفه ها 
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ضرب خارجیا
u  v

 1قضيه  :
1u  vاست تعريف vخوش .1u  vخوش تعريف است.
.2< u  v , u > = < u  v , v > = 0
.3u  v = - v  u
4< u  v w > = < u v  w >

u

.4< u  v , w >  < u , v  w >

.5( u  v )  w = < u , w > v - < v , w > u
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ضرب خارجیا

 نتيجه :
.1u  v = 0اگروتنهااگرuوvمتناسب بايکديگرباشند. ر رورو ي ي
u اگر 2. v  اه  مجموع 0 u,v,u  }آنگ v }  يک

.استR3پايه برای ر پ
.3< u  v,w  z > = < u,w >< v,z > - < v,w >< u,z >
4 uv 2 = u2v 2 - < u v >2 .4 uv   u v  < u,v >
. آخرين تساوی را اتحاد لاگرانژ می گوييم     
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ک ا ت پايه متعامد يکها

 سه تايی{ u,v,w }  د را يک دو متعام ازبردارهای يکه دوب
يم.سه تايی متعامد يکه می ناميم ی ي يی

}اگر:2قضيه u v w باشد،{ يکه د متعام اي ت ه يک اگر:2قضيه{ u,v,w } ،د يکه باشد ايی متعام يک سه ت
داريم  xR3آنگاه  به ازای هر 

x = < x,u > u + < x,v > v + < x,w > w
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ک ا ت پايه متعامد يکها

 سه تايی 2با توجه به قضيه : تذکر ،{ u,v,w }  ه رايک پاي
يم.متعامد يکه می ناميم ی ي

 ر :  3قضيه ای  uاگ د، برداره ه باش رداری يک   wو vب
ک ط ن }ا ک{ ا ت ا ک د يکه { u,v,w }وجود دارند به طوری که ه متعام يک پاي

.است
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صفحهف

.باخواص زيراست E3ازنقاط  πصفحه مجموع ای چون 

ل ا اط .است πهيچ خطی شامل1.

هردونقطه2 واصل استπدرπخط واقع و2. ر ل  ع πرπ و .و

.3π  شامل همه نقاطE3 نيست.

166



صفحهف

 4قضيه  :
ر1 وwوvاگ ند نباش ب د،pمتناس باش واهی دلخ ه نقط ر1. ند وwوvاگ ب نباش د، pمتناس واهی باش ه دلخ نقط

اه   ن صفحه را . يک صفحه است p + [ v,w ]آنگ اي
توسط شده توليد }صفحه v w از{ ناميمpوگذرنده می .می ناميم  pوگذرنده از{ v,w }صفحه توليد شده توسط

اط 2. فحه  P ،Q ،Rاگرنق ند، ص ط نباش ک خ ع بري واق
ن چ فردی دارد،πمنحصربه د ج نقطه سه اين شامل شامل اين سه نقطه وجود دارد، πمنحصربه فردی چون
.می ناميم PQRاين صفحه را صفحه 
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صفحهف

ر 3. ه و  Nاگ اه   pيک برداريک د، آنگ واه باش ه ای دلخ نقط
– x< x }مجموعه p,N > = 0 }    و{  p, }

ت فحه اس ک ص ده از . ي فحه گذرن فحه را ص ن ص  pاي
N.می ناميم Nبابردارقائم يکه W م ر مر ی

P
X

v

د  { tv + sw t,sR } = [ v,w ]مجموعه : نماد گذاری    را تولي
توسط }شده v w نامي{ م

v
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ک هندسه وقوع کره ق

، که برمطالعه هندسه ان تاکيد داريم، با شرط آشنايی S2کره 
S2 = { xE3x= 1 }{   }

. مشخص می شود 
ف ي:تعري کن م رض دξف باش ه برداريک ک ني دراي ف يم:تعري ی کن رض م دξف ه باش ک برداريک ن . ي دراي

            L = { xs2< ξ,x > = 0}صورت 
قطب با دξخط ش م ده يننامي قطبLهمچن خط ξرا ده می شودξخط با قطب ين.نامي ی  Lهمچن  ξرا خط قطب
.می ناميم
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ک هندسه وقوع کرهق

 ه . هندسه کروی نااقليدسی است: تذکر دان معنااست ک اين ب
کل  يم ازش ی ده ان م وداری نش ط نم کلی را توس ی ش زوقت يم ی ن ر و و ر ی ی و

.  طبيعی خارج کردن ان اجتناب ناپذيراست
ξ

ξξ

L
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ک هندسه وقوع کرهق

- = pرامتقاطر می ناميم اگر  S2متعلق به  Qو  pنقاط       Q 
ا  S2نمی توانند موازی باشند، ودوخط S2خطهای ه تنه ن و و ز و و ی

.در يک نقطه بلکه دردو نقطه متقاطر، متقاطعند
5قضيه: 5قضيه:

ر 1. ط  ξاگ ب خ ک قط اه   Lي د، آنگ ی از  ξ–باش نيزقطب
LاستLاست.

. واقع است Lنيزبر  p–واقع باشد، آنگاه   Lبرخط  pاگر 2.
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ک هندسه وقوع کرهق

 فرض می کنيم  : 6قضيهp  وq  اطر دونقطه متمايز و نامتق
به شاملS2متعلق خط تنهايک صورت ن دراي ند وpباش ن صورت تنهايک خط شامل Sمتعلق به ند دراي و  pباش

q اين خط را با . وجود داردpq نشان می دهيم   .
ξξ

p q
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ک هندسه وقوع کرهق

 فرض می کنيم :  7قضيهL  وm  دوخط متمايز درS2 
دقيقا دارای دونقطه تقاطع  mو  Lدراين صورت . باشند

ط .هستند، واين نقاط متقاطرندط
m

ط ق شط

L m L

دوخط:نتيجه باشندS2هيچ موازی توانند نمی

درچشم  Lو  mدوخط متقاطع 
انداز دوم

درچشمLوmدوخط متقاطع
انداز اول
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ک هندسه وقوع کرهق

 ذکر تند، : ت ترک هس ود مش ه دارای عم وطی ک ی خط حت
.يکديگررا قطع می کنند ی ع رر ي ي

حتی خطوطی که دارای عمود مشترکند، 
)درچشم انداز اول ( متقاطعند 

حتی خطوطی که دارای عمود مشترکند، 
)درچشم اندازدوم ( متقاطعند 
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ثلث ا ا ل فاصله و نامساوی مثلثفا

 فاصله بين دو نقطهp  وq  متعلق بهS2  ، را توسط معادله
d( p q ) = cos-1< p q >d( p,q )  cos < p,q > 

ه . تعريف می کنيم    اين تعريف منعکس کننده اين نظراست ک
ان کم ه ب ل مقاب زی مرک ه ي زا دازه اpqان ب ی ا م د باي ان ه کم ل ب زی مقاب ه مرک دازه زاوي ا  pqان اوی ب د مس باي

q.  اندازه کمان باشد
θ

p

p θθ
q

کروی درهندسه فاصله کروی درهندسه فاصله
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)چشم انداز اول ( 

فاصله درهندسه کروی
)چشم انداز دوم( 



ثلث ا ا ل فاصله و نامساوی مثلثفا

 اگر :  8قضيهP ،Q  وR  نقاطی ازS2   باشند، آنگاه:
.1d( P,Q )  0
.2d( P,Q ) = 0  اگروتنهااگرP = Q
.3d( P,Q ) = d( Q,P )
.4d(P,Q ) + d( Q,R )  d( P,R )نامساوی مثلث
 اه   4اگردرنامساوی : نتيجه ازقضيه فوق تساوی برقرار باشد، آنگ

pQRتند ه خط ک p،Q،Rروی يک خط هستند.
 درمورد : تذکرE2  ه ين  Qاين نتيجه نيزحاصل می شود ک د است  Rو  Pب خواهيم دي

ه  اريف مناسب ارائ که درهندسه کروی نتيجه مشابه وقتی برقرار است که تع
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ط ت ا ا ش نمايش پارامتری خطا

 د ت مانن ه  E2درس ا را ب ه خطه ت ک ع بهتراس تر مواق بيش
ا  Lفرض می کنيم .صورت پارامتری مشخص کنيم خطی ب يم ص ر ر پ يمور ی یرض

را چنان اختيار می کنيم که  qو  pنقاط . باشد ξقطب 
{ξ p q باشد{ يکه متعامد پايه دهيميک می قرار :سپس {ξ,p,q }سپس قرار می دهيم .يک پايه متعامد يکه باشد:

( t ) ( t ) ( i t )α( t ) = ( cos t )p + ( sin t )q
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ط ت ا ا ش نمايش پارامتری خطا
:9قضيه 9قضيه:

.1L = { α( t )  tR }

ی2. لهtوقت ه (0,2π ]روی فاص د، هرنقط ی کن ر م  Lتغيي
. رخ می دهد α( t )دقيقا يکبار به عنوان مقدار 

- 0t1اگر 3. t2 π   آنگاه ،d( α(t1),α(t2)) = t1 – t2

که کند می بيان قضيه پارامتریαاين باسرعتLنمايش ی       ن  ي بي ری αين  ر ر  Lيش پ ب
q. واحداست q

α(t) نمايش
خط ت ا ا ط
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α(t) p پارامتری خط
چشم انذاز دوم

نمايش پارامتری خط 
چشم انذاز اول



ا ت خط متعامدط

 ه قطب های : تعريف دو خط را متعامد گوييم درصورتی ک
.ان متعامد باشد ن

که:10قضيه کني درLmفرض متمايزی ط s2خط فرض کنيم که:10قضيهLوm خطوط متمايزی درs2 
ردی چون . هستند وجود  nدراين صورت خط منحصربه ف

که ری ط به Lدارد nm  nتلاق اط Lmنق Lدارد به طوری که nوm  n. اط تلاقی  mو  Lنق
. هستند nقطبهای 

179



ا ت خط متعامدط

 فرض می کنيم خط :  11قضيهL  ونقطهp  ر تند اگر  s2ب  pهس
ی از  ه از  Lقطب ا يک خط وجود دارد ک اه  تنه ند آنگ می  pنباش
ب د تLگذ ا د ع .عمود استLگذرد وبر

 تذکر:
ازpاگر1 ازLقطب ده گذرن هرخط رpباشد، دLب خواه ود عم ده ازLقطبی ازpاگر1. ر pباشد، هرخط گذرن د  Lب ود خواه عم

.شد
اواقع  p، ازهرنقطه E2نشان می دهد که مانند هندسه11قضيه2. ن یي رن عpز و

ر  ر  Lب ی ب وان خط ی ت رد Lم ود ک ود E2در . عم ای عم ، پ
ه  رين نقط ه  Lنزديکت ود .است pب روی خط عم ه ک ، mدر هندس

کندLخط قط ا د ا
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ا 2ک  s2حرکت های

 بع ازای خط دلخواه : تعريفL  ا قطب ه ξب  L، انعکاس نسبت ب
. است که توسط فرمول زير تعريف می شودΩLنگاشتی چون چون وLی ی ري زير و ر و

ΩLx = x – 2< x,ξ >ξ
ه کن12قض ض >ف ξ ξ > انگاشت1 يم:12قضيه ξ,ξ >فرض کن : Tونگاشت 1= < R3R3   را
– Tx = xتوسط  2< x,ξ >ξ دراين صورت، . تعريف می کنيم

.1T خطی است.
2 x yR3 < Tx Ty > = < x y >
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ا 2ک s2حرکت های

 13قضيه  :
هر1 ازای xبه yبه )s2،dمتعلق Ω x Ω y ) = d(x y ) s،d( ΩLx,ΩLy ) = d(x,y )متعلق به x,yبه ازای هر1.

S2 ،ΩLΩLx = xمتعلق به  xبه ازای هر 2.
Ω S2 Ssا گاش ک .3ΩL : S2Ssيک نگاشت دو سويی است.

 14قضيه  :ΩLx = x  اگروتنهااگرxLc3 = p

m
e1

e2ηξ
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ا 2ک s2حرکت های

فرض . اکنون حاصلضرب دوانعکاس را مورد بررسی قرار می دهيم
يم ی کن ایmوLم ا قطبه ط متمايزب تند و  ηوξدوخ ی  pهس يک يم یوی به يزب یpوηوξو ي

د . است mو Lازنقاط تلاقی  د يکه مانن ه متعام L1,L2,e3 }يک پاي } 
ه ک يم کن ارمی اختي ان صورت.e3=pچن ن ايیηوξدراي برداره يم  ی  ر ي ن  e3چ p. ور ن  ي يی  ηو  ξر ر بر

e1,e2 }درفضای توليد شده توسط   φو  θمی توانيم اعداد . هستند {
که اختيارکنيم چنان را چنان اختيارکنيم که را

ξ = (-sinθ)e1 + (cosθ)e2
, η = (-sinφ)e1 + (cosφ)e2  
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ا 2ک s2حرکت های

 ماتريس تمايشگرΩLΩm به صورت زيراست.

  0)(2 rot

گگگ آ









10
0)(2 rot

ف ر:تعري ه  βوαاگ ده ازنقط وطی گذرن اه   pخط ند، آنگ باش
اميم pرا يک دوران حول  ΩαΩβايزومتری   αحالت خاص . می ن

=βد کن می ين مع را انی هم بديهی ردوران نαβاگ اي اه آنگ =βد ين می کن انی را مع ن  αβاگر .دوران بديهی هم اه  اي آنگ
اميم ای حول . ذوران را نابديهی می ن ام دورانه ا  pمجموعه تم را ب

ROT ( p ) توجه می کنيم که . نشان می دهيم

184

ROT( p ) = SO(2)



ا 2ک s2حرکت های

 اس(15قضيه ه انعک يم )قضيه س ی کن رض م ط  γو  α ،βف ه خ س
رد . باشند pگذرنده ازنقطه  ده  δدراين صورت خط منحصر بف گذرن

وجود دارد به طوری کهpاز
ΩαΩβΩγ = Ωδ

 فرض می کنيم :  )نمايش دورانها( 16قضيهT = ΩαΩβ

ده از Lو  ROT( p )عضودلخواهی از    ن . است pخطی گذرن دراي
گ رد  ده از  mو  mصورت خطوط منحصربه ف د  pگذرن موجودن

به طوری که 
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T = ΩLΩm = Ωm
ΩL  



ا 2ک s2حرکت های

 د : تعريف ر  nو  mخطی دلخواه و  Lفرض کني ند Lب ود باش . عم
Ωتبديل Ωداد درامت انتقال يک اميLرا ن رم mاگ  nن اي دادΩmΩnتبديل اميمLرا يک انتقال درامت m اگر . می ن n  ن اي

. انتقال را نابديهی می گوييم

 ذکر ی : ت رخلاف فضای اقليدس وازی نيست S2ب وط م . دارای خط
ر ب ردوخط اگ ع ایLدرواق درقطبه ند باش ود ذاLعم ول د متقاطعن ر  ردوخط ب ع اگ ای Lدرواق ند درقطبه ود باش ذا  Lعم د ول متقاطعن

. بررسی حاصلضرب دوانعکاس به طورچشمگيری ساده می گردد
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ا 2ک s2حرکت های

p
 17قضيه :
نيزهستs2هرانتقال1 دوران يک

p

θ

.يک دوران نيزهستs2هرانتقال1.

.يک انتقال نيزهست s2هر دوران 2.
 داد ا درامت ام انتقاله ه تم ا  Lمجموع ان  TRANS(L)راب نش

يم ی ده ه .م بت ب های نس ط انعکاس ده توس د ش روه تولي گ م وی و رو
ر pاغضای دسته خطوط  ،  L، متشکل ازخطوط عمور ب

با دهيمREF(p)را می نشان
187

.نشان می دهيمREF(p)را با



ا 2ک s2حرکت های

 يه روه :  18قض ت  TRANS(L)گ ی اس روه آبل ک گ ي
ROT( ξومساوی است با گروه ه در ان ( ی از  ξ، ک قطب رو و )و ξ ن( زξر ی

L است.
يه اس(19قض انعک ه س يه يم)قض کن رض α،β،γف يه اس(19قض ه انعک يه س يم )قض رض کن  α ،β  ،γف

ود مشترک  pخطوط متعلق به دسته خطوط  ند Lبا عم . باش
منحصربفرد خط صورت وجودδدراين دسته اين به متعلق متعلق به اين دسته وجود δدراين صورت خط منحصربفرد

دارد به طوری که 
Ω Ω Ω = Ω
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ΩαΩβΩγ= Ωδ



ا 2ک s2حرکت های

 يم ) نمايش انتقال ها ( :  20قضيه = Tفرض می کن ΩαΩβ 

به )TRANSمتعلق N رباشد( دلخواهm،nاگ خطوط خطوط دلخواه  m،nاگر.باشدTRANS( N )متعلق به
ر  د ب ربفرد  Lمتعام وط منحص اه  خط ند، آنگ  nو mباش

وجود دارند به طوری کهط
T = ΩmΩm = ΩnΩnT  ΩmΩm  ΩnΩn

 هرعضو : نتيجهREF( P )  يا انتقال درامتدادL  باانعکاس
ل اط
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.استPنسبت به خطی متعلق به



ا 2ک s2حرکت های

 ف ر : تعري رخط  α ،βاگ ند،  Lب ود باش را  ΩαΩβΩLعم
ا لغز ناLک .می ناميم Lيک لغزه با محور

 ذکر e1,e2,e3 }اگر : ت ه  { ند ب د يکه باش ه متعام يک پاي
گ است، آنگاه Lقطبی ازخطe3طوری که

ΩLe1 = e1 ΩLe2 = e2 ΩLe3 = e3
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ΩLe1 = e1 ,   ΩLe2 = e2 ,   ΩLe3 = e3



ا 2ک s2حرکت های

 نمايش ماتريس يک لغزه با محور : نتيجهL ه ه پاي ، نسبت ب
: متعامد يکه ای ازنوع مذکوربه صورت زيراست  زير ور ور وع ز ي
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0cossin 

اهی از :تعريف دادی متن يک ايزومتری که حاصلضرب تع
. انعکاس هاست يک حرکت ناميده می شود
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ا 2ک s2حرکت های

 اهی : تعريف دادی متن ه حاصل ضرب تع ری ک يک ايزومت
. ازانعکاسهاست يک حرکت ناميده می شود و ی ي ر ي ز

 يه اس :  21قض ه انعک ا س رب دوي ل ض ت حاص هرحرک
ا .مناسب استنا
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ا ت لا E3ت E3تبديلات متعامد

 نگاشت : تعريفT : E3E3  ،ده می شود د نامي متعام
راگر

.1T  خطی باشد .
2 x yE3 < Tx Ty > = < x y > .2 x,yE3 < Tx,Ty > = < x,y >
 يه ی :  22قض ابع خط ااگر  Tت ت اگروتنه د اس متعام

ک ا ت ا ک ن ا اات ت  تساویماتريس ان نسبت به يک پايه متعامد يکه در
     AtA = I صدق کند .
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ا ت لا E3ت E3تبديلات متعامد

ف ن33ات:ت اگAای نا د ا ت ا 3 ماتريس:تعريف3ای چونA را متعامد ناميم اگر
AtA = I 

ذک تذکر :    At ↔ AAt = I ↔ detA = 1 =↔ A-1 A متعامد
 23قضيه  :

ه 1. د روی  O(3)مجموع ديلات متعام ام تب کل از تم  E3متش
.می ناميم E3يک گروه است اين گروه را گروه متعامد 

ا  E3متشکل ازتمام تبديلات متعامد روی  SO(3)مجموعه 2. ب
ان  ی از + 1دترمين روه، . است O(3)زيرگروه ن زيرگ اي

ا ا ژ ا ت گ
194

.گروه متعامد ويژه نام دارد



ل ا قضيه اويلرق

 قضيه اويلر
SO(3)ديلات وتب ردد گ اظرمی متن ا دورانه مجموعه ا ب دقيقا SO(3) ديلات ردد وتب اظرمی گ ا متن ا مجموعه دورانه دقيقا ب

.متناظربا انعکاسها واغزه ها هستند -1متعامد با دترمينان 
  1d t








1det
1det دورانها

لغزه و انعکاس

به ازای هر) : اويلر(24قضيهTSO(3)  عضوی چون
xS2  وجود دارد به طوری کهTx = x
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ل ا قضيه اويلرق
چون:تعريف است تبديل متقاطر تبديل تعريفEهر با و هر تبديل متقاطر تبديلی است چون:تعريفE و با تعريف

Ex = -x
ايشگ ن ي ازEات ت ا ت عبا يکه، د ا ت پايه ه به بت :ن :نسبت به هرپايه متعامد يکه، عبارت است از Eماتريس نمايشگر
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وچون  
.پس نگاشت متقاطريک لغزه است   






 

















  100100100100
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.است S2يک حرکت از S2تحديد هرتبديل متعامد:25قضيه  



ا ت ايزومتريهاا

 تابع : تعريفT : S2 S2  يک ايزومتری است اگر تساوی
d( Tx Ty ) = d( x y )d( Tx,Ty )  d( x,y )

. برقرارباشد x,yS2به ازای هر    

 يه ری :  29قض ر ايزومت ه ازای ه ديل  S2روی  T0ب تب
.  برابرند S2رویT0وTوجود دارد کهTمتعامد
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

اط       ت نق ا را برحسب ماهي ف ايزومتريه واع مختل ون ان اکن
يم. ثابت وخطوط ثابت انها مشخص می کنيم ی ص و و

 27قضيه  :
ت1 متقاطرا ثابت نقطه د دارای دقيقا نابديه ران د يک .يک دوران نابديهی دقيقا دارای دونقطه ثابت متقاطراست1.
. يک انعکاس دارای يک خط ثابت بنام محور انعکاس2.
.يک لغزه نثطه ثابت ندارد3.
.تابع همانی همه نقاط را ثابت نگه می دارد4.
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

 ری :  28فضيه ا قطب Tايزومت ط ب ه  ξ، خ ت نگ را ثاب
Tξمی دارد اگروتنهااگر =  ξ ر رو ر ξی ξ

 29قضيه  :
ازيک1 ده گذرن ط خط ا تم ه نقط ک ي ل رح د ي ن ک ي ده ازيک 1. ام خطوط گذرن ه تم ول يک نقط يم دورح يک ن

يم دور(نقطه  ا را ثابت نگه ) مرکز ن ود مشترک انه وعم
دارد .می داردم

ی 2. ط قطب د، خ يم دورنيزنباش ه ن ديهی ک ا ب ک دوران ن ي
ا نگ ت ثا ا ا کز
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.مرکزدوران را ثابت نگه می دارد



ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

 29ادامه قضيه  :
راين3 ب ود عم وط خط ام وتم ودش محورخ اس انعک ک ي راين 3. ود ب وط عم ام خط ودش وتم اس محورخ ک انعک ي

ه می دارد ان خطوط ثابت .(محور را ثابت نگ دارای هم
است )نيمدور است)نيمدور

ا محور 4. ا نگاشت متقاطرنباشد تنه ه مساوی ب زه ک يک لغ
دارد م نگه ثابت را دش .خودش را ثابت نگه می داردخ

نگاشت متقاطر وتابع همانی تمام خطوط را ثابت نگه می 5.
ن ا
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.دارند



گ ش ا ا ا قضايای نمايش ديگرق

قضيه نمايش زيردرمورد دورانها برقراراست .
حاصلضرب:30قضيه صورت به توان می را دوران هر هر دوران را می توان به صورت حاصلضرب :30قضيه

. دونيمدور نوشت

 ذکر ت  E2در : ت ال اس ک انتق دور ي رب دونيم حاصلض
ا ش ا ن ا ا ت ا  .وهرانتقال را می توان به اين صورن نمايش دادانتقال
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گ ش ا ا ا قضايای نمايش ديگرق

 يه د :  31قض رض کني ه  pف ق ب ه ای متعل ت S2نقط . اس
هر ازا به صورت ،xS2دراين ر ز  ور ب  ين  xSر

Hpx = -x + 2< x,p>p
طط ط ه يم :نتيج رض کن رpف ه ای ب ی ان  LوS2نقط ط قطب خ

در اين صورت . باشد
ΩLHp = HpΩL = E

درآن تEکه ا متقاطر نگاشت
202

.نگاشت متقاطر استEکه درآن  



گ ش ا ا ا قضايای نمايش ديگرق
کنيم م اطرTفرض متق نگاشت غيراز ای فرضباشدEلغزه اطر Tفرض می کنيم      فرض . باشد Eلغزه ای غيراز نگاشت متق

ه  يم نقط د pمی کن زه باش وراين لغ ی ازمح را يک قطب  P. قطب
.می ناميمTلغزه يمز ی

 32قضيه  :
رخط1 ه ازای ه ازmب ده ايیpگذرن يکت ه هQنقط ب دارد ود وج ر1. ی  ز ز mب  يی pر  ر ب  Q ي و  وج

ΩmHQطوری که  = T . نقطهQ  لزوما برL واقع است.
وجود دارد به طوری که m، خط يکتایLبر  Qبه ازای هرنقطه2. ر ی ز یبرQب وریي ب ر وجو

      ΩmHQ = T   خطm  لزوما ازنقطهp می گذرد .
ذکر رخط:ت ه ازای ه هmب استQ،ΩmHQوهرنقط ای زه لغ
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ر:ر ی  ز رmب  ی   QΩmHQو ز 
.  می گذرد  Qعمود است واز mکه محوران بر 



ط پاره خطا

 روی ه ک انبود“درهندس ت”مي بهم اس ومی م ه ازای . مفه ب
ديگر ين ب را هريک توان م خط، بريک واقع نقطه ين ديگر هرسه هرسه نقطه واقع بريک خط، می توان هريک را ب

.تلقی کرد
 زيرمجموعه : تعريفr  ازS2  اميم اره خط می ن را يک پ

اط شرطQوpاگرنق ا >ب p,Q > = داد0 اt1<t2واع ب رQوpر t1و  p,Q   0 ب  t2  ب
t2شرط  – t1< 2π  يافت شوند، به طوری که
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R = { (cost)p + (sint)Q  t1 t  t2 }



ط پاره خطا
يه ط:33قض خ اره پ يم کن رض طrف وt2وp،Q،t1توس يه ط:33قض اره خ يم پ رض کن ط rف و  t2و  p ،Q ،t1توس

: معين شده باشد، دراين صورت  t~1  ،t~2و  ~p~ ،Qنيزتوسط 
.1t2 – t1 = t~2 – t~1 اين عدد را طول پاره خط می ناميم. 2 1 م1 2 پ
  ~α~(t) = (cost)p~ + (sint)Qو  α(t) = (cost)p + (sint)Qاگر 2.

:آنگاه  داريم     
{ α(t1),α(t2) } = { α~(t~1),α~(t~2) }

اره خط       ايی پ اط انته اط را نث ن نق اميم rاي ی ن ايرنقاط . م اط  rس نق
ل شا ا .ناميده می شودrداخلی

.3p  Q =  p~  Q~  . ه تند ک ای خطی هس اط قطبه ن نق  rاي
است واقع بران
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.بران واقع است



ط پاره خطا
کنيم:34قضيه نBوAفرض دراي ممتقاطرباشند نا نقاط فرض کنيم:34قضيهAوB ن نقاط نا ممتقاطرباشند دراي

ايی  اط انته ا نث ط ب اره خ ا دوپ ورت دقيق ود  Bو  Aص وج
ط.دارد خ ا ه ط خ اره پ ن اي اع اABاجتم انه تراک واش ر   .ر ن پ ي ع  ه  ABج ر  و

.است { A,B }مجموعه 
يم:تعريف کن ندBوAفرض متقاطرباش ا ن اط اره.نق ازدو يم :ري ربBوAرض  ر .    و  ز

ايی  اط انته ا نق اره Bو Aخط ب ه طواش بيشتراست، پ ، انک
وانکه طولش کمتر است، پاره خط کوچک  ABخط بزرگ 

ABای مکمل . ناميده می شوند اره خطه اره خط، پ اين دوپ
پاره خط کوچک .  يکديگرناميده می شوند

ABB
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AB پاره خط
ABبزرگ 

A
B



ط پاره خطا

 ف ر : تعري ک  Bو  Aاگ ند، هري ه متقاطرباش دونقط
ايی)بينهايت(از اط انته يم  Bو Aپاره خطهايی بانق را يک ن ي(ز يی)ي يی ر يموپ ي ر

. خط می ناميم
کوچک:تذکر خط پاره )dبرابرABطول A B وطول( طول پاره خط کوچک:تذکرABبرابرd( A,B )  وطول

زرگ  ر  ABپاره خط ب 2πبراب – d( A,B ) طول . است
با برابراست نيمخط πيک πيک نيمخط برابراست با

 ذکر ط : ت اره خ ردن ازپ حبت ک روی ص ه ک  ABدرهندس
است آميز ابها بزرگ يا کوچک پسوند بدون
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.بدون پسوند کوچک يا بزرگ ابهام آميز است 



ط پاره خطا

 يه د :  35قض رض کني وايزی در  Qو  pف اط مت  S2نق
اره خط  Xنامتقاطر باشند، نقطه Qوpاگر.هستند روی پ رروpر پ رو

واقع است اگروتنهااگر  pQکوچک 
d( p x ) + d( x Q ) = d( p Q )d( p,x ) + d( x,Q )  d( p,Q )

 يه د :  36قض رض کني اطرو  qو  pف ه متق ه  rدونقط نقط
باشد چکدسگری ک ای خطه اره پ اع اجتم رت ص دراين ای کوچک .دسگری باشد اره خطه اع پ دراين صورت اجتم

pr  وrq  ر ت اگ يمخط اس ک ن rي = -r  اع اه  اجتم آنگ
خط خطrqوpr،rq،prچهارپاره استprبرابربا
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rوpr،rq،prچهارپاره خط q برابربا خطpr است.



ط پاره خطا

 يه د :  37قض رض کني د Tف ری باش ک ايزومت ن . ي دراي
ورصورت

.نيزچنين است Trيک پاره خط کوچک باشد،  rاگر 1.
طگ .نيزچنين استtrيک نيمحط باشد،rاگر2.

.نيزچنين است Trيک پاره خط بزرگ باشد،rاگر3. زرر ر نپ زچ
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ا ثلث ا ا ا پرتوها ، زاويه ها و مثلث هات
ه ک کن ف ت خط ن ا ت ک ک ه ن  ه يم ک ورا نيمخطی تعريف می کن درهندسه کروی يک پرت

ايی ديگر . يکی ازنقاط انتهايی ان حذف شده است نقطه انته
ا ن ت ا کنا ض طPQف خ ا اميم ی ن و م دا پرت يم .را مب ی کن رض م ط  PQف اره خ پ

باشد که به صورت استانده  Lکوچکی به طول 
{ (cost)P + (sint)P~ | 0  t  L }

پدراين صورت پرتو.تعريف شده است  
PQ = { (cost)P + (sint)P~ | 0  t < π }

از که است پرتوی وQتنها گذرد استPم ان مبدا
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. مبدا ان استPمی گذرد وQتنها پرتوی است که از  



ا ثلث ا ا ا پرتوها ، زاويه ها و مثلث هات

 ف ه : تعري ريم PQRزاوي ی گي ر م ه . را درنظ را  xنقط
اره پ ه ک درصورت اميم ن م ه زاوي ن اي داخل نقطه ک اره ي ه پ اميم درصورتی ک ه می ن ن زاوي ی اي يک نقطه داخل

را  QPخط  xRو پاره خط کوچک  QRخط  xpخط کوچک 
.قطع می کندط

ف ک:تعري ي را ه زاوي ک ي ل درداخ ع واق اط نق ه مجموع وي ر ي :ري ل ي ز ر ع  و  و ج
اميم ايز، مجموعه . هلال می ن  S2يک جفت ازخطوط متم

کند تق هلال ا ه ا
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. را به چهارهلال تقسيم می کند



ا ثلث ا ا ا پرتوها ، زاويه ها و مثلث هات

 ف ه : تعري دازه زاوي ان PQR   ر ان براب برحسب رادي
:است با RQPQ








 

||
,

||
cos 10

RQ
RQ

PQ
PQA

 فرض کنيدP،Q  ،R  ند سه نقطه غيرواقع بريک خط باش
ث کثل ک ا خط ا ا ت ازا تن ا

|||| QQ

ای کوچک PQR، مثلث اره خطه اع پ د ازاجتم ، PQعبارتن
QR ،RP  .اميم ا رااضلاع مثلث می ن اره خطه ن پ طول .اي

ل ا ا انت نقط ل فا ا ت ا ا ل
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. هرضلع برابراست با فاصله بين دونقطه انتهای ان ضلع



ک مثلثات کرویثلثا

 ث د  ABCمثل رض کني د ف ه  a ،b ،cرا درنظربگيري ب
اضلاع طول .باشندABوBC،ACترتيب ع  ول  يب  . بABوBCACر

| B  C |2 = |B|2 |C|2 - < B,C >2 = 1 – cos2a = sin2a
A B A C B C A C A B< A  B , A  C > < B,C > - < A,C >< A,B >

= cosa – cosbcosc

A

B C

bc

A

c
b
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B Ca



ک مثلثات کرویثلثا

 ه ها را ب ها وسينوس انون کسينوس روی ق ای ک ه همت درنتيج
:صورت زير به دست می آوريم وريم ی زير ور

cbaA coscoscoscos 


CBA
cb

A

sinsinsin
sinsin

cos 

c
C

b
B

a
A

sin
sin

sin
sin

sin
sin
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ک مثلثات کرویثلثا
برحسب نمادهای اين بخش ، داريم :38قضيه: م

cb
cbaA

sinsin
coscoscoscos 



ط ل ل ط
cb

CBAa
sinsin

coscoscoscos 


ه های :نتيجه دازه های زاوي طول اضلاع مثلث توسط ان
. ان برحسب راديان معين می گردد









||||cos

,cos

1

1

xxA

CBa
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ط ا پيکره های خطی ک

 د هندسه اقليدسی تعريف واه مانن پيکره های خطی را می ت
ایکرد واثباته تعريفها با دقيقا يا واثباتها تعريفها تمام تقريبا ای .کرد تقريبا تمام تعريفها واثباتها يا دقيقا با تعريفها واثباته

ارن  تند بويزهف هرتق اقليدسی يکسانند يا بسيارشبيه آنها هس
ل گ دط ی کن ا م وس ان الق تی روی رئ ی جايگش ره خط ک پيک . ي

ل روی  ی کام ره خط ک پيک وس ي ورت  S2رئ ه ص ب
متقاطرهستند ولذا هرتقارن جايگشتی روی مجموعه رئوس 

باشد متقاطرنيزمی
216

.متقاطرنيزمی باشد



ط ا پيکره های خطیک

 فرض کنيد :  39قضيهд  م سه ا دست ک يک پيکره خطی ب
ن صورت .راس ناواقع بزيک خط باشد گروهی  I(д)دراي زي ع و س ورر ن ي ی(д)ر رو

.متناهی است
يه د:40قض کني رض هдف ک د باش املی ک ی خط ره پيک يه د:40قض رض کني ه дف د ک املی باش ی ک ره خط پيک

ن صورت  د دراي دو متعام  I(д)مشتمل است برسه خط دوب
ازمرتبه است48گروهی .است 48گروهی ازمرتبه

 گروه : تذکرI(д)  ر  15انعکاس و  9دوران،  24مشتمل ب
هاست لغزه اين از يک متقاطر نگاشت که است لغزه
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.لغزه است که نگاشت متقاطر يکی از اين لغزه هاست



اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 اکنون به بررسی گروههای ايزومتریS2  وچگونگی عمل
زيم.انها براين پيکره های ساده می پردازيم پر ی ر پي ين ر

ي:41قضيه کن م رض رPQف ب اط ندS2نق باش يم:41قضيه ر QوPفرض می کن اطی ب ند S2نق . باش
ه  ه طوری ک دراين صورت تنها يک انعکاس وجود دارد ب

کند م جابجا را نقاط .اين نقاط را جابجا می کنداين
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اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 پاره خط : تعريفr ود منصف . را درنظربگيريد خط  rعم
ون  ايی چ ه  Lيکت وری ک ه ط ت، ب ايی  ΩLاس ه انته دونقط

.پاره خط را جابجا می کندط
L

L

PQ P Q

خط:تذکر پاره منصف حاملrعمود استrبرخط عمود

چشم  PQعمود منصف 
انداز اول

چشم  PQعمود منصف 
انداز دوم
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. عمود است rبرخط حامل rعمود منصف پاره خط:تذکر



اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 اطی از :  42قضيه اره خط، مجموعه نق  S2عمود منصف يک پ
.است که ازنقاط انتهايی ان پاره خط به يک فاصله اند

 ود منصفش رانقطه : تعريف ا عم تنها نقطه تلاقی يک پاره خط ب
. وسط ان می ناميم

 تذکر :
ای  Mنقطه يکتايی چون  rنقطه وسط پاره خط 1. ه ازدو انته است ک

.پاره خط به يک فاصله است
. هرپاره خط ومتمم ان يک عمود منصف دارند2.
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اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 دقيقا دوانعکاس وجود دارند که يک جفت خط :  43قضيه
.داده شده را جابجا می کنند ی ر

 متناظربا هر زاويه :  44قضيهA  تنها يک انعکاس وجود
کند می جابجا را ان اضلاع که .دارد که اضلاع ان را جابجا می کنددارد

 پرتو  44با نمادهای قضيه : تعريفQX  که دران
زا از Aا  PQRا

|| RP
RPx






A = را نيمساز زاويه   PQRمی ناميم  .
P

X
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اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

ان     ه پاي ا ب ه ه ورد جمع زاوي اين بخش را با چند قضيه درم
ريم.می بريم ی

 يه ر :  45قض ه  QXاگ از زاوي نيمس PQR   اه د، آنگ باش
PQXبر انطباق قابل RQXاست PQXقابل انطباق بر RQXاست.

 يه ه :  46قض يم ک رض کن ل  Xف ه ای درداخ نقط PQR 
يهباشد زا اندازه رت ص دراين PQRان رادي حسب بر دراين صورت اندازه زاويه.باشد PQR ان بر حسب رادي

ه های  دازه های زاوي ا مجموع ان مساوی است ب PQX  و
RQXراديان برحسب
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RQXبرحسب راديان.



اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 ذکر ای : ت ه ه ای زاوي دازه ه وع ان روی مجم ه ک درهندس
متغيراست ث مثل دازه ان ه ب نسبت همثلث ب ال مث وان عن ه ب دازه مثلث متغيراست ه ان ه .مثلث نسبت ب ال ب وان مث ه عن ب

ه اگر  ده می شود ک د  { P,Q,R }آسانی دي ه متعام يک پاي
ثل گ ث آ ای مثل ه ه ک اززاوي اه  هري د، آنگ ه باش يک PQR 

ن مثلث  ای اي ه ه ای زاوي دازه ه وع ان ذا مجم ه است ول قائم
. است 3π/2برحسب راديان 
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مثلثی با سه زاويه قاثمه 



اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق
 يم :  47قضيه رخط  Qو  Pفرض می کن ند Lدونقطه ب ن . باش دراي

داد  ردی درامت ه  Lصورت انتقال منحصربه ف ر  pوجود دارد ک راب
Qنگارد .می Qر .ی 

 يه يم :  48قض ی کن رض م ا  P ،Q ،P ،Qف ه لزوم ه ک چهارنقط
اگر . باشند Lمتمايزنيستند روی خط 

d( P P ) d(Q Q )d( P,P ) = d(Q,Q )
وجود دارد به طوری که Tآنگاه  ايزومتری    

TP = Q TP = QTP = Q ,   TP = Q
 ای :  49قضيه ااگر دارای طوله د اگروتنه دوپاره خط قابل انطباق ان

. مساوی باشند
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ط ا ا تقارن های پاره خطتقا

 فرض می کنيم :  50قضيهr  ا خط حامل اره خطی ب و  Lپ

m  ه ن صورت  Mعمودمنصف ونقط د، دراي وسط ان باش

های تقارن اrگروه ب }{برابراست I Ω Ω Hجدول ا rگروه تقارن های جدول  I,ΩL,Ωm ,HM }{برابراست ب

.است 28.2ضرب اين گروه مانند جدول ضرب قضيه 
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ا ال قائ مثلث قائم الزاويه ثلث
هندسه در ه الزاوي ائم ق ث مثل ای ه ويژگی رين ازمهمت يکی  ه در هندسه ائم الزاوي رين ويژگی های مثلث ق يکی ازمهمت

ت اغورس اس يه فيث ا درقض ردن انه دق ک ی ص .  اقليدس
ر زي صورت ه ب اغورس فيث قضيه ابه مش روی ک ه ر درهندس ه صورت زي اغورس ب ابه قضيه فيث روی مش ه ک درهندس

. است
ي:51قضيه کن رض درABCف لS2ثلث ط ه ب يم:51قضيه ی در ABCفرض می کن ه طول  S2مثلث ب

. باشد c = d( A,B )و  b = d( A,C )و  a = d( B,C )اضلاع 
آنگاهABبرACاگر باشد د ξ:ع  :عمود باشد آنگاهABبرACاگر

Cosa = Cosb Cosc         

ξ

C
ab
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ا ال قائ مثلث قائم الزاويهثلث

 يه د :  52قض رض کني ه  Lف د ونقط واه باش ی دلخ  Xخط
اق ازLنا قط اگLد اشد دmن خط ی ازLناواقع بر ر  mنباشد اگرLبوده وقطب ود ب خط عم

L  ازX  باشد ونقطه تلاقیL  وm  نقطهF ه . باشد اه  ب آنگ
Y به شرط  Lواقع بر  Yازای هرنقطه  F  داريم :

D( X F ) < d( X Y ) < d( X F )D( X,F ) < d( X,Y ) < d( X,-F )
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ا ال قائ مثلث قائم الزاويهثلث

 محتوی قضيه اين است که نقاط : تذکرF  و–F  ر ع ب  Lواق
از نقاط ن ت د ن کت نزد ت ت تندXه ه . هستند Xبه ترتيب نزديکترين و دورترين نقاط از

تعريف:Fرا پای عمود ازXبهLاميم )مپ d(X,F) عدد. می ن )

:می ناميم و می نويسيم  Lو  Xرا فاصله 

d( X,L ) = d( X,F )

228



تقا ا ا قضايای تقاربق

 عمود منصف های اضلاع مثلث متفاربند:  53قضيه .
کنيم:54قضيه م رP،Q،Rفرض ب ع واق ا ن نقطه سه فرض می کنيم:54قضيهP،Q،R ر ع ب ا واق سه نقطه ن

ند S2يک خط در  ای . باش  p = QR ،q = PR ،r = PQخطه
گ نظ د اا ک ان اΩاگ ه ط خ ريم ی گي ر م اس.را در نظ ای Ωuاگرانعک ط ه و  p ،qخ

اس  ای  Ωvانعک ط  rو  qخطه اه  خ د آنگ ا کنن  wرا جابج
طط ای  Ωwبطوريکه.وجود داردvوuمتقارب با  rو  pخطه

. را جابجا می کند
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تقا ا ا قضايای تقاربق

 ه ث  :نتيج ک مثل ای ي ه ه ازهای زاوي ل نيمس ای حام خطه
P.متقاربند P ر

qr v

v

u

qr

Q R
p

v

Q R

w
M

u

p
w u

M

باث ج خا دوزاويه ازها ني ب تقا
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تقارب نيمسازهای دوزاويه خارجی با تقارب نيمسازهای مثلث 
نيمساززاويه داخلی غيرمجاور



اق ط ا ل قا ا مثلثهای قابل انطباقثلث

 اگر در دو مثلث ) : ض ض ض( 55قضيه PQR  و PQR 
اش )dداشته P R ) d( P R )d( Q R )d( Q R ) يم d( P,R ) = d( P,Rداشته باش d( Q,Rو( ) d( Q,R و     = (

d( P,Q ) = d( P,Q .آنگاه  اين دومثلث قابل انطباق اند (

 اگر دردو مثلث ) ض ز ض  (:  56قضيه PQR  و PQR  
اش يماشت d( P,Q ) = d( P,Qداشته باش d( Q,Rو( ) d( Q,R و      = (

 PQR =  PQR آنگاه  اين دو مثلث قابل انطباق اند .
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اق ط ا ل قا ا مثلثهای قابل انطباقثلث

 يه ث ) : ززز (  57قض ر دردو مثل اگ PQR  و PQR 

اش داشته PQR  PQR QPR  QPR يم داشته باش PQR =  PQRو QPR =  QPR     و
 QRP =  QRP آنگاه اين دو مثلث قابل انطباق هستند .

 دازه : نتيجه ااگر دارای ان د اگروتنه اق ان دو زاويه قابل انطب
اشن ا ا . راديان مساوی باشندا
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ا ا ا ت ا گروههای متناهی دورانهاگ
کنيم:58قضيه می متناهیGفرض زيرگروه SO(3)يک يم:58ي ی  ی Gرض  رو   SO(3)ي زير

د ن صورت . باش ر  Gدراي دول زي ای ج ی ازگروهه ا يک ب
است .ايزومرف استايزومرف

تعداد پاياگرها تعداد قطب ها  تعداد مدارها مرتبه 
n n 2 2 nدوری   

2 2 n 2n + 2 3 2دووجهی  
2 3 3 14 3 12چهاروجهی   
2 3 4 26 3 24هشت وجهی  
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2 3 5 62 3 60بيست وجهی 



ا ا ا ت ا گروههای متناهی دورانهاگ

 م روه : ل و گ ک  Gهرعض ا ي ب ه ه قط روی مجموع
.جايگشت است ي
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ت ا ا ت ا S3گ S3گروههای متناهی ايزومتری

 فرض کنيدG  يک گروه متناهی ازايزومتری هایS2  باشد
د کني رض دGونيزف باش ده نش کيل تش ا ازدورانه ً لا ک د رض کني د Gونيزف ده باش کيل نش ا تش لا  ازدورانه . ک

د  Gعضوی از  يم  βمانن ارمی کن ه دوران نيست اخني را ک
گگ آ باشد، آنگاه  Gمجموعه دوران های G0دراين صورت اگر 
G = G0uβG0 ذا برحسب ساختار روه  G0ل ه گ G 0مرتب 00

.باشد 120يا  2n ،4n ،24 ،48بايد يکی از اعداد 
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چهار فصل چهارمفصل

هندسه تصويری 
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مقدمهق

 راز دو ب مجردت ه بمرات ی ک ک ساختارهندس ه ي ه مطالع ون ب اکن
ردازيم ی پ ت م اختارقبلی اس فحه . س ه ص وارد هندس ياری م دربس

ت ره اس ه روی ک ابه هندس ويری مش ه . تص ن وصف درهندس ا اي ب
ا  ه دوخط تنه ده اقليدسی ک ن پدي رخلاف هندسه کروی اي تصويری ب

اطع باشد، معتبراست د متق صفحه تصويری . دريک نقطه می توانن
اگرچه . مبنای مطالعه هندسه هذلولوی درفصل های آينده خواهد بود

تندگ ارف هس ويری متع فحه تص ای ص ی ه ياری از ويژگ ی . بس ول
هرانعکاس  P2در . ويژگی جهت ناپذيری اين صفحه متعارف نيست

ک ل ا ک ا ا
238

.را می توان يک دوران تلقی کرد



مقدمهق

 ودن رد ب ی  P2مج ه اش زوج ه هرنقط ت ک ی ازآن اس ناش
اط تs2ازنق اطا تق ه نقط هS2د نقط ک P2ا اط تs2ازنق اطر. اس ه متق ه S2دونقط ک نقط  P2را ي

. منظور می کنيم

 صفحه تصويری : تعريفP2  ام جفت های     مجموعه تم
{ تقاط{ تS2ازنقاط ا { x , - x }ازنقاط متقاطرS2است.
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مقدمهق

 دوتعريف ديگر : تذکرP2  تند وق هس ادل تعريف ف ه مع ک
از :عبارتند :عبارتند از

.  E3مجموعه تمام خطوط گذرنده از مبدا 1.

ای مرتب 2.    مجموعه تمام رده های هم ارزی ازسه تائيه
( x x x حقيق( داد بردلرهای(ازاع )E3يعن ( x1 , x2 , x3) داد حقيقی ی بردلرهای (ازاع )  Eيعن

ا  تند دراينج ان صفرنيس ا همزم ای آنه ه ه ام مولف ه تم ک
ا ا اگ گ ا ا ا
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. دوبردار را هم ارز گوييم اگرمتناسب باشند



مقدمهق
کنيم πفرض : S2 → P2 هر به که باشد نقطهxنگاشتی يم πرض  : S  P ر   xی ب  ب 

{ x , -x }  دراين صورت . رانسبت می دهدπ  نگاشتی دو
از يک .استP2بهS2به ز .                                 PبSب ي 

   ط در ک خ ه صورت  P2ي ه ای ب ه  πLمجموع ت ک اس
ازLدرآن قطبξاگراستS2خطی πξباشد،Lيک  πξباشد،  Lيک قطب ξاگر.است Sخطی ازLدرآن

اميم πLرا قطب  ه . می ن ر  πxروشن است ک ع  πLب واق
ااگر اگروتنه >است ξ x > = در0 دP2دونقطه متعام ااگر د  Pدونقطه در .ξ,x > = 0 >است اگروتنه متعام

ند S2هستند، اگرنماينده های آنها در  د باش دوخط در . متعام
P2باشند متعامد آنها های اگرقطب متعامدند
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Pمتعامدند اگرقطب های آنها متعامد باشند .



ق ا P2ويژگی های وقوع درP2ژگ

 1قضيه : 

ا ا2ط لاق ط ک ا ا ا ق . دقيقا دارای يک نقطه تلاقی اندP2دوخط متمايز در 1.

در2 متمايز اندP2دونقطه واقع خط يک روی دقيقا ر 2. يز  ع Pو  . ي روی ي  و
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگن P2الگوهای ديگری برای

 مکمل تصويری صفحه اقليدسی: الف
ی     فحه اقليدس ه ص م ک ده اي ل اول دي وع  E2درفص ل وق دراص عم

:زيرصدق می کند 
. برهردونقطه تنها يک خط می گذرد1.
)درواقع بينهايت نقطه(برهرخط دست کم دونقطه وجود دارد2.
وازات آن خط می 3. ه م ا يک خط ب جبرهرنقطه خارج يک خط تنه

.گذرد
. سه نقطه نا واقع بريک خط وجود دارد4.
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 يه ابر قض اختن،  1بن يوه س ه  P2وش يم ک ی کن ه م  P2ملاحض
. دراصول زير صدق می کند

.Iبرهر دو نقطه تنها يک خط می گذرد.
IIاست واقع نقطه سه کم دست خط برهر .II ع م   و ر    .بر

.IIIهردو خط متقاطع هستند .
IVند دا د خط ک اق نا نقطه ه .IVسه نقطه نا واقع بريک خط وجود دارند.

الا  E2دراينجا بااستفاده از      ه دراصول ب يم ک هندسه ای بنا می کن
کن ق
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.صدق کند



ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 برای اين منظور روی مجموعه خطهایE2  را به  ~رابطه
کنيم می زيرتعريف يم.صورت ی  ري  .ور زير

 ر : تعريف وييم  E2دوخط در  ′Lو  Lاگ ند، می گ و  Lباش
L′ن اند طه ا Lد L′ااگ تن اگ L′در رابطه اند و می نويسيمL ~ L′ اگروتنهااگر

L || L′         ياL = L′ 
 يه ه :  2قض ه  ~رابط م ارزی روی مجموع ه ه ک رابط ي

استE2خطوط
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.استEخطوط



ا گ ا گP2الگ ات خت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 ه قضيه ه ب ا توج ه خطوط  2ب م  E2مجموع ای ه ه رده ه ب
گردد م تقسيم خطارزی به وابست ارزی هم های Lرده  Lرده های هم ارزی وابست به خط .ارزی تقسيم می گردد

يم  [ L ]را با  ی نهايت در  [ L ]نشان می ده را نقطه در ب
.می ناميمLامتداد خطط

[ L ][ L ] = ∞
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خطهای موازی دربينهايت متقاطعند Lنقطه دربينهايت درامتداد 



ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 اکنونE2
. را به صورت زير تعريف می کنيم *

تعريف: تعريف:
.1E2

. ونقاط در بی نهايت است E2متشکل از نقاط  *
E2در 2.

ه آن  Lدو نوع خط وجود دارد خط اقليدسی  * ه ب ک
رااضافه کرده ايم وخط دربينهايت [L]نقطه در بی نهايت  ی ]ر ر[ و م ر ر

. که اجتماع تمام نقاط دربينهايت است
[m]L

[L]
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.های دربينهايت است



ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 3قضيه  :E2
.صدق می کند  IVتا  Iدراصول   *

تعريف:E2تصويری مکمل ناميممیE2را تعريف:E2
. ناميمیE2را مکمل تصويری*

 صفحه تصويری حقيقی : ب
را به صورت زيرتعريف می کنيم اسلايد بعدی  Eمجموعه    

.را ببينيد ر
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 تعريف :
ه1 ازEهرنقط هR3خط ازنقط ه ک ت دا(oاس مب ه1. ی ازEهرنقط ه R3خط ه ازنقط ت ک دا ( oاس مب

. می گذرد) مختصات 
گط . می گذرد oاست که ازR3صفحه ای ازEهرخط2.

z

yo
فقط
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L Lنقطه ای ازEوصفحه
yoz  خطی درE است  .



ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 4قضيه  :E  دراصولI  تاIV صدق می کند .
ف ناEت ق ق ت ه ف ا تعريف:Eرا صفحه تصويرحقيقی می ناميم .

اگر:تعريفAوB  دوالگوی هندسی باشند که دراصولI 
ا  وييم  IVت ی گ د م ی کنن دق م تند  Bو  Aص ت هس يکريخ

دوسوي Tاگرنگاشت : A → Bه ب باشد ته داش وجود ه T : A → Bاگرنگاشت دوسويی  وجود داشته باشد ب
. طوری که وقوع را حفظ کند
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 5قضيه  :
1E2وEيکريختند .1E2

.يکريختندEو*
.2E  وP2 يکريختند .
 نتيجه :E2

. يکريختند P2و  *
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 ه ه هرنقط ديم ک ه  Eدي ا يک نقط ا ب E2تنه
ا  * اظر  P2ي متن

نقطه.است راين وLاگ E2باشد
درنقطه* )را x,y,1 ) ين  . Eب وLر ر *  ( x,y,1 )ر 

د،  ع کن ن  (x,y,1 )قط ات همگ ه ( Lرامختص ياهرنقط
ا ويLمتناظرب اميم)درهرالگ ن هم نقط ر L،E2واگ ا ويیLمتناظرب اميم)درهرالگ ی ن ه .م ر نقط L  ،Eواگ * 

اه در،  ا يک   xoyراقطع نکند آنگ ذا متناظرب ع است ول واق
اق ت ا ن د اتE2نقطه خت ت ن ا د ت ا E2نقطه دربينهايت واقع بر

است دراين صورت مختصات *
ر  ( m,0,1 )به صورت  Lهمگن  است  (0,1,0 )ويا براب
آ
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m که درآن . استLضريب زاويه ای∞



ا گ ا P2الگ گ ا ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای ت
يم کن ذکرمی را همگن مختصات کاربردهای رين ازمهت يکی يم اکنون ی  ر ن ر  ی   ربر رين  ه ز ی  ون ي

ولی پيش ازتذکری در مورد مختصات همگن ضروری است فرض 
يم e1}می کن , e2 , e3}رای ه ب ن صورت . باشدR3يک پاي دراي يم e1}ی , e2 , e3}ی ر ب ي پ وربي ن ي ر

ای  xR3هر  ه صورت يکت وان ب x = x1e1 + x2e2را می ت + 
x3e3ر.نوشت ه ای از πxاگ واه λوP2نقط ی ودلخ ددی حقيق ع 3 3

باشد و 
λx = u1e1 + u2e2 + u3e3λx  u1e1  u2e2  u3e3

u1)آنگاه، چنانچه پيش از اين گفتيم،     , u2 , u3)  را يک مختصات
نقطه ناميمπxهمگن می
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 يه يم :  6قض ی کن رض م ر  Sو  P ،Q ،Rف ه ب چهارنقط
P2تند ن خط ک ا آن از تا ه ه ط ه اشند P2تند . باشند به طوری هيچ سه تايی از آنها بريک خط نيس

رای  ه  R3دراين صورت پايه ای ب ه طوری ک وجود دارد ي
ب  ه ترتي اط ب ن نق ن اي ات خمگ ه مختص ن پاي ه اي بت ب نس

از 1)عبارتند 0 0)و(0 1 0)و(0 0 1)و(1 1 1) . (1,1,1)و  (0,0,1)و(0,1,0)و (1,0,0)عبارتند از
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 اگر :  7قضيهx = (x1 , x2 , x3)  و)y = ( y1 , y2 , y3

ايز در       ه متم ن دونقط ات همگ اه  P2مختص ند، آنگ باش
واصل رخط ب ع واق نقطه هر همگن همگن yوxمختصات رخط واصل  ع ب  yو  xمختصات همگن همگن هر نقطه واق

ه در آن  λx + μyبه صورت  داد حقيقی  μو  λاست، ک اع
.هستند
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ف دو قضيه معروفق
دزارگ(8قضيه )قضيه قضيه دزارگ(8قضيه(

د     ث در  ′P′Q′Rو  PQRفرض کني ند P2دو مثل ين . باش همچن
ط ط ک اقطف ق وط  يم خط رض کن ه ′PP′،QQ′،RRف ارب  Xدر نقط متق

دراين صورت نقاط . باشند
L = PQ ∩ P′Q′  وM = QR ∩ Q′R′  وN = RP ∩ R′P′  
اند واقع خط xبريک

Q . بريک خط واقع اند  

L

P
Q

R
NM
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ف دو قضيه معروفق
اپرس(9قضيه پ يم)قضيه کن می C1وB1وA1فرض پرس(9ي يم )ي پ ی   C1و  B1و  A1رض 

ع  C2و  B2و  A2سه نقطه واقع بريک خط و  سه نقطه واق
باشند ديگر ایبرخط ه نقطه صورت وBوAدراين و  B3و  A3دراين صورت نقطه های . برخطی ديگر باشند

C3 روی يک خط قرار دارند
A B C ∩ B C B A C ∩ A C C A B ∩ A BA3 = B2C1 ∩ B1C2   , B3 = A1C2 ∩ A2C1  ,  C3 = A1B2 ∩ A2B1

A1 B1 C1C1

A3 B3 C3
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E2کا E2کاربرد در

ابداع ازدلايل درP2يکی وقوع هندسه کردن استE2ساده بوده يکی ازدلايل ابداعP  ساده کردن هندسه وقوع درE بوده است .
 يک چهارضلعی : تعريفPQRS  درP2  يچ ه ه ه ک ار نقط ازچه

ا ا فت از ه ک ط خ شش تن ن ط خ ک ا آن از ا ت ن ه ای اي ه از جفته تند وشش خط ک ا بريک خط نيس ايی از آنه ه ت س
د، تشکيل می شوند  P ،Q ،R ،Sچهارنقطه . چهار نقطه می گذرن

اط ق ل ا PQا ∩ RSPS ∩ QR اط      ار ضلعی ونق و  PS ∩ QRو  PQ ∩ RSرا رئوس چه
PR ∩ QS يک چهارضلعی . رانقاط قطری چهار ضلعی می ناميم

آ E2در
ه* ن ک ب اي ه ∞Lبرحس ا ن د ي ع کن ورتهای  آن را قط ، ص

مختلفی بخود می گيرد در اسلايدهای بعدی کليه صورت های ممکن 
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.را می آوريم



E2کا E2کاربرد در

ر  Sو  P ،Q ،Rهيچ کدام از رئوس 1. اط قطری ب  ∞Lونق
تند لعنيس چهارض ک ي لع چهارض ن اي ت حال ن دراي تند لعی .نيس ک چهارض لعی ي ن چهارض ت اي ن حال دراي

. اقليدسی است
P

S

Q R

د د اقل ضل E2ها
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E2چهار ضلعی اقليدسی در
*



E2کا E2کاربرد در

ر2 ب وس رئ از يک يچ اطLه ازنق يکی ا تنه ی ول تند نيس ر2. يچ يک از رئوس ب اط ∞Lه ا يکی ازنق ی تنه تند ول نيس
ر  ری ب لعی  ∞Lقط لع چهارض ت دوض ن حال ت در اي اس

متقاطعند ديگر تای دو و Sموازيند SP.موازيند و دو تای ديگر متقاطعند

Q R
يک چهار ضلعی با يک 
بيتهايت در قطری نقطه

تند،  ∞Lهيچ راسی بر 3. نيست ولی دونقطه قطری برآن هس

Q R نقطه قطری در بيتهايت

. دراين حالت چهارضلعی يک متوازی الاضلاع است
SP دو با ضلع چها يک

260Q R

يک چهار ضلعی با دو
نقطه قطری در بينهايت



E2کا E2کاربرد در

4Lبينهايت در قطری نقطه يچ وه است راس يک شامل .4L∞ شامل يک راس است وهيچ نقطه قطری در بينهايت
S. آن نيست

R

t

P = ∞

Q

R

f

يک چهار ضلعی با يک راس در 
بينهايت

.5L∞  شامل دو راسP  وQ ن حالت يک نقطه . است دراي
است بينهايت است  ∞Lقطری هم لزئما دربر 

P

S

يک چهار ضلعی با دو راس در 
ا ن
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

 ای يف ه يه دزارگ دارای توص ويری قض ورت تص ص
در ی E2مختلف

و* وط خط ی تلاق ل اص ه ب ه ک ت ∞Lاس ر Eی  و  و * ی  ل   ∞L  ب 
ته تند وابس يه. هس ن قض ر در اي ثلا اگ د،  ∞Lروی  x  م باش

شود م بيان زير صورت به .قضيه به صورت زير بيان می شودقضيه
 فرض می کنيم :  10قضيهPQR  وP′Q′R′  دو مثلث در

2E2يم.باشند وازی  ′PP′،QQ′ ،RRونيز فرض می کن م
:باشند دراين صورت داريم 
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

گااگ آ || PRآنگاه′QR || Q′Rو ′PQ || P′Qاگر1. P′R′

ر2. ∩ QRو  ′PQ || P′Qاگ Q′R′ = N اه Qر ′P′Rو   PRآنگ || QوQ Qو
.است PQموازی با  MNمتلاقی اند و  Mدرنقطه ای چون 

′اگ = Lاگر3. PQ ∩ P′Q′،M = QR ∩ Q′R′ وN = PR ∩ P′R′ 

  .روی يک خط قرار دارند Nو  L ،Mآنگاه 
 رار : تذکر ه ترتيب در اسلايد بعدی ق شکل های قضيه ب

دارد
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.دارد



گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق
P′P

R R′
P′P

NQ Q′

R R′
M

N

N
L

همتای اقليدسی قضيه دزارک 
  1حالت 

Q Q′

M

MP′P

L

دزارک قضيه اقليدسی همتای

R R′
همتای اقليدسی قضيه دزارک 

3ال

ر  ز ي  ی  ي ی 
  2حالت 
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

 يم  : 11قضيه دومثلث در  ′P′Q′Rو  PQRفرض می کن
E2ند ای.باش خطه ر یXدر′RRو′PQ′،QQاگ تلاق Eی.ب ه ی  Xر  RRوPQQQر 

.  برقرار است 10کنند، آنگاه احکام قضيه 
x

P Q

R

P′ Q′
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

 يه يم :  12قض ی کن رض م د RR′Q′Qف ه باش ک ذوذنق .    ي
(QQ′||RR′)ي کن م رض ف ين وازیmوLهمچن م ای خطه (QQ ||RR يم( ی کن رض م ين ف وازی  mوLهمچن ای م خطه
ه از  ند ک د Rو  Qباش ی گذرن يم . م ی کن رض م ز ف  ′mو  ′Lني

 ′X = L ∩ Lقرار می دهيم . باشند ′Rو  ′Qخطهای موازی گذرنده از 
روی يک  zو  x ،yدر اين صورت′z = QR ∩ Q′Rو′y = m ∩ mو yر رyر

) شکل اسلايد بعد را ببينيد .( خطند
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق
ZL L′

 12شکل قضيه :P P′

R R′m m′

Q Q′
x

y
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

د:13قضيه کني در′QRR′Qفرض الاضلاع وازی مت يک د:13قضيه QRRفرض کني Q وازی الاضلاع در يک مت
E2  د ی (باش ر ) ′QQ′||RRو  Q′R′||QRيعن وط  mو  Lاگ خط

ده  ′mو  ′Lو  Rو  Qموازی گذرنده از  وازی گذرن خطوط م
ر′Rو′Qاز اگ و ند xباش = L∩ L′وy = m ∩ m′اه آنگ رRوQز   y  m ∩ mو x  L∩ Lب و 
xy  موازیQR است .

Q′
L L′

xQ

R R′

m m′
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ت گروه تصويری گ

 ف ويی : تعري ت دو س T : P2نگاش → P2  ک را ي
نقطه ه ه ازا خ ااگ تن اگ نا خط PQه ، P ،Qهمخطی می ناميم اگروتنهااگر بخ ازای هرسه نقطه 

R  درP2 اط ز در  TRو  TP ،TQ، نق ط  P2ني ک خ بري
.باشند

3اتAاگ14ق ا3 ت اش نف ا ن يه ر:14قض ی Aاگ ابع 33ماتريس د و ت امنفرد باش و ن
A~ : P2 → p2  ه صورت  A~(πx) = π(Ax)راب
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 .است  P2يک همخطی روی  ~Aتعريف کنيم، آنگاه 



تصويری ويریگروه رو 

همخطيهای:15قضيه تمام استP2مجموعه گروه يک ی:15ي يه م  و  رو  Pج .ي 
 ف ای : تعري روه همخطيه ی  P2گ ومی خط روه عم را گ

ا  اميم وآن را ب ی ن ی م وير حقيق فحه تص ويری ص تص
PGL(2)نشان می دهيم. ( م(

 تابع :  16قضيهθ : GL(3) → PGL(2)  را به صورت
θ(A) =A~

کنيم می گروهاستθ.تعريف همريختی .يک
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يم   ی  رو θ.ري  ی  ري .  ي 



ت ا ا قضيه اساسی هندسه تصويریق
يم کن رض در′P′Q′R′SوPQRSف لعی ض ار چه P2دو يم رض کن Pو PQRSف Q R S لعی در ار ض  Pدو چه

ند ا يک . باش ن صورت تنه ه  TPGL(2)دراي ود دارد ب وج
که طوری کهطوری

TS = S′ وTR = R′ وTQ = Q′ وTP = P′

ه د:نتيج کني رض P}ف Q R}و{P′ Q′ R′}ه س از ته دودس ه د :نتيج رض کني P}و{P,Q,R}ف ,Q ,R ه  { ته از س دودس
ند ه . نقطه نا همخط باش يم ک خطی باشد  Lنيزفرض می کت

تند نيس رآن ب اط نق ن اي از دام هيچک اکه تنه صورت ن دراي تند رآن نيس اط ب ن نق دام از اي ا .که هيچک ن صورت تنه دراي
ه  Tيک همخطی تصويری چون  ه طوری ک ود دارد ب وج

TP = P′وTQ =Q′وTR = R′وTL = L′′
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TP = PوTQ =Q وTR = RوTL = L  .



ت مروری برهمخطی تصويریط

 ای ورد همخطيه ايق رادر م ی ازحق ش برخ ن بخ دراي
آ . تصويری می آوريمت

يه ک :17قض م دارای ي ت ک ويری دس ی تص ر همخط مه
. نقطه ثابت ويک خط ثابت است
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 يه ه :  18قض يم نقط رض کن رخط  Pف د Lب ن . نباش دراي
ه ک اي همخطيه روه گ ورت مLوPص ه نگ ت ثاب را ه ايی ک روه همخطيه ورت گ ی LوPص ه م ت نگ را ثاب

وع . يکريخت است  GL(2)دارند با  ن ن هر همخطی از اي
. را می توان بطور منحصر بفرد به صورت زير نشان دادط

0  ba
0         

100
0 















bcaddc
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ت مروری برهمخطی تصويریط
کني:19قضيه رPLفرض ب خط ا ي نقطه يک ترتيب به فرض می کنيم:19قضيهPوL ر ا خط ب به ترتيب يک نقطه و ي
P2  باشند وPL  . ه و  Pدراين صورت هرهمخطی تصويری ک

Lداد ات ط ت د ف ن ط ه د دا نگه ت اثا L اتريس داده می رد توسط م ه طور منحصر بف راثابت نگه دارد ب
برعکس هرچنين ماتريسی يک همخطی . شود

0          0 







acqc
pba

که کند ين ی ي دPLت دا نگه ثابت ا

100 
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. را ثابت نگه می داردLوPتصويری معين می کند که  



ت مروری برهمخطی تصويریط
قق ذک ثال قط ک ا ا ا ق ق ذکور درقضيه:20قضيه ا دارای يک نقطه ثابت 19تبديل م دقيق

= aويک خط ثابت است اگروتنهااگر  c = 1  وbq  0  .

 ه :  21قضيه وان ب يک همخطی تصويری با دو نقطه ثابت را می ت
ورصورت









0
0

qc
pa

ثابتند.نوشت خط دو دارای کم دست همخطيها گونه .اين






 100
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ب.و   و   ی  ر م  يه   و  .  ين 



ت مروری برهمخطی تصويریط

 وان : نتيجه يک همخطی تصويری با دو نقطه ثابت را می ت
صورت به


ور ب 

















100
0

00
qc

a

اط.نوشت ايش، نق اط ثابت  (0,1,0)،(1,0,0)دراين نم نق

 100

شو ن )ر , , )( , , )
x1وخطوط  x3و  0 = ن همخطی  0 = خطوط ثابت اي
هستند
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.هستند



ت مروری برهمخطی تصويریط

 اگر : 22قضيهT : P2 → p2  يک همخطی تصويری
ه نقط ه س ه ک وری ط ه ب د، انP،Q،Rباش خودش ر ب را ه ه نقط ه س وری ک ه ط د، ب ان  P،Q،Rباش ر خودش را ب

ر  ه صورت زي گر آن ب اتريس نمايش اه م د، آنگ وير کن تص
 .است

00




a

0          
100

0 










apa
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 ف ويری : تعري ی تص T : P2همخط → P2  ک را ي
محور با اميمPومرکزLپرسپکتيو ن هم ک درصورت اميمPومرکز Lپرسپکتيو با محور  ه . می ن درصورتی ک

T هرنقطه ،L  را وهرخط گذرنده ازP را ثابت نگه دارد.
 انی انی می  I : P2 → P2نگاشت هم را پرسپکتيو هم

اميم ه.ن يگان وری مح و ز مرک دارای ر ديگ پکتيو پرس ر ه وری ي .يم ز و  ر ی  ر ر  ي يو  پ ر پر
. است
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 ف د، : تعري ع باش وری واق زش برمح ه مرک پکتيوی ک پرس
ود ش ی م ده نامي الابر ب ک ر.ي ب پکتيوی پرس ز مرک ر واگ و ی  ي  بر  ر .ي ب يوی ب پ ز پر ر ر  و

ابر . محوری نباشد، آن را همولوژی يا مانستگی می ناميم بن
پرسپکتيو با متناظر ماتريس فوق رTقضيه زي صورت ه ب ر Tقضيه فوق ماتريس متناظر با پرسپکتيو ه صورت زي ب

.است 
00 a

P P

0        
100

0
00

















apa

a
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همولوژی بالابر 



ت مروری برهمخطی تصويریط

 يه يم : 22قض ی کن رض م ک Tف وق ي ورت ف ه ص ب
صورت اين در باشد ورپرسپکتيو ين  ر  يو ب  پ پر

p و  a = 1اگر 1. الابر  0 ن پرسپکتيو يک ب اه اي آنگ
ت .استا

. همانی است Tآنگاه  p = 0و  a = 1اگر 2.

a اگر 3.   . يک همولوژی است Tآنگاه  0
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 ،د ين باش اس آف ا يک انعک اظر ب ه متن وژی خاصی ک همول
توافقی دارد)هارمونيک(همولوژی .نام ی و وژی  ي(و و ر)ر .م 

 ر ” همخطی پرسپکتيو“انتخاب اصطلاح توسط قضايای زي
د ش ه .توجيه می شودت

 ه مرکز :  24قضيه ديهی ب ه يک همخطی ناب فرض کنيم ک
P نقطه ،X  را بهX′ ن صورت . تبديل کند  ′xو  P ،xدراي

.همخط اند
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 د :  25قضيه ه و  Pفرض کني د Lيک نقط . يک خط باش
نقاط د کن ض ف ن ن ندxx′pه اش خط اگک ندpو′xوxهمچنين فرض کنيد نقاط اگر . بريک خط باش

x  وx′  ر ا  Lب اوت ب ند و متف ند pنباش ز باش ا . ني اه تنه آنگ
ه مرکز  وجود دارد  Lو محور  pيک همخطی پرسپکتيو ب

بهxکه نگارد′xرا م .می نگاردxرا بهxکه
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قطبیقط

 د رض کني ارن، زوال  bف اديرحقيقی، متق ا مق ابع ب ک ت ي
روی دوخط و رباشدE3ناپذير e}اگ e e ه{ پاي e1}اگر.باشدEناپذير و دوخطی روی , e2 , e3}  ه پاي

باشد، آنگاه  R3ای برای  


eebyxyxb j
ji

iji ),(),(
3

1









 



y
y

Bxxxyxb jiij

ji

)( 2

13

321

1,













ByxByx

y
yBxxxyxb

t

ji
jiij )  (           

3

2
1,

321
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قطبی
درآن [که = [ b(ei ej) ]B = [ bijرابطهb~  P2  p2 که درآن] = [ b(ei,ej) ] B = [ bij  رابطهb  P  p

با تعريف                                                        
b~ { ( ) | b( ) 0 }b~ = { (πx,πy) | b( x,y ) = 0 }

اميم (polarity)را يک رابطه قطبی      ~b(πx,πy)اگر . می ن
شاگ ا غ ا ا وييم د πyوπxميگ زدوج ان ده، .م ر غ داده ش ه ازای ه ب

بآسانی ديده می شود که مجموعه 
{ πx : b( x,y ) = 0 }

ی . يک خط است    ن خط را خط قطب را قطب  πyو  πyاي
ط
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.  می ناميم bاين خط نسبت به



قطبیقط

 فرض کنيد خطهای قطبی نقاط :  26قضيهP  وQ  واقع بر
P2ترتيب ه ندqوpب صورتباش ن رPدراي استqب Pه ترتيب ند qو pب ن صورت .باش ر  Pدراي است  qب

.باشد pبر  Qاگروتنهااگر 
 يه ر :  27قض ر  Qو  Pاگ زدوج ب ود م ه خ  P2دو نقط

اه آنگ ند، تPQباش نيس زدوج م ود ده.خ گذرن ط خ ی يعن ي PQب  وج  ز ر .و  ی   ي
. ازدو نقطه خود مزدوج، خود مزدوج نيست
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قطبیقط
يه زدوج:28قض م ود خ ه نقط ک ي امل ش ا دقيق ط خ ک ي وج :28ي ز و  ل ي   ي  ي  

. است اگروتنهااگر خود مزدوج باشد
ف د:ت کن ض قط~bف ه ک اشد قط طه ا ک د :تعريف ه مقطع ~bفرض کني ی باشد ک يک رابطه قطب

 ~bخطی را که نسبت به . را به دست می دهد Gمخروطی 

ط ط ا اا اميم Gخود مزدوج باشد، مماس بر مقطع مخروطی  . می ن
.  قطب اين خط نقطه تماس ناميده می شود

L

u  v

L
L

u
v مقطع مخروطی خطوط مماس، قطب و قطبی 
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قطبیقط

 هرخط يک مقطع مخروطی را حداکثر دردو نقطه : نتيجه
ک .قطع می کندقط

کند،:تعريف قطع بار دو را مخروطی مقطع يک که خطی خطی که يک مقطع مخروطی را دو بار قطع کند، :تعريف
.  خط قاطع ناميده می شود

287



ا ل حاصل ضرب خارجیا
اگرuوvدر ردR3بردارهاي ف ه ب منحصر ردار ب باشند اگرuوvبردارهايی درR رد ه ف ردار منحصر ب باشند ب

w  ه ق ب ر  R3متعل ه ازای ه ه ب وری ک ه ط ود دارد ب وج
zR3داريم: zRريم:

b( w,z ) = det( z,u,v )
Wبيرون رب حاصلض ارج(را هvوu)خ ب بت bنس Wی ارجی(را حاصلضرب بيرون ه  vو u)خ بت ب  bنس

می ناميم و می نويسيم 
w = u  vw = u b v

د، آن را بصورت    نيزنشان  w = uvاگراشتباهی پيش نياي
دهيم می
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.می دهيم



ا ل حاصل ضرب خارجیا

 اکنون نشان می دهيم
1b( uv w ) = b( u vw ) .1b( uv , w ) = b( u , vw )
.2b( u , uv ) = b( v , uv )
 فرض کنيد :  29قضيهπu  وπv  دونقطه درP2 ند . باش

ن صورت ده از π( uv )دراي و  πuقطب خط گذرن ور ن )ر ز( ور
πv است .
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ا ل حاصل ضرب خارجیا

 ف ث : تعري ود  P2در  PQRمثل ی ش ده م ی نامي ود قطب خ
د اش لش ا ق ل ض قط آن ا ه داگ خ ث ثل ه د ابلش باش لع مق ب ض رراس آن قط ر ه ود . اگ ث خ هرمثل

ه ای چون  ی پاي e1,e2,e3 }قطب د { ه دست می ده ه . ب ب
i طوری که اگر  j  آنگاهb( ei , ej 1b( eiو  0 = ( , ej ) = 

ت ن ک ا ت ا ک ا ا ناbا . می ناميم bاين پايه را يک پايه متعامد يکه نسبت به
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ا ل حاصل ضرب خارجیا
:30قضيه 30قضيه :

e1 }اگر 1. , e2 , e3 .  باشد bيک پايه متعامد يکه نسبت به  {
، داريم e3به جای e3–انگاه درصورت لزوم، با قرار دادنگ

e1  e2 = b( e3 , e3 )e3

e2  e3 = b( e1 , e1)e1

e  e = b( e e )ee3  e1 = b( e2 , e2)e2

b( eiهای موجود درميان  - 1داده شده، تعداد  bبه ازای هر 2. ei ) 
ا ک ا ا ا ا ا قل ا
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. هامستقل ازانتخاب پايه متعامد يکه است



ا ل حاصل ضرب خارجیا

 ف د : تعري رض کني ی  bف ذير، دوخط ابع زوال ناپ ک ت ي
ت ا ن ا دتق کن ض }ف e e e ه{ ا ک ارن است د.ومتق e1 }فرض کني , e2 , e3 ه  { يک پاي

ه  داد . باشد bمتعامد يکه نيبت ب ان -1و + 1اگرتع ا درمي ه
b( ei , ej ا  ( ر ب اه جفت  sو  rهابه ترتيب براب ند، آنگ باش

)مرتب r s نشان( يا شاخص ناميمbرا م . می ناميمbرا شاخص يا نشان( r,s )مرتب
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ا ل حاصل ضرب خارجیا

 ال ذير : مث ارن وزوال ناپ ی متق ابع دوخط اخص ت ش
b:R3→R3تعريف با b:R Rري ب 

b( x,y ) = x1y1 + x2y2 + x3y3

است ولی شاخص(3,0)برابر با  
b( x,y ) = x1y1 + x2y2 – x3y3( ,y ) 1y1 2y2 3y3

. (2,1)برابر است با    

293



ا ل حاصل ضرب خارجیا

 ه ه را نسبت ب  bقضيه زير که حاصلضرب برداری سه گان
دهد ت د ده دا ا ژ نقش ات ا د . درمحاسبات نقش ويژه ای دارد.به دست می دهد

اگر:31قضيه(r,s)شاخصb باشد، آنگاه ( , )

( uv )  w = (-1)s ( b(u,w)v – b(v,w)u )
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پنج فصل پنجمفصل

P2هندسه طولی در 
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ثلث ا ا ل فاصله و نامساوی مثلثفا

 ه ويری رامطالع فحه تص وع ص اختار وق ا س ون تنه ا کن ت
رادر.کرديم فاصله تابع کنيمP2اکنون می .معرفی يم ر.ر بع  ر يمPون  ی  ی  . ر

فاصله نقطه های :  تعريفP  وQ  متعلق بهP2  ا  d(P,Q)را ب
کن ف ت ز ت ه ا آن ده :  نشان می دهيم وآن را به صورت زيرتعريف می کنيم نشان

d( P,Q ) = cos-1 | <x,y> |
ه  S2نقاطی از  yو  xکه درآن     و  πx = Pاند به طوری ک

πy = Q
297

πy  Q



ثلث ا ا ل فاصله و نامساوی مثلثفا

گ اگر:1قضيهP  ،QوR ه ند،  P2سه نقطه متعلق ب باش
آنگاه

d( P,R ) ≤ d( P,Q ) + d( q,R )

لقPQRقط2ق طP2ت ک سه نقطه :2قضيهP،QوR ه P2متعلق ب
بريک خط  

: واقع اند اگروتنهااگر 
.1d( P,Q ) + d( q,R ) = d( P,R )
2d( P Q ) + d( Q R ) + d( R P ) = π
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.2d( P,Q ) + d( Q,R ) + d( R,P ) = π



ت ايزومتریا
ف اميمT:P2→P2نگاشت:تعري ن م ری ايزومت ک راي نگاشت:تعريفT:P2→P2 اميم ی ن ری م رايک ايزومت

داشته باشيم  P2متعلق به  Qو  Pاگر به ازای هر 
d( P,Q ) = d( TP,TQ )

د:3قضيه کني رض ریTف ايزومت ا رP2ي اگ د وPباش ي:3ي ریTرض  يزو ر  Pي  و  Pب 
Q  وR  اه و  TP ،TQسه نقطه واقع بريک خط باشند، آنگ

TRان اق خط ک TRبريک خط واقع اند.
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ت ايزومتریا

 ای ری ه ای  P2ايزومت ا ايزومتريه ه نزديکی ب  S2دررابط
.دارنددارند

 فرض کنيد  : 4قضيهT : P2 → P2 يک ايزومتری باشد .
ربفرد  اتريس منحص ورت م ن ص ود  ASO(3)دراي وج

که طوری به وری دارد ر ب 
T = A~
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ت ايزومتریا

 يه ر :  5قض ری  Tاگ ه  P2يک ايزومت وری ک ه ط د ب باش
قط )ا ا( π( ε1+ε2+ε3وπε3وπε1،πε2چهارنقطه را  (

.همانی استTثابت نگه می دارد، آنگاه ر ی یب
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P2ک P2حرکت در

 فرض کنيمL  خطی درS2 ن صورت، انعکاس . باشد دراي
ط خ ه ب بت درπLنس ری ايزومت ک هP2ي ب ه ک ت اس ر πLب ب  ری  يزو   ب  Pي 

. صورت زير تعريف می شود
Ω Ω~ΩπL = Ω~

L

 6قضيه  :ΩπL  ه را ثابت نگه  πLوقطب  πLهرنقطه ب
. راثابت نگه نمی دارد P2هيچ نقطه ديگر  ΩπL. می دارد
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P2ک P2حرکت در

 فرض کنيدL  خطی درP2  وξ اگر . قطب آن باشدm  وn 
ر ب ده گذرن ط ایΩوΩوξدوخ ه اس انعک ب ترتي ه ب ر  ده ب ط گذرن ای ΩnوΩmو ξدوخ اس ه ب انعک ه ترتي ب

ای  ط ه ه خ بت ب د، حاصلضرب  nو  mنس را  ΩmΩnباش
گذل ط آ ده از .می ناميم ξيک دوران حول  ξازآنجا که هرخط گذرن

ر  ود است Lب داد ΩmΩn. عم ال در امت ز  Lرا يک انتق ني m n

اميم  ΩmΩnΩL می ناميم و  nو  mاگر . را يک لغزه می ن
باشند، Ωعمود Ωناميم می دور نيم يک را
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. را يک نيم دور می ناميم ΩmΩnعمود باشند،



P2ک P2حرکت در

 د از محورآن :  7قضيه خطهای ثابت يک انعکاسف عبارتن
ن ا د ط خط ا ت کا .انعکاس وتمام خطوط عمود براين محوران

د، دارای :8قضيه انی نباش ا هم دور ي ه يک نيم ی ک دوران
نقطه ثابت . يک نقطه و يک خط ثابت  منحصربفرد است

ت ا ت ثا خط ا .قطب اين خط ثابت استقط
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P2ک P2حرکت در

 9قضيه  :
ک1 کا ان ه ک ت ا کا ان ک د ن ه هر نيمدور يک انعکاس است وبر عکس هرانعکاس يک 1.

. نيمدور می باشد
. هرلغزه يک دوران است2.

ه ت:نت ز ا تP2ه ا ان د ک هرايزومتری:نتيجهP2يک دوران است .
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P2ک P2حرکت در

 ذکر اس : ت ه انعک ه قضيه س ان داد ک وان نش ی ت انی م باآس
در ا ه ال انتق و ا ه دوران ايش نم ای ه يه زP2وقض ني ر  ل   ن  و  ور يش  ی  ي  ز  Pو ي

. برقرارند
ا ک ان ه ه دقض کن ض خطLف ه د: قضيه سه انعکاس سه خط  πLو  πm،πnفرض کني

ند πξمتقارب درنقطه  ن صورت خط . باش وجود  πkدراي
گط می گذرد و πξدارد که ازنقطه

ΩπmΩπnΩπL= Ωπk
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هندسه بيضوی
اکنP2ن ت ش نا ن از از هندسهP2 ،اکنون ازديرباز هندسه بيضوی ناميده می شود ت

رديم و  ه بررسی ک ن هندس وم رادراي وع ومفه ای وق ويزگيه
وديم دی نم ه بن ای آن را طبق ه .ايزومتريه ه هندس ديم ک دي
. بيضوی ساده شده هندسه کروی است

 ف ط در : تعري اره خ ک پ ه صورت  P2ي ه ب  πsمجموع
دران که درsاست، خطی اره طولS2پ رπsاست براب اره خطی درsاست، که دران ر  πsاست طول Sپ براب
ايی . sاست با طول  اط انته ايی  πsنق اط انته اره های نق نگ

sت تندπت ه
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هندسه بيضوی
10قضيه: 10قضيه:

اط  { A,B }هرجفت 1. اره خط در  P2ازنق ايی دو پ اط انته  P2نق
تند ط.هس ط، خ اره خ ن دوپ اع اي ا ABاجتم تراک آنه است و اش

 .می باشد { A,B }مجموعه 

داريم Bو  Aوبا نقاط انتهايی  Lبه ازای پاره خطی به طول 2.

Lاگ ≤ )dآنگا2/ A B ) L d( A,B ) = L، آنگاهL ≤ π/2اگر     

d( A,B ) = π، آنگاه  L > π/2اگر    - L
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هندسه بيضوی

 پاره خطی به طول : تعريفπ/2  ايی اط انته ه يکی از نق ک
يمخط ن ک ي باشد ده ش حذف و(آن پرت ا شود)ي می ده .نامي ي و(ن   ب ي  و)ي پر ی  . ي 

. انتهای حذف شده را مبدا نيمخط می ناميم
ه کن11قض ض هPQف لق ت نقطه اP2د فرض می کنيم:11قضيهPوQ دونقطه متعلق بهP2  ا ب

d( P,Q ) < π/2 ند يمخط . باش ن صورت يک ن دراي
طل دا  ا مب يمخط . وجود داردQو شاملPمنحصربفرد ب ن ن اي

. نشان می دهيم PQرا با 
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هندسه بيضوی
ه زا ف ت د انن ض ه هند د ه زا ف ت  ه ف زاوي د تعري وی، مانن ه بيض ه درهندس ف زاوي تعري

ت ه هاس اير هندس ه . درس دازه زاوي ان PQR  برحسب
رای  Qراديان، باانتخاب نماينده ای برای   Pونماينده های ب

باشند، و محاسبه Qبااين شرط که نزديکترين نقاط بهRو بو رين ي ز ر ين بQب و ب
.اندازه زاويه کروی حاصل به دست می آيد

ااP2ط ا مفهوم نيمخط در صفحهP2دارد ن می .وجود ن ا وجود اي ب
.  توان داخل زاويه را تعريف کرد

310



هندسه بيضوی

 ورت ه ص ره ای ب وی پيک ه بيض ث در هندس ک مثل  πΔي
آن در که طولΔاست، که شرط ااين ب است کروی مثلث ه طول  Δاست، که در آن ااين شرط ک مثلثی کروی است ب

. نباشد π/2هرضاع ان بيشتر از 
 يه ر :  12قض اهمخط در  Rو  P ،Qاگ ه ن ه نقط  P2س

راسهای ا ب رد بف منحصر ی مثلث P2درRوP،Qباشند، ی ه ر ب ر ر ب ی   Pر  Rو  P Qب 
. اين مثلث اجتماع سه پاره خط است. وجود دارد
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شش فصل ششمفصل

صفحه هذلولوی
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مقدمهق
اقليدسی ه هندس رای ب ينی جانش تصويری صفحه ه ک ديم دي  ه اقليدسی رای هندس ينی ب ه صفحه تصويری جانش ديم ک دي

ن فصل . است رای هندسه اقليدسی دراي جانشين ديگری راب
ي ده ا ق ب يمد ی ده رار م ی ق ورد بررس .    م

يم ان می کن ر بي ال زي اره . وجه تمايز اين هندسه را در مث پ
Pط Pک ا ا کل ش ون ی چ د،  P1P2خط ار کني ر اختي کل زي ورت ش ه ص ب

اوی  ط مس اره خ ر  P2Q2و  P1Q1دوپ ود  P1P2راب عم
. کنيد

Q1 Q2
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مقدمهق

 ی ه اقليدس ط E2درهندس اره خ ول پ ا  Q1Q2، ط اوی ب مس
ط ا ل Pط Pفا P2ل ی درصفحه تصويری .استP1P2طول پاره خط ، P2ول
ط اره خ اره خط Q1Q2طول پ وچکتر از طول پ ر P1P2ک پ رQ1Q2و پ و ز ر 1وچ 2

ذلولوی . است ه ه ول H2درهندس ه ط واهيم داد ک ان خ ، نش
Q1Q2  بزرگتر ازطولP1P2 است .
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پيشنيازهای جبری

 د ا خواه ران بن ذلولوی ب صورت دوخطی ای که هندسه ه
شود می تعريف زير صورت به .شد و ی  ري  ور زير  . ب 

b( x,y ) = x1y1 + x2y2 – x3y3

گ ظ بردار:تعريفv R3رادرنظر می گيريم .
.1Vاميم اگر ه می ن ردار فضا گون اگر  b( v,v )>0را ب ر م ی و ر ر )ر , ر(

b( v,v ) = 1  ،v  ه  می را يک برداريکه فضا گون
ε1ناميم = (1 0 است(0 گونه فضا برداريکه يک
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ε1ناميم .يک برداريکه فضا گونه است(1,0,0) 



ا ا پيشنيازهای جبریش

اميم b( v,v )< 0  ،vاگر 2. ه می ن ان گون ردار زم . راب
ه ک ت )bد v v ) = 1vان ز که دا ا ه ان b( v,v ) = -1،vدرصورتی ک را برداريکه زم
وييم ه می گ ε3. گون الی ازيک برداريکه  (0,0,1) = مث
.زمان گونه است

)bاگ ) ا0 ن گئن ن ا ا اميمb( v,v ) = 0،vاگر3. ه می ن ور گئن ردار ن .    را ب
ε1 – ε3مثالی از يک بردار نور گونه است  .
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ا ا پيشنيازهای جبریش
ل“ ردار”ط )b|يعن(vR3ب v v ا)1/2|( ب نشان|v|را ردارطول ی( vR3ب ا )b( v,v )|1/2|يعن نشان می  |v|را ب

اوی  ه درتس ردار يک يم ب د v|=1|ده ی کنن دق م ل . ص ن فص دراي
طلا که“ا د ا ه”ت ت ن که د ا ت ن ه اbا ک ه ارمی  bرابه معنی متعامد يکه نسبت به ” متعامد يکه“اصطلاح ه ک ب
ε1}توجه می کنيم که . بريم , ε2 , ε3}

يعنی . متعامد يکه ايست   
| ε1 | = | b( ε1,ε1 ) |1/2 = 1| 1 | | ( 1 1 ) |

| ε2 | = | b( ε2,ε3 ) |1/2 = 1  ,  | ε3 | = | b( ε3,ε3 ) |1/2 = 1
b( ε ε ) = b( ε ε ) = b( ε ε ) = 0
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b( ε1,ε2 ) = b( ε2,ε3 ) = b( ε2,ε1 ) = 0   



ا ا پيشنيازهای جبریش
1قضيه: :1ي

د 1. ه، متعام ه برداريک کل ازس ه متش ه (هرمجموع بت ب يک ) bنس
. استR3پايه برای ی بر ي پ

ان 2. ردار زم ه ويک ب هرپايه متعامد يکه دارای دو بردار فضا گون
.گونه است

ت 3. ه ازای هرجف ه   {u,v}ب د مجموع ه متعام ای يک ازبرداره
{u,v,u v} د يکه است ه متعام ا حاصلضرب . (يک پاي دراينج

).درنظر گرفته می شود bخارجی نسبت به 
، پايه متعامد يکه vبه ازای هربردار يکه زمان گونه يا فضا گونه 4.
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ا ا پيشنيازهای جبریش

 2قضيه :
}اگر1 e e e رای{ ب يکه د متعام ه پاي R3يک e1 }اگر1. , e2 , e3 رای { د يکه ب ه متعام  R3يک پاي

داريم  xR3باشدف آنگاه برای هر 


3

يم2. ه vفرض کن ه طوری ک ه ای باشد، ب ان گون ردار زم ب




1

),(),(
i

iiii eeebexbx

م وررض و ن ز ر ر
wv0  وb(v,w)=0 . ورت ن ص ه  wدراي ا گون فض

است
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ا ا پيشنيازهای جبریش

شوارتز نقش مهمی درهندسه های -ديديم که نا مساوی کشی
تز ا ش کش ا نا ز ه قض د د د دا ک ن آفين و کروی دارد در دو قضيه زير نامساوی کشی شوارتز آف

.را در هندسه هذلولوی ارائه می دهيم

 اگر :  3قضيهξ  وη  ه طوری ه باشد ب ردار فضا گون دو ب
آنگاξک ت ا ن گ ا ز ξکه ηزمان گونه است آنگاه

b( ξ,η )2 < b( ξ,ξ )b( η,η )
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ا ا پيشنيازهای جبریش

 د :  4قضيه رض کني ند wو  vف ه باش ان گون ردار زم . دوب
صورت وردراين ين  ر

b( v,w )2 ≥ b( v,v )b( w,w )
گگ اگر بردارهای:نتيجهvوw ه ان گون بردارهای يکه زم

اه  ند، آنگ ی  b( v,w) | ≥ 1 |باش ی يعن حاصلضرب درون
b( v,w )  ای ااگر علامته b( v,ε3مثبت است اگروتنه و   (

b( w,ε3 .متفاوت باشند(
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H2هندسه وقوع در H2ق

 هندسه هذلولویH2 به صورت زير تعريف می شود .

H2 = { x= (x1,x2,x3)R3 | x3>0 , b( x,x ) = -1 }

ذلوليوار H2لذا،   به عنوان يک مجموعه، نيمه بالائی يک ه

است .دوپارچه استدوپارچه
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H2هندسه وقوع در H2ق

 فرض کنيد : تعريفξ  ه شبه فضا يک بردار يکه فضا گون
هاشد ت ن ا Lد { H2 b( ξ ) 0 } ن صورت مجموعه.باشد L = { xH2دراي : b( ξ,x ) = 0 } 

. می ناميم ξ) يا قطب(را خط با برداريکه قائم 

L
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H2هندسه وقوع در H2ق

 ذکر رخط در : ت روی، ه ه ک د هندس ع  H2مانن ا  H2مقط ب
مبدا از که است ای هR3صفحه هم ه ک کنيد توجه گذرد م ه Rصفحه ای است که از مبدا ه هم می گذرد توجه کنيد ک

ااين  R3 ،H2صفحه های گذرنده از مبدا  د ب را قطع نمی کن
گگ ابر قضيه ξوصف اگر، ه باشدف بن ان گون وان  1زم می ت

ايی . آن را به يک پايه متعامد يکه توسعه داد بويژه، نقطه ه
b( ξ,x )وجود دارند به طوری که  xH2چون  = 0.
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H2هندسه وقوع در H2ق

 ه ورد مطالع ه تفضيل م ذلولوی را ب اکنون خطوط هندسه ه
ده ا .قرار می دهيمق

به ازای هر دونقطه:5قضيهPوQ ه ق ب ا H2متعل ، تنه
ن خط . است P ،Qوجود دارد که شامل  H2يک خط در  اي

ا نشاPQا .نشان می دهيمPQرا با
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H2هندسه وقوع در H2ق

 د : تعريف ائم  mو  Lفرض کني ای ق ا برداره ايی ب خطه
:اگر.باشندηوξيکه :ر. بηوξي

.1ξη زمان گونه باشد .
گ .2ξηنور گونه باشد.

.3ξηفضا گونه باشد. ξ ηو
وازی  mو  Lآنگاه       را م وازی و ف اطع، م را به ترتيب متق

نامي م
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H2هندسه وقوع در H2ق

 ن . خطهای متقاطع، دقيقا يک نقطه تلاقی دارند:  6قضيه اي

ه مضربی از  H2نقطه تلاقی تنها نقطه ای از   ξηاست ک

باشد .می باشدم
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ا ت ا خطهای متعامدط

 د يکه : تعريف ا بردارهای متعام د  ηو  ξدوخط ب را متعام
اگر ناميم )bم η ξ ) = 0 b( η,ξمی ناميم اگر ) = 0

 ايی :  7قضيه اه خط يکت ند، آنگ وازی باش اگر دو خط فرام
ون  ت،  γچ ود اس ا عم ر دوی آنه ه بره ود دارد ک وج

ند، باش ته داش ترک مش ود عم ک ي ط خ دو ر اگ رعکس، ر  ب ب و  و  ي  ر  س  ر ب
.فراموازيند
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ا ت ا خطهای متعامدط

 8قضيه  :
ندLmاگ1 تقاط اشند د ا ت .متعامد باشند، متقاطعندmوLاگر1.
رLنقطه ای و xاگر2. ا يک H2خطی ب اه تنه ند، آنگ باش

. عمود است Lگذشته و بر  xخط وجود دارد که از 
ف تلاقFنقطه:ت ازmLا د ا xا نقطه:تعريفFمحا تلاقی ،mوL ود از ای عم  xرا پ

)نباشد  Lبر  xبه شرطی که (می ناميم  Lبه 
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خطها دسته خطهادسته
 د : تعريف ه  mو  Lفرض کني ه ب ائم يک ای ق ا برداره ايی ب خطه

تيب نPعهباشندξηت اي خط ا ازت nتشکل ايی چون Pمجموعه. باشندηوξترتيب ام خطه  nمتشکل ازتم
ر  ξکه بردار يکه اش  ود است ξηب يک دسته خطوط می . عم

اميم هP.ن ک ن اي ب برحس اξηرا ي ه نورگون ه، گون ان زم ن P.يم ي ب  و ي ξηر بر ور و  ن  ز
ا  وازی ي اطع، م وط متق ته خط ب دس ه ترتي دف ب اگونه باش فض

. فراموازی می ناميم
 تذکر :

ای1. ام خطه ه تم ته H2مجموع ک دس د، ي ط عمودن ک خ ه بري ک م
خطوط فراموازيند 

ين می  H2هرجفت ازخطوط 2. رد مع يک دسته خطوط منحصر بف
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ل H2فا H2فاصله در

 ين دونقطه : تعريف ر  x,yH2فاصله ب ه صورت زي را ب
کن ف تعريف می کنيمت

d( x,y ) = cos-1h(-b( x,y ))( ,y ) ( ( ,y ))

يم :  9قضيه     = α(t)فرض می کن ( cosht )e3 + (sinht)e1  .

d( α(t1) , α(t2) ) = | t1دراين صورت – t2 |
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ل H2فا H2فاصله در

 اگر :تعريفt1< t < t2  می گوييمα(t)  بينα(t1)  وα(t2) 
است .واقع استواقع

رديم ان ک ذلولوی بي . اکنون که تعريف فاصله را درصفحه ه
واص  ه خواصی ازخ ن فاصله درچ ه اي دانيم ک لازم است ب

د کن ی م دق ص ی اقليدس ه درهندس له ی.فاص ب ر زي يه قض ی  ق  ی  ي ر  ی .   ر ب ي زي
. درنگ ازتعريف نتيجه می شود
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ل H2فا H2فاصله در

 اگر :  10قضيهP  وQ  نقاطی درH2  باشند، آنگاه

d( P Q ) ≥ 0 .1d( P,Q ) ≥ 0

.2d( P,Q ) =0  اگروتنهااگرP = Q

.3d( P,Q ) = d( Q,P )
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ل H2فا H2فاصله در

يم ده ی م رار ق ه توج ورد م را ث مثل اوی نامس ون ناکن اي ات اثب يم ی  ر  ر وج  ور  وی  ر  ن . ون  ي ب 
رداری در  روی، برضرب ب ه ک اوی درهندس ود E3نامس توار ب . اس

رار می  تفاده ق ورد اس ذلولوی م یدراينجا ضرب برداری در صفحه ه ر ر ور وی و ر ری بر رب ج ي ر
. کيرد

مثلث(11قضيه :نامساوی کنيد) درRوP،Qفرض اطی H2نق ي) :وی (11ي ر  Rو PQرض   Hی 
:در اين صورت داريم . باشند

d( Q R ) ≤ d( P Q ) + d( P R )d( Q,R ) ≤ d( P,Q ) + d( P,R )
ااگر     ين  Pبريک خط و  Rو  P ،Qوتساوی برقرار است اگروتنه ب

QوRباشد واقع
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QوRواقع باشد.



ا ت H2ا H2ايزومتری های

2گ گ22 نگاشتT : H2→H2رايک ايزومتریH2اگر به ازای هر .می ناميمx  وهر

y  متعلق بهH2 داشته باشيم

d( TX,Ty ) = d( x,y )

نيز ايزومتريها همخطی را حفظ می  H2در  P2و  E2 ،S2همچون هندسه های    

. بويژه، قضيه زير را داريم. کنند

 فرض کنيد  : 12قضيهT  يک ايزومتریH2 دراين صورت . باشدP ،Q  وR 

گ گ
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.  بريک خط باشندTRوTP،TQ، بريک خطند اگروتنهااگرH2در



کا انعکاسا
د کن ض دαف ائH2خط ق ه ک دا دξا اش د رض کني ی درαف ائم H2خط ه ق ردار يک ا ب د ξب . باش

xبرای هر  R3  قرار می دهيم
Ωαx = x – 2b( x,ξ )ξ

ه :13قض 13قضيه:
.1Ω2

α = 1α

.2Ωα  يک نگاشت دوسويی است ازR3  بهR3 است .
ا لا
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= R3،b( Ωαx , Ωαy )متعلق به yوxبه ازای هر3. b( x,y )



کا انعکاسا

 به ازای هرخط : نتيجهα  درH2  وهر نقطهxR3  داريم

اشاگ ن گ ا تΩز ا ن گ ا زز ن .نيززمان گونه استΩαxزمان گونه باشد،xاگر1.

. نيز نور گونه است Ωαxنورگونه باشد،  xاگر 2. α

.نيز فضاگونه است  Ωαxفضا گونه باشد،  xاگر 3.

گ .نيز برداری يکه است Ωαxبرداری يکه باشد،xاگر4.

آنگاهxH2اگر5. ،Ωαx  H2.
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xH  Ωαx ر5. H.



کا انعکاسا

 ه ازای هر خط : تعريف د H2در  αب ه  Ωα، تحدي را  H2ب
.می ناميم αانعکاس نسبت به يمس ی

 هرانعکاس يک ايزومتری : 14قضيهH2 است .
د:15قضيه کني درβفرض ائH2خط ق ه يک ردار ب ا ب د:15قضيه ائم H2خطی درβفرض کني ردار يکه ق ا ب ب

η دراين صورت . باشد
Ω β { H2 | b( Ω ) 0 }Ωαβ= { xH2 | b( x,Ωαη ) = 0 }

ائم خط     ردار يکه ق ی، اگر ب ائم  β ،ηيعن باشد، برداريکه ق

339

.استΩαηبرابر با Ωαβخط



کا انعکاسا

 16قضيه  :

اک اا2ط د1. رض کني ه ای درxف دH2نقط ورت .باش ن ص دراي
Ωαx = xاگروتنهااگرxα.

د 2. رض کني ی در  βف د H2خط ورت . باش ن ص دراي
گ گ Ωαβ=βاگروتنهااگرα = βياα┴ β.
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H2ک H2حرکت

 دادی رب تع ه حاصلض ری ای ک ته، ايزومت ون گذش همچ
لاوه ع اميم ن م ت حرک ک راي د باش ها ازانعکاس اه لاوه متن اميم ع ی ن ت م ک حرک د راي ها باش اهی ازانعکاس متن

د ای . برانعکاس چهارنوع حرکت ديگر وجود دارن  αخطه
گ2 ظ .در نظر می گيريمH2را درβو

ر هβوαاگ ورتPدرنقط ص ن دراي ند، باش اطع متق ور Pرβوαر   ن  ي ر ع ب 
ΩαΩβ  يک دوران حولP ناميده می شود .
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H2ک H2حرکت

 ر اه  βو  αاگ ند، آنگ وازی باش ان  ΩαΩβم ر مک ک تغيي ي
شود م ناميده .موازی ناميده می شودموازی

ر  ا  βو  αاگ ترک آنه ود مش وده وعم وازی ب د،  Lفرام باش
ΩαΩβ  را يک انتقال درامتدادL می ناميم .        

در زه لغ ک هH2ي ب بت نس اس انعک ک ي حاصلضرب ،L ر ز  ب ب Hي  س  رب ي   L 
داد  ال درامت ک انتق ت Lوي ط . اس ی  Lخ زه م ور لغ ومح

نا
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دورانا

 فرض کنيدP  ه ق ب مجموعه . باشد H2نقطه دلخواهی متعل
ل ا اPا )ROTا P ا( ش ای حول ا Pدورانه يمROT( P )راب می . نشان می ده

واهيم ماتريسهای نمايشگر اعضای ه  ROT( P )خ را ب ی ر ي ی ه ري يم )و ب( ر
ه  يم ک م وثابت کن گروهی يکريخت  ROT( P )دست آوري

. است SO(2)با 
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دورانا

 د يکه e1}پايه متعام , e2 , e3 يم  { ار می کن ان اختي را چن
ه eک = Pاگαاز ه ک اشد دPخط ذ گ ه e3ک = P. اگرαه از ذرد، می  Pخطی باشد ک می گ

توان نوشت 

α = { x | b( x,ξ ) = 0 }
آ ک که درآن  

ξ = ( -sinθ)e1 + ( cosθ )e2
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دورانا
اگر قطبβحال با ديگری خط حال اگرβخط ديگری با قطب

η = ( -sinφ )e1 + ( cosφ )e2

ه از     اتريس  Pباشد ک اه م درد، آنگ اتريس  Ωβمی گ د م مانن
Ωαدرآن ه ک ایφاست ج ه ردθب گي ی م رار اتريس.ق م Ωα ن ر   φی رθب ج ي ی  ر  ريس . ر

ΩαΩβ  عبارت است از :






























0

0
)(2

0)(2cos)(2sin
0)(2sin)(2cos 


 rot
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دورانا

 ده ه خطوط گذرن گروه توليد شده توسط انعکاسهای نسبت ب
اPاز دهREF(P)ا Ωنگاشتنشان fθ يمREF(P)را باPاز Ωαنگاشت .نشان می ده → refθ 

ی از  ه روی  REF(P)يک يکريخت ی  O(2)ب ه دست م ب
د ی . ده ن يکريخت ا  ROT(P)تحت اي يکريخت  SO(2)ب

گردد .می گرددم
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دورانا

 يه اس( 17قض ه انعک يه س د ) : قض رض کني  γو  α ،βف
د ط ازH2خط ه ک دPاشند ذ تگ ن ا د ه ازH2خطوطی در ذردPباشند ک ن صورت . می گ دراي

ارمی چون  ده از  δخط چه ه طوری  Pگذرن وجود دارد، ب
که 

Ω Ω Ω  ΩΩαΩβΩγ= Ωδ
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دورانا

قضيه نمايش دورانها به صورت زيردر می آيد.

 فرض کنيد :  18قضيهP  يک دوران حولP اگر . باشدL 
از ده گذرن ی ایPخط خطه اه آنگ د، ود ′mوmباش وج ده از ی گذرن ای  Pخط اه خطه د، آنگ ود mو  mباش وج

می گذرند و  Pدارند که از 

P = ΩLΩm = Ωm′ΩL
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2 
ک ا ت ا ل ذل ف ک نشا اکن  وان يک ذلولوی را می ت ه صفحه ه اکنون نشان می دهيم ک

ه  رد P2زيرهندس ی ک ه . تلق ه  P2از  D2زيرمجموع را ب
صورت زيرتعريف می کنيم

D2 = { πx : b( x,x ) < 0 }{ ( , ) }
اط     ی  D2نق ع مخروط ی مقط اط درون وان نق ی ت را م

b(x x)=0د ک نقاطتلق اطP2اي نق ن طπxي باش b(x,x)=0سايرنقاط.تلقی کردP2 اط ی نق باشرط  πxيعن
b( x,x ) > 0 رانقاط خارجی ،D2 می ناميم .
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πفرض کنيد     : R3 – {0}→P2 تابع تصويرطبيعی است.



H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 درشکل زير مشاهده می کنيم که هرخطی ازR3  دا ه ازمب ک
و بگذرد H2مختصات = { x : b( x,x ) = -1 در{ را ر و  H ب  { x : b( x,x )  1 }  ر ر 

ه نقطه ای در  د، ب ردد D2نقطه ای قطع کن . تصوير می گ
مخروط روی ه ک )bهرخط x x هر0=( يعن د، باش ه روی مخروط ی هر  b( x,x )=0هرخطی ک د، يعن باش

x2خطی که روی مخروط  + y2 – z2 ه نقطه  0 = باشد، ب
ز ددD2ا گ ت .تصوير می گرددD2ای روی مرز

تصوير اسلايد بعدی را ببينيد .
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2
z

B
A

t

O
y

t′
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 درواقع هرخطی که روی مخروطAOB  رسم شود، توسط
πمرز از نقطه يک رددD2به گ م خطتصوير وهر πبه يک نقطه از مرزDردد وهر خطی . تصوير می گ

ه . که در داخل اين مخروط رسم شود ی هرخطی ک  H2يعن
ل ط ط ه نقطه ای درداخل 2ط د، ب تصوير  D2را در نقطه ای قطع کن

ردد ی گ ون . م ی چ وير خط ز تص ارج  ot�tوني ه خ ک
. است D2واقع است، نقطه ای درخارج  AOBمخروط 
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

19قضيه: 19قضيه:
πتصويرطبيعی 1. : R3 – {0}→ P2  تناظری دوسويی ازH2  ه ب

دهدD2ی ت د به .به دست می دهدD2روی
ه 2. ر نقط ه ازای ه ارج  xP2ب ه خ ت      D2ک ا يک جف ت، تنه اس

{ ξ ξ ه{ ک ط ه ا ه ن گ فضا که ا ا از { ξ,-ξ ه { ه طوری ک ه وجود دارد ب ازبردارهای يکه فضا گون
πξ = π(-ξ) = x . برعکس هر برداريکه فضا گونه، چنين نقطه

خا اد کندD2ا ن .معين می کندD2ای رادرخارج
ردار 3. ااگر  vR3ب ت اگروتنه ه اس ع  πvنورگون روی مقط

گ ا ق ط خ
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H2از ای عه زيرمجم ان P2بعن H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

درقضيه:20قضيه که اگر19درالگويی شد، Lتوصيف توصيف شد، اگر 19درالگويی که درقضيه:20قضيهL 
اط . است D2وتری درقرص  πLباشد آنگاه  H2خطی در نق

ای ه عه از يک ي ه ه ب ق ل ت ت اين اي يچ يک از مجموعه های D2انت ه ه ق ب و  D2انتهايی اين وترمتعل
πL نيستند .z

H2 L

πLD2
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

اهي:تذکر ازمف برخ ايش نم شد، بيان که آنچه به جه ت با اهيم :تذکر ايش برخی ازمف با توجه به آنچه که بيان شد، نم
H2  را درD2 درشکل های زيرمی آوريم .

ه خطهای موازی  ری ک ذلولوی، وت ط ه ک خ ي
تند ن خط ز آن ا انت .نقاط انتهايی آن جزوخط نيستندنقاط

خطهای متقاطع خطهای فراموازی
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

د:21قضيه کني رض درLLف اي ندH2خطه نباش دراي د:21قضيه ايی در L2وL1فرض کني ند H2خطه ن . باش دراي
صورت 

گ گ طط .1L1وL2ااگر تند اگروتنه اطع هس ~Lمتق
~Lو1

اطع  D2در  2 متق
.باشند

.2L1  وL2  موازيند اگروتنهااگرL~
~Lو  1

 D2درنقطه ای برمرز  2
.متقاطع باشند ع

.3L1  وL2  ااگر د اگروتنه ~Lفراموازين
~Lو  1

ارج  2  D2درخ

باشند متقاطع
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.متقاطع باشند



H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 خطهای :  22قضيهL1  وL2  ااگر د اگروتنه ~Lمتعامدن
و  1

L~اشند زد L~
. مزدوج باشند2

يه د:23قض رض کني ی درLف ل  Qو  P، و H2خط مح
ند P2با مقطع مخروطی در  ~Lتلاقی  ن صورت . باش دراي
طLقط خ قط ا ا خط تلاق ل ب ی ~Lقط ع مخروط اس برمقط ای مم ی خطه ل تلاق مح

.  است Qو  Pدرنقاط 
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 خطهای : نتيجهm  وL  درH2 اگروتنهااگر. متعامدند m~ 
.  بگذرد~Lازقطب رز

L~

m~m
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

هرنقطه:24قضيهPازP2از خطوط دسته شرحH2يک ه ب ز PزPر :24ي و  رح  Hي   ب 
. زيرمعين می کند

ه1 Pنقط = πxD2از ده، گذرن خطوط ته دس ک راxH2ي ه1. ده، ازP = πxDنقط ته خطوط گذرن را  xHيک دس
. معين می کند

Pنقطه2 = πv)کهvاست را)نورگونه وازی م خطوط دسته يک وازی را )نورگونه است vکه(P = πvنقطه2. يک دسته خطوط م
. معين می کند H2در 

Pنقطه3 = πξ)آن د تξکه ا ه ن گ فضا که ته)دا د ک ه استξکه درآن(P = πξنقطه3. يک دسته ) برداريکه فضا گون
وازی را در  وط فرام د H2خط ی کن ين م ن . مع ترک اي ود مش عم

نظيرنقطه قطب خط خطوط استPدسته
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.استPدسته خطوط خط قطبی نظيرنقطه



H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 شکل های قضيه قبل  :

P P

P
Q

P

پبالف
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 الگویD2  رای که دراين قسمت معرفی شد، الگوی کلاين ب
ش ا ل اذل ا گ الگ ود ی ش ده م ذلولوی نامي ه ه ن .هندس ر ازاي وی ديگ دوالگ

ه  ر ب ه درزي ود دارد ک اره وج ه پوانگ وب ب ه منس بهندس ر رزي ر و وج ر پو ب وب
ا  ن الگوه ه اي ود ک ی ش ت م وند ثاب ی ش ی م اختصار معرف

. دوبدو يکريختند
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

اقليدس:الف درصفحه قرص رهxoyالگوی داي داخل اط هcنق ب الگوی قرص درصفحه اقليدسی:الفxoy ره اط داخل داي ه  cنق ب
ه  x2معادل + y2 = 1 ريم ذلولوی می گي اط صفحه ه هرقطر . را نق
برcدايره عمود هردايره از قسمتی داخلcيا که داشتهcرا رار ق رار داشته  cرا که داخل cيا قسمتی از هردايره عمود برcدايره ق

. باشد، يک خط هذلولوی می ناميم
يک خط هذلولوی دگر   

ل ا ا ط ط قاط ا ا ک ش ثا

يک خط هذلولوی

ثابت می شود که اين مجموعه ازنقاط وخطوط درتمام اصول هندسه   
د  ذلولوی صدق می کن ن الگوی هندسه ه د اي هدلولوی صدق می کن

نا انگا ق االگ ل ذل ن الگ ا
362

.    اين الگوی هندسه هذلولوی راالگوی قرص پوانگاره می ناميم



H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

انی درصفحه:ب اط xoyااگوی نيمصفحه فوق ر | v = { (x,y)مجموعه نق }yی ( ,y) |

y>0 } ريم ی گي ذلولوی م ر . راصفحه ه ع ب رنيمخط اقايدسی واق ود  vه وعم

اق دا ن اقاه ز ک طه خ ک ا ور رxبرمح ع ب دايره واق اهر نيم ور v، ب ع برمح ز واق ه مرک ط  xب ک خ راي

. هذلولوی می ناميم

د کن م صدق هذلولوی هندسه اصول درکليه الگونيز اين که شود م نثابت اي د   ن . ثابت می شود که اين الگونيز درکليه اصول هندسه هذلولوی صدق می کن اي

اميم اره می ن ای . الگو راالگوی نيمصفحه پوانگ ه درالگوه ويم ک ذکر می ش مت
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.پوانگاره اندازه گيری زاويه ها به طريق اقليدسی صورت می گيرد



ا کا تغييرمکان موازیت

 فرض کنيدP  وازی ه توسط دوخط م دسته خطوطی باشد ک

ه  ائم يک ای ق ردد ηو  ξبابرداره ی گ ين م اب . تعي باانتخ

e3 و  e1 = ξبردارهای يکه  H2  وe2 = e3 e1  يک

ا ک ا ت گR3ا نظ .درنظر می گيريمR3پايه متعامد يکه برای 
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ا کا تغييرمکان موازیت

 نسبت به پايه :  25قضيه{ e1 , e2 , e3 الا،  { ذکور درب م

يم دسته خطوط  ای بابردارهای  Pفرض می کن شامل خطه

ائم ق ه 1)يک 0 )و(0 1 μ -μ صورت( دراين Pباشد، ائم μ,-μ,1 )و  (1,0,0)يکه ق ن صورت (  Pباشد، دراي

ائم  ه  ( r,-r,1 )شامل تمام خطوط بابردارهای يکه ق است ک

. در مجموعه اعداد حقيقی تغيير می کند rدرآن 
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ا کا تغييرمکان موازیت
ا(26ق ک ان قβاگ)ق ل ت خط ه انعکاس(26قضيه ر) :قضيه س ه  γوα،βاگ ق ب ه خط متعل س

ط  اه خ ند، آنگ وط باش ته خط وط  δيک دس ته خط ن دس ا اي ق ب متعل
موجود است، به طوری کهط

ΩαΩβΩγ=Ωδβ γ

 د :  27قضيه ته  Pفرض کني وازی حاصل ازدس ان م يک تغييرمک
وط رPخط اگ د درLباش ی ایPخط خطه اه آنگ د، mوmباش رPو ر Lب  ی Pی  ه  mو  mب  

وجود دارند به طوری که  Pمتعلق به 
P = Ω Ω =Ω Ω
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تقال انتقالا

 د رض کني ود  Pف ا عم وازی ب وط فرام ته خط ک دس ي

د Lمشترک  د . باش ر  e1فرض کني ائم ب ه ق  Lيک برداريک

هاست گون هeبردارفضا گون ان زم ردار انeوب راچن ه.است ه e2بردارفضا گون ان گون ردار زم ان  e3وب راچن

ه  يم ک e1 }اختيار می کن , e2 , e3 د يکه  { ه متعام يک پاي

. باشد R3برای 
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تقال انتقالا

 فرض کنيدα  يک خط دلخواه متعلق بهP  ائم ا برداريکه ق ب
ξ = (a b c)دا ت ن ا د اشد ξ = (a,b,c)باشد، دراين صورت داريم

ξ = ae1 + be2 + ce3ξ 1 2 3

b(ξ,e1) = a + 0b – 0c = 0

a2 + b2 – c2 = 1
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انتقال

 اگرβ  خط ديگری ازدسته خطوطP  باشد که توسط عددv 

: پارامتری می شود آنگاه با محاسبه ای ساده می توان ديد

 001











 kk 2sinh2cosh0
001



= kکه درآن  u – v .
 kk 2cosh2sinh0
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تقال انتقالا
ا(28ق ک ان قβاگ)ق ل ت خط اگر) :قضيه سه انعکاس(28قضيهα،βوγ  ه ق ب سه خط متعل

ن دسته  δسک دسته خطوط فراموازی باشند، آنگاه خط  ه اي متعلق ب
ط ط خطوط موجود استف به طوری کهط

ΩαΩβΩγ=Ωδβ γ

 فرض کنيد ) : نمايش انتقالها( 29قضيهP  داد خط ال درامت يک انتق
Lاگر برmباشد عمود خطهایLخطی آنگاه ودαوαباشد، عم Lر و برmب  ی Lی  ه و  αو  αب  

وجود دارند به طوری که  Lبر 
P = Ω Ω =Ω Ω
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تقال انتقالا

 د رض کني وازی و  Pف وط فرام ته خط ک دس ود  Lي عم

د Pمشترک اعضای  ده توسط انعکاس . باش د ش روه تولي گ

وط خط ه ب بت نس ای اPه ب يمREF(P)را ده م ان نش وط ه خط بت ب ای نس اPه يم  REF(P)را ب ی ده ان م نش

د  رض کني داد  TRANS(L)ف ای درامت ه انتقاله  Lمجموع

. باشد خصوصيات اين مجموعه را بررسی کنيد
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لغزهل

 ،م رار دادي تفاده ق ورد اس ل م نسبت به پايه ای که دربخش قب
ل Ωا Tآ ا . را به دست می آوريم ΩLTkماتريس لغزه









 kkkL 2sinh2cosh0
001






 kk

kL

2cosh2sinh0
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

 ،م رده اي ه ک ن مطالع درهر يک ازهندسه هايی که پيش از اي
نوشت انعکاس سه دويا صورت به توان م را . هرحرکت را می توان به صورت دويا سه انعکاس نوشتهرحرکت

وع . نيزصحيح است H2اين مطلب در  چون ويژگی های وق
ل2 طل ث ادی H2در پيچيده ترند، دراثبات اين مطلب بايد حالتهای زي

ت ار . را درنظزگرف يم هر چه ه نشان ده ن است ک هدف اي
اس  ورت  Ωαو  Ωδ ،Ωγ ،Ωβانعک ه ص وان ب ی ت را م

نوشت دوانعکاس حاصلضرب
373
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا
طط ط فرض کنيد:30قضيهpيک نقطه وP يک دسته خطوط

بهباشندH2در متعلق خطی صورت، داردPدراين وجود وجود دارد  Pدراين صورت، خطی متعلق به .باشندHدر

التی . می گذرد pکه از  اين خط منحصربفرد است مگردرح

. بگذرد pاز  Pکه اعضای 
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

 فرض کنيد :  31قضيهP1  ،وازی باشد يک دسته خطوط م
γاگ PPا خط ا ت ل ت ش ط خط ته د ر ای  P2وγP1اگ ام خطه تمل برتم وطی مش ته خط دس

ه  γعمود برخط  ه ب ا يک خط وجود دارد ک باشد، آنگاه تنه
.هردو دسته خطوط متعلق است

خط32ق ا ا از ط ازخط ز ا ت ت هر دودسته متمايز ازخطوط موازی دارای خط :32قضيه
. مشترک منحصربفردی هستند
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

 ذکر ترک : ت ط مش وازی دارای خ ای فرام ته ازخطه دودس
اول ته دس ای خطه ترک مش ود عم ااگر اگروتنه تند، ول هس ی   ه ر  و  ر  ه رو  
ند وازی باش ود فرام ته دوم خ ای دس ترک خطه ود مش . وعم
ته دودس وقع م ه چ ه ک را وال س ن اي بررس ب مطل ن ته اي وقعی دودس ه م ه چ وال را ک ن س ی اي ب بررس ن مطل اي

د ی کن ل م ترکند، کام و مش وط دارای عض ون . خط اکن
ن ا دا ت ا د د ش ط اله ل ا اف ک ات ن اطلا دای اي ده درابت اله مطرح ش رای حل مس افی ب اطلاعات ک

. به شکل اسلايد بعد توجه کنيد. بخش دردست داريم
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

ه قض ک7شکل شت خط ا از ا ف ط خط ته د د
ξ

γηγدودسته خطوط فراموازی با خط مشترک:7شکل قضيه

 ای :  33قضيه ای  δو  α ،β ،γبه ازای خطه  vو  uخطه
که طوری به دارند وجود دارند به طوری کهوجود

ΩαΩβΩγΩδ=ΩuΩv
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

 يه ای :  34قض د خطه رض کني وط  γو  α ،βف ته خط يچ دس ه ه ب
ن صورت  د، دراي ق نباش ديهی  ΩαΩβΩγخاصی متعل زه ناب يک لغ α β γ

. است
ای دی حرکته ان H2اکنون می توان قضيه رده بن ه شرح زيربي حرا ب

. کرد
يه ای:35قض حرکته روه ،H2گ ها انعکاس ام برتم ت اس تمل مش ی:35ي ه ر ه  Hرو  م    بر

زه هرحرکت حاصل  وازی ولغ دورانها، انتقالها و تغييرمکان های م
.ضرب دو يا سه انعکاس مناسب است
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ا ت ا ثا نقاط ثابت ايزومتريهاقاط

 ری ن  p = ΩαΩβايزومت ت اي اط ثاب د نق درنظر بگيري
ه ای معادل ری جوابه ا  px =xايزومت و Ωαx = Ωβxي ر αيpيزو β

. هستند H2در
36قضيه: 36قضيه:

. يک انتقال نابديهی دارای نقطه ثابت نيست1.
ا ن ثا نقط ک ا ا ا ق ق نا ا ام 2. ه ن ت، ب ه ثاب ک نقط ا دارای ي ديهی دقيق ردوران ناب ه

. مرکز دوران است
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ا ت ا ثا نقاط ثابت ايزومتريهاقاط

. يک تغييرمکان موازی نابديهی دارای نقطه ثابت نيست3.

ا ک ا ا ثا اط ا ط ا ک ا اس 4. ور انعک ام مح ه ن ت ب اط ثاب ی ازنق اس، خط هرانعک
.دارد

.  يک لغزه نابديهی دارای نقطه ثابت نيست5.
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ا ت ا ثا ط خطوط ثابت ايزومتريهاط

 اگرΩα ردار ه ب ريکهانعکاسی باشد ک ائم ب  ξمحورآن ق
ا گ آ اΩا ک ا ق ک ا ک ا ا ط اه ت، آنگ ک از Ωαاس ائم هري ه ق ه برداريک ايی را ک خطه

Ωας=آنها دررابطه ξ د، ثابت نگه می صدق می کنن ب رر αςه ξی ب ی ق
ς=ξعمود باشد يا  ξبايد بر  ςيعنی . دارد
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ا ت ا ثا ط خطوط ثابت ايزومتريهاط
يه ر:37قض درβوαاگ ايز متم ط اهH2دوخ آنگ ند، باش يه ر :37قض ايز در βو αاگ ط متم اه  Hدوخ ند، آنگ باش

. درباره خط ثابت رفتاری به شرح زيردارد ΩαΩβايزومتری 

د و  pدر نقطه  βو  αاگر 1. αتلاقی کنن ┴ β  ده اه هرخط گذرن آنگ
ط pاز ت ΩαΩβ، توس ن حال ود دراي ی ش ته م ه داش ت نگ ثاب αوpز βن ي ر و ی

ΩαΩβ  نيمدورحولp است  .

گگ آ  ΩαΩβتلاقی کنند ولی برهم عمود نباشند، آنگاه pدرβوαاگر2.
.دارای خط ثابتی نيست
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ا ت ا ثا ط خطوط ثابت ايزومتريهاط
ر3 ند،αβاگ باش ازی Ωم Ωت ثاب ط خ دارای ر3. ند،βوαاگ وازی باش ت ΩαΩβم ط ثاب دارای خ

. لذا تغييرمکان موازی خط ثابت ندارد. نيست
ر4. ون βوαاگ ترک چ ود مش اه  pدارای عم ند، آنگ باش

ΩαΩβخطLری خط .راثابت نگه می دارد ن ايزومت اي α β
. ثابت ديگری ندارد

خط:38قضيه د کني رض ايزγف متم βوαبرخطوط د خط:38قضيه ايز γفرض کني  βو  αبرخطوط متم
د ود باش ن صورت خط . عم زه  γدراي ت لغ ا خط ثاب تنه

د Ωنا Ω Ωت ا
383
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ثلث ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا

 نقطهp ده از . رادرنظرمی گيريم ه هرخط گذرن يم ک می دان
pد ک ت ا ا ت ه ان ت ا pرا می توان به صورت پارامتری کرد

α(t) = ( cosht )p + ( sinht )ξ( ) ( )p ( )ξ

ه درآن     ت ξک بی اس ه مناس ا گون ردار فض ر . ب  L>0اگ
. می ناميم Lرايک پاره خط بطول  α([ 0,L ])مجموعه
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ثلث ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا

 39قضيه  :
ايز1 متم ه خطBوAدونقط اره پ ک ي ا دقيق اي انته اط نق ايز1. ه متم اره خط Bو Aدونقط ا يک پ ايی دقيق اط انته نق

تند ا . هس ط راب اره خ ن پ ا  ABاي يم BAي ی ده ان م . نش
ل اABط )dا A B ت( ا .استd( A,B )برابربا ABطول

ت2. ک مبدااس ا دارای ي رنيمخط دقيق ت . ه ه ازای هرجف ب
دا  Bو  Aازنقاط  ه  Aدقيقا يک نيمخط با مب وجود دارد ک

. نشان می دهيمABمی گذرد اين نيمخط راباBاز
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ثل ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا

 ف اگونه : تعري ه فض ط  ξبرداريک ف خ ه درتعري  αراک
نيمخط بردارجهت )αذکرشد، [0 ] م( توجه ناميم م می ناميم توجه می α( [0,] )ذکرشد، بردارجهت نيمخط

b( p,ξکنيم که  ) = 0 .
 اگر : تعريفL  خطی با برداريکه قائمξ  باشد، مجموعه

{ xH2 | b( x ξ )>0 }{ xH | b( x,ξ )>0 }
. ناميده می شود Lيک نيم خط بامرز    
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ثلث ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا
است:40قضيه منحصربفرد خط يک نيمصفحه مرزهر مرزهر نيمصفحه يک خط منحصربفرد است:40قضيه .

يم صفحه است رز دون يم صفحه . هرخط م ن دون اع اي اجتم
ا H2برابرب – Lهاست ب ق متعل H2دونقطه – Lدريک ا Hبرابرب Lه.است ق ب Hدونقطه متعل L  دريک

ا  ل آنه ط واص اره خ ااگر پ تند، اگروتنه فحه هس  Lنيمص
نکند .راقطع نکندراقطع

 ه : تعريف امرز  PQRدرون زاوي اشتراک نيمصفحه ب
QRل ا رزpش ا ب فحه ي لPQن ا تRش ا QRامل امرزpوش فحه ب يم ص امل PQون ت Rوش . اس

ه صفر درست  ه نيمصفحه وزاوي ورد زاوي اين تعريف درم
ت ندارندني ن در ها يه زا اين
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ثلث ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا

 د :  41قضيه ه  A = PQRفرض کني ه ای باشد ک زاوي
ر اگ دارد هηوξدرون زاوي ن اي اضلاع جهت ای برداره ر ه ηو ξدرون دارد اگ ن زاوي ای جهت اضلاع اي برداره

ه طوری  xباشند، آنگاه درون آن مشتمل است برتمام نقاط  ب
ثط ط و  ξيک ترکيب خطی مثبت از QXکه بردارجهت نيم خط

η يعنی اگر . (استςx  يمخط داد  QXجهت ن اه اع باشد آنگ x

ςxوجود دارند به طوری که  bو  aمثبت  = aξ + bη(.
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ا جمع زاويه هاا

 42قضيه  :
ه1 Aزاوي = PQRونقطهxم درنظر را آن رادرداخل ه1. رادرداخل آن را درنظر می xونقطه A = PQRزاوي

ريم ان . گي ه برحسب رادي ن زاوي دازه اي ن صورت ان دراي
ها ه زا اانداز ت ا QQا . RQXو  PQXمساوی است بااندازه زاويه های

اواقع  xيک زاويه نيمصفحه و A = PQRاگر 2. نقطه ای ن
ه های  PQبر دازه های زاوي  XQPباشد، آنگاه مجموع ان
.πبرابراست باXQRو
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ا جمع زاويه هاا

 وقتی زاويهPQR  ،نيمصفحه استς  رانميتوان برحسب
ξوηت نيازنيس ورد م م ه ای ه رابط ين چن ه البت ت نوش ξوη ت ورد نيازنيس م م ه ای ه ين رابط ه چن ت البت نوش

ی  ديل م ر تب اوی زي ه تس ت ب ن حال از دراي ورد ني اوی م تس
.گرددگ

cos-1b( ξ,ς ) + cos-1( -ξ,ς ) = πcos b( ξ,ς )  cos ( ξ,ς )  π
. است cos-1اين رابطه يکی از ويژگيهای تابع    
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ا جمع زاويه هاا

 تقيم : تذکر تمام تعريفهای اقليدسی مربوط به پيکره های مس
ا آ ا ا ژگ ط اH2ال اق ا در ه آنه ته ب ای وابس ط و ويژگيه د H2الخ ا . نيزبرقرارن ب

وع خاص ه وق ل هندس ه دلي ن، ب ود اي ای  H2وج ره ه ، پيک ص وع و ي ب ن ي و یوج ر پي
. امکان وجود دارند H2ديگری در
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ل ذل ثلثا مثلث ومثلثات هذلولویثلث

 ا در انترازمطالعه انه ذلولوی آس ه ه ا درهندس ه مثاثه مطالع
ت ه بيضوی اس روی ياهندس ه ک ه .هندس ن هندس را دراي زي و ي ي نرو ي ر ر زي
د اده ای دارن ذلولوی هر . پاره خطها صورت س درهندسه ه

ين می  اره خط منحصربفرد تعي ايز، يک پ یجفت ازنقاط متم ر ر ر پ ز ز
ه صورت  PQRمی توانيم مثلث  E2لذا مانند . کنند را ب

ای اره خطه اع پ يمPrوPQ،QRاجتم ی کن ف م . تعري ر پ مع ی ر
ت ه اس ه زاوي ث دارای س تراک . هرمثل ث، اش درون مثل
.دورانهای زاويه های آن مثلث است
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ل ذل ثلثا مثلث ومثلثات هذلولویثلث

 مثلث :  43قضيهABC  را درنظر می گيريم اگرa  وb  و
c به ترتيب اندازه اضلاع مقابل به زاويه هایA ،B  وC وي ز ع ز ي ور

  : باشند، آنگاه داريم 

b
acbA

i hi h
coshcoshcoshcos 



csbsassA
cb

))sinh()sinh()sinh((sinh2sin
sinhsinh

2/1


BcocCAa

cbaa
coscoscosh

sinhsinhsinhsinh
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ا مثلث جانبیثلث
در لH2هرخط ت ا ازی م ط خط ته د د به متعلق هرخطی درH2 ی وازی است ول متعلق به دودسته خطوط م

د ی کن ين م وازی تعي وط م ته خط ک دس ا ي رنيمخط تنه . ه
اگ طاق اPXا گ آ اش ر ع اگ يمخطςدرواق اه PXبردارجهت ن  p + ςباشد، آنگ

يک بردار نورگونه است با اين خاصيت که 
{ ξ | b( ξ , p + ς ) = 0 }

وط خط ته دس ک بري د متعام ه يک ای برداره ه مجموع وط    ته خط ک دس د بري ه متعام ای يک ه برداره مجموع
به آن نيز  PXدسته خطوط ديگرکه خط ( منحصربفرد است
ط ت د دا لق pت ςدد گ ن )ت
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– pتعلق دارد توسط ςتعيين می گردد(.



ا مثلث جانبیثلث
د کني رض وPQف ط خ اره پ ک ایQYوPXي نيمخطه د رض کني ط وPQف اره خ ک پ ای  QYو PXي نيمخطه

د ن . موازی باشند که يک دسته خطوط را تعيين می کنن دراي
اع ت ا کPQت ت ث ثل ک اي خط ي ن د ن اي اع ورت اجتم ک PQص ث ت ک مثل يمخط راي ن دون واي
وان يک مثلث . مجانبی می ناميم مثلث تک مجانبی را می ت
ا ک ا ک”ا“ل لق . تلقی کرد”بينهايت“معمولی با يک راس در

P
Q

P + ςX

Y P

X

Y دومنظره از مثلث تک مجانبی
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ا مثلث جانبیثلث

 يمخط ته  PYو  PXيک جفت ن ا خط مشترک دس راه ب هم
ا نيمخطه ازاين هريک توسط شده تعيين موازی خطوط ا های های خطوط موازی تعيين شده توسط هريک ازاين نيمخطه

. يک مثلث دومجانبی ناميده می شود

دوچشم انداز از مثلث دومجانبی
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ا مثلث جانبیثلث

 ای ه اضلاع آن خطه ی است ک انبی مثلث ه مج ث س يک مثل
اند موازی .دوبدو موازی انددوبدو

دو چشم انداز از مثلث سه مجانبیث
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ا ل چهارضلعی هاا

 د دب مانن لعی مح ک چهارض اره  ABCDي اع چهارپ اجتم
هDAوAB،BC،CD)ضلع(خط ک طوری ه ب است ه DAوAB ،BC،CD)ضلع(خط ه طوری ک است ب

ابلش  ه توسط ضلع مق ايی ک هرضلع دريکی ازنيمصفحه ه
.معيين می گردد قرار داردگ

A

B
D

چهارضلعی محدب 
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ها چهارضلعی هاچهارضلع
د انن ت نم محدب چهاضلعيهای ی ل ذل ه ه درهند اگرچه  د ذلولوی چهاضلعيهای محدب نمی توانن اگرچه درهندسه ه
دين چهارضلعی وجود دارد  ند چن چهارزاويه قائم داشته باش

ل ا ش تلق ل تط ل ذل ا ت لعی ک وند چهارض ی ش ی م تطيل تلق ذلولوی مس ای ه ه همت ک
اکری  ر  ABCDس ای زي ه دارای ويژگيه ين آنهاست ک اول

:است
D( A,B ) = d( C,D )   ,   AB ┴ BC   ,   CD ┴ BC

A D
ساکری چهارضلعی
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ا ل چهارضلعی هاا

 چهارضلعی لامبرتABCD  ذلولوی يکی ديگر ازهمتای ه
است اندمستطيل قائمه چهارضلع اين زاويه سه . سه زاويه اين چهارضلعی قائمه اند.مستطيل است

A DA

B

D

C

چهار ضلعی لامبرت 

400



تظ ا ل چهارضلعی های منتظما

 داد ضلع تظم باهرتع د ضلعی من ذلولوی يک چن درهندسه ه
رد ک رسم زير بصورت اگربخواهيمراميتوان ال، مث رای ب رد ال، اگربخواهيم .راميتوان بصورت زير رسم ک رای مث ب

ضلع رسم کنيم، دوران  nيک چند ضلعی منتظم با 





  0)(2sin)(2cos 












100
0)(2cos)(2sin T
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تظ ا ل چهارضلعی های منتظما
ک کن انتخا نا )2ا θ ) 2 ا/ ه يم ک θ )2راچنان انتخاب می کن – φ ) = 2π/n  ن صورت دراي

رتبه عضو 






 02sin2cos

nn


















100

02cos2sin
nn

nn
T 

، دوران حول Tاست حال اگر  nدرگروه دورانهای هذلولوی برابربا    
جزQوPنقطه به دلخواه کهPنقطه اين به توجه با آنگاه باشد،



باشد، آنگاه با توجه به اين که Pنقطه دلخواهی به جزQوPنقطه
T  يک ايزومتری است نتيجه می گيريم که :

Q TQ T 1Q
402

Q , TQ , … , Tn-1Q



تظ ا ل چهارضلعی های منتظما

 رئوس يکn شکل زير را ببينيد. ضلعی منتظم هستند .

P
Q

ارن تق روه ارنnگ تق روه گ ا ب ل حاص لعی لعیnض ض

Q

ارن روه تق ارن nگ روه تق ا گ ل ب لعی حاص لعی  nض ض
. منتظم هندسه اقليدسی يکسان است
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منتظم های مچهارضلعی ی  ی  ر چه
 ه های مثلث درهندسه ه مجموع زاوي ن ک ه اي به طورکلی، باتوجه ب

ه اگر  πهذلولوی کمتر از  ريم ک ه  θاست، نتيجه می گي دازه زاوي ان
n 2ضلعی منتظم باشد، آنگاهπ + nθ < nπ 

θ > 0وبنابراين  < ( I – 2/n )π
است درست هم مطلب اين هرعکس ازای به الاθيعن ب شرط ا ب ، الا θيعنی به ازای هر.عکس اين مطلب هم درست است   ا شرط ب ، ب

.رسم کرد θمی توان يک ضلعی منتظم با زاويه 
θ/2

P
α θ/2
θ/2

2π + nθ = nα + ( θ/2 + θ/2 ) < nπ
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اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباقق

 ه طوری :  44قضيه ود دارد ب انعکاس منحصربفردی وج
ش ا قط ف ک کH2ک ا ا ا . را جابجا می کندH2که يک جفت نقطه داده شده در

يه ت:45قض جف ک ي ه ک دارد ود وج اس دوانعک ا دقيق يه ت :45قض ک جف ه ي ود دارد ک اس وج ا دوانعک دقيق
رابا هم جابجا می کند H2خطوط داده شده در
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ا ت H2ا H2رده بندی ايزومتری های

ر ه ه ت ک ب اس ن مطل ات اي ش اثب ن بخ لی اي دف اص ه
درH2ايزومتری حرکت قضيهاستH2يک د چن نخست د قضيه .استHيک حرکت درHايزومتری نخست چن

. درباره يگانگ می آوريم
 ری :  46قضيه د ايزومت رض کني ه  Tف ط  Pنقط را  Lوخ

از داردPکه می نگه ثابت گذرد خط.می د کني mفرض ز  Pر ی  ب   ر  ي  .ی   mرض 
ته در  Pاز  ت Lگذش ود اس ورت . عم ن ص ی  Lدراي خط

ت ثا ΩاTازنقاط Tت ا
406

.استΩmTياTازنقاط ثابت



ا ت H2ا H2رده بندی ايزومتری های

 يه د :  47قض رض کني ری  Tف ک ايزرومت ت  H2ي اس
خطTاگر ،Lاه آنگ دارد، نگه ت ثاب نقطه به نقطه Tرا = اه L، خطTاگر  = Tرا نقطه به نقطه ثابت نگه دارد، آنگ
ΩL  ياT همانی است .

يه ت:48قض حرک ک ي ذلولوی ه فحه ص ری هرايزومت يه ت :48قض ک حرک ذلولوی ي فحه ه ری ص هرايزومت
. است
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ا ت H2ا H2رده بندی ايزومتری های

درقضيه که طوری ديم25به هدي ب وان ت می را وق ف حاصلضرب ي  ر وری   يم25ب  ن ب .ي و ی  وق ر  رب 
اين نکته را دراينجا . صورت حاصلضرب حداکثرسه انعکاس نوشت

رد اهده ک تقيما مش وان مس ی ت يه.م ر قض ا ب ک  T2T3T4، 17بن ي ر ي ن و يی ر ب 2ب 3 ي4
ه از  Pدوران حول  ه خطی است ک ا يک انعکاس نسبت ب می  Pي

ذرد ه.گ ريم ک ه می گي ابراين نتيج T = T1( T2T3T4بن يک  ( )1م 2 3 4 )
علاوه براين تمام اطلاعات لازم . دوران، انعکاس، يا يک لغزه است

.ها مهياست Tiبرای پيداکردن  i

 هرايزومتری : نتيجهH2  يک انعکاس، يک دوران، يک تغييرمکان
.موازی، يک انتقال، يا يک لغزه است
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها

 ف ه : تعري دد  cنقط ريم  r ≥ 0وع ی گي ر م رادر نظ
Pمجموعه = { xH2 | d( x c ) = r ه{ ب ره داي را P = { xHمجموعه | d( x,c ) = r }  ه ره ب را داي

.می ناميم rوشعاع  cمرکز 
 فرض کنيد :  49قضيهP  ده ازنقطه و  cدسته خطوط گذرن

pباشد دلخواه ای مدار.نقطه صورت روهpدراين گ تحت pو ب ی  ر .  ور  ين  رو  pر  
REF(P)  ه مرکز ره ب . است r = d( p,c )وشعاع  cداي

د ش ل ا ت ن ا ه دا ه ک
409

. برعکس هردايره به اين صورت حاصل می شود



ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها

 ف د : تعري رض کني ط و  mف ک خ د rي ت باش ددی مثب . ع
ه از ت }ق x H2 : d( x m ) = r ک{ د ه ک xH2 }قسمتی ازمجموعه : d( x,m ) = r }  ه دريکی ک

قراردارد، يک منحنی  mازنيمصفحه های تعيين شده توسط 
ی همفاصله  mهمفاصله ناميده می شود خط  خود يک منحن

rبا = است0 .است r = 0با
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها

 درشکا زير، درالگوی نيمصفحه، پوانکاوه منحنيهای : تذکر
خط به وابسته ايمmهمفاصله کرده رسم دردوحالت .را ب ب  يمm و ر  م  و ر ر . ر 

m

c
c1دومنحنیc1, c2همفاصله های c1c2منحنی

m
c2

ی ی c1, c2و ی 
.است mوابسته به خط 

ی همفاصله يک     ی، يک منحن توجه می کنيم که درحالت کل
در،”خط“ تH2خط ا درآن منحن يک بلکه ت ني

411

. نيست بلکه يک منحنی درآن است H2خطی در،خط



ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها
ه د:50قض کن ض کPف شت د ا ط خط ته د د،:50قضيه ود مشترک Pفرض کني ا عم دسته خطوط ب

m  وp دار . نقطه ای دلخواه باشد تحت  pدراين صورت م
REF(P) ی همفاصله است ی . يک منحن رعکس هرمنحن ب

.همفاصله با اين صورت به دست می آيد ي ی ب ور ين ب

M

1 2
2

P X

منحنی هم فاصله 
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها
کني:تعريف م ازیPفرض م ط ازخط ای ته pد فرض می کنيم:تعريفP وازی و  pدسته ای ازخطوط م

را يک دايره  REF(P)تحت  pمدار . نقطه ای دلخواه باشد
ا .زمانی می ناميما

ره:تذکر ه مرکز ”دايره زمانی را می توان حالت حدی داي ب
  وی انی رادرالگ ره زم ک داي کل زيري رد درش ی ک تلق

کنيد می مشاهده .کلاين ي ی  .ين  

دايره زمانی
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها

 فرض کنيد :  51قضيهv  ر صفردر  aو  R3يک بردارغي
باشد حقيق عدد مجموعهيک صورت، دراين دراين صورت، مجموعه . يک عدد حقيقی باشد

{ xH2 | b( x,v ) = a }
انی است   ره زم ا داي م فاصله ي ی ه ره، منحن ی، داي . ته

صورت ه ب ای ه ه معادل ا ه مجموعه ازاين هريک ه صورت برعکس ه های ب ا معادل برعکس هريک ازاين مجموعه ه
b(x,v) = a دارد .
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