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فهرستف

 هندسه اقليدسی مسطحه :   1فصل
اقليدسی:2فصل درصفحه آفين تبديل تبديل آفين درصفحه اقليدسی:2فصل
 هندسه کره :  3فصل

ل ت4ف ف صفحه تصويری:4فصل
 هندسه طوای در :  5فصلE2 
 صفحه هذلولوی :  6فصل
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ش آ اف اهداف آموزشی درسا

آشنايی با روش های تحليلی درهندسه اقليدسی
آفين تبديلات در تحليل های روش با آشناي آشنايی با روش های تحليلی در تبديلات آفين
 آشنايی با روش های تحليلی درهندسه کره
 آشنايی با روش های تحليلی در صفحه تصويری
طولی درهندسه تحليلی های روش با آشنايی آشنايی با روش های تحليلی درهندسه طولی
   آشنايی با روش های تحليلی در صفحه هذلولوی
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اول فصل اولفصل

هندسه اقليدسی مسطحه
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ا ا R2ف R2فضای برداری

)اگ )( ق( اشق اگرy=(y1,y2)، x=(x1,x2)وcباشد حقيقی عددی ، 
آنگاه
صورت به ترتيبرا،بهxدرcاسکالر ومضربyوxمجموع

( x1+y1,x2+y2 )x+y= ( 1 y1 2 y2 )y
cx =( cx1cx2 )           

=cويژه،اگربهميکنيمتعريف xراباcxبردارباشدآنگاه1 x– راباcxبردارباشدآنگاهc=-1ويژه،اگربه.ميکنيمتعريف
  .ميدهيم نشان
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و برداری جمع اعمال.ناميمبردارصفرمیرا(0,0)=0بردار
: است زير جبری خواص اسکالردارای مضرب



ا ا R2ف R2فضای برداری

به ازای بردارهای  :1قضيهx  ،y  ،z  واعداد حقيقیc  وdداريم ،
: z = x + ( y+z ) + ( x + y )الف 
:x+y y+x  x+y = y+x:ب
 x+0 = x:پ 
) x + ( -x ) = 0:ت )
 1x = x:ث 
 c( x+y ) = cx + cy:ج 

( d ) d    : x = cx + dx( c+d )چ
 c( dx ) = ( cd )x:ح 

که1قضيه کند می يکR2بيان اسکالر، ومضرب برداری جمع اعمال با همراه
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ی  1ي  ن  ر ي  Rبي رب  ری و ع بر ل ج ر ب 
.فضای برداری است



ل ا ا R2ف R2فضای ضرب داخلی
   رѧاگx=( x1,x2 ) وy=( y1,y2 ) ،ندѧاهدو بردارباشѧلآنگѧحاص

ا ا آن زنشاااخل ت به صورت زيѧردهيم ونشان می< x,y >با ضرب داخلی آنها را
:کنيمتعريف می

< x+y > = x y +x y< x+y > = x1y1+x2y2
      yو  xحاصل ضرب داخلی را حاصل ضرب نقطه ای يا حاصل ضرب اسکالر      

.ميناميم
2قضيه:

:،داريم R2در  x ،y ،zبه ازای هر :الف
< x,y+z > = < x,y > + < x,z >
< y+z,x > = < y,x > + < z,x >
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ل ا ا R2ف R2فضای ضرب داخلی

 R   cو  R2در   yو xبه ازای هر  :ب
< x,cy > = c< x+y > = < cx,y >, y y ,y

  R2در   yو xبه ازای هر :پ

< x y > = < y x >< x,y >  < y,x >
y = 0، آنگاه  x,y > = 0 >و x R2اگر،به ازای هر :ت

بيان ميکند که عمل ضرب داخلی يک نگاشت دو خطی،متقارن و زوال ناپذير است2فضيه يري پ زو و رن ی و ي ی رب ي ن بي

 برای هر بردارx = (x1,x2)  در ،R2  اندازه يا طول،X 
x│=             2│نشان ميدهيم و برابر است با│x│را با

2
2

1 xx 
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ل ا ا R2ف R2فضای ضرب داخلی

ه ت:3قض ا ز ا خ ای دا انداز :تا تابع اندازه دارای خواص زير است:3قضيه:
x R2     ،│ x │ ≥ 0به ازای هر : الف 

│ │ اگ0 ا 0اگ x = 0اگر و تنها اگرx │ = 0 │:ب
 │ c R ،│ cx │ = │ c ││ xو  x R2به ازای هر:پ
 شوارتز-نامساوی کشی(  4قضيه:(

:داريمR2درyو xبه ازای هر دو بردار  yم
Ι < x,y > │ ≤ │ x ││ y │

اگر اگروتنها است برقرار باشندyوxوتساوی .متناسب
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ر ه  رو ر   ر وی بر .ب بyوxو



ل ا ا R2ف R2فضای ضرب داخلی

 4نتيجه قضيه:
هر ازای :R2درyوxبه Rدر yوxبه ازای هر

│ x + y │ ≤ │ x │ + │ y ││ x + y │ ≤ │ x │ + │ y │

اگ ا تن اگ ا ا ق ا تنات ا با ضريب تناسب yوxوتساوی برقراراست اگروتنها اگر
.نامنفی متناسب باشند
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اقل E2ف E2صفحه اقليدسی

اکنون مفهوم هندسی فاصله رامورد بررسی قرارميدهيم اگرp   وq  
:دو نقطه باشند فاصله بين اين دوبه صورت زيرتعريف ميشود 

d( ) │ │d( p,q ) = │ q - p │ 
.نشان می دهيم E2را با  dهمراه با تابع فاصله  R2مجموعه 
ه کن5قض ض نقطهPQRف تE2ه ا تن فرض کنيد:5قضيهP،Q،Rسه نقطه درE2هستند دراين صورت:

 d( P,Q ) ≥ 0:الف 
)d:ب P Q ) = اگ0 ا تن Pاگ = Q = Pاگر و تنها اگر d( P,Q ) = 0:ب  Q
 d( P,Q ) = d( Q,P ):پ
)d:ت P Q ) + d( Q R ) ≥ d( P R مثلث(( )نامساوی
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)نامساوی مثلث( d( P,Q ) + d( Q,R ) ≥ d( P,R ):ت 



خطط

ميشود مشخص خاصيت اين توسط تحليلی درهندسه خطهر 
مجموعهمتناسبندآننقطههرزوجواصلبردارهایکه ی ر لبر وبنرزوجو  ج
 راستا يکvبردارغيرصفر يک با متناسب بردارهای همه
]ااآنا ش[ ا ن ] باراآنوناميممی v  .دهيممینمايش [

[ v ] = { tv │ t  R }  
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خطط

 اگرp  يک نقطه وv برداری غير صفر باشد آنگاه مجموعه
L = { x │ x – p  [ v ] }  )4.1(

مجموعѧه ببينيѧدمѧی نѧاميم شѧکل زيѧر را [ v ]بѧا راسѧتای  Pراخѧط گذرنѧده از    
. را به صورت زيرنيز می نويسيم ) 4.1(

L = P + [ v ]
= Lاگر     P + [ v ]يک خط باشدvرا بردار راستایL می ناميم. [ م[

13



خطط

 اگرL يک خط وx يک نقطه باشد،عبارتهای متفاوتی برای
Lxرابطه دارد زيرمترادفندوجود عبارات مثال عنوان به به عنوان مثال عبارات زيرمترادفند.وجود داردLx رابطه
x L: الف 

Lل اشا .استxشامل L:ب
.قرار دارد  Lبر  x :پ
.ميگذرد  xاز  L: ت
استLبرx:ج واقع
14

.واقع است Lبرx:ج



خطط
کنيدفرض:6قضيه pوqمتمايزدرنقطهدوE2 يرضي دراين .هستندpوqرو ينيز ر

     رابا خط دارداين وجودqوp نقاط شامل خط يکتنها صورت،
pq دهيم می نشان .  

طقط Lاق :به صورت  L = pqواقع برخطxهرنقطه:نتيجه   
X = α ( t ) + t ( q – p )             

(1 t ) + t (5 1)= (1 – t )p + t        (5.1)

p q
X = α(t)

p q

tq
( 1 – t )p

( 1 t )

15

q

o t
( 1 – t )



خطط
پارامتری معادله يک عنوان به توان می را )5.1( معادله 

گظط  کند می تغيير حقيقیاعداددرtوقتی گرفتنظردرخط
α(t) نقطه دوهر فاصله دهد می تغييرمکان خط براين 
طLخط لت تهزف دد ا : ايدمیدستبه زيرفرمولتوسطLبرخط

│ ││ │d( α ( t1 ), α ( t2 ) ) = │ t2 - t1 ││ q - p │

، انگاه می گوييم t<1>0، که درآن  x = ( 1-t )p + tqاگر 
x  ميانp,q واقع است.
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خطط

کنيد فرض :7 قضيه x،pوq متمايزدر نقطه سهE2 هستند.
:اگراگروتنهااستqوpميانxصورتدراين ين نxورر هqوp ي :ررو

d( p,x ) + d( x,q ) = d( p,q )
کنيدفرضpوqمتمايزهستنددونقطه: کنيدفرضpوqمتمايزهستنددونقطه:

انها ميان نقاط وهمه q و p شامل مجموعه صورت، دراين
دهنشانpqااآنناخطاکا .دهيم می نشانpqباراوآنناميممیخطپارهيکرا
P و q خط پاره انتهايی نقاط pq خط ديگرپاره نقاط هستند

گط
17
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خطط

 اگرm  نقطه ای برپاره خطpq  باشد به طوری که:
d( p, m ) = d( m,q ) = ½ d ( p,q )( p ) ( q ) ( p q )

.است pqنقطه وسط  mآنگاه، 
به اسانی نتيجه ميشود که هرپاره خط تنها يک نقطه وسط8ازتمرين رين وز ي ه ر رپ و ي يج ی ب

:دارد وآن عبارت است از 
m = ½ ( p + q )m  ½ ( p  q )

 اگردو خطL  وm  از نقطهp بگذرد، ميگوييم يکديگررادرp  قطع
.نقطه تقاطع آنهاستpميکنند و
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خطط

دارند تقاطع نقطه يک متمايزحداکثر دوخط : 8 قضيه.
درخطدوکهديدخواهيمE2تقاطعنقطههيچاستممکن درخطدوکهديدخواهيمE2تقاطع نقطه هيچ استممکن 

باشند نداشته
طگطططگ ط خطوط بگذرند نقطهيکازخطسهاز بيشترياخطاگرسه
.گوييممیمتقاربرا میرر و
نقاط شوند،اين واقع خط بريک نقطه بيشترازسه يا اگرسه 

ييخطهرا گ
19

.گوييمخطهمرا



ک ا زوج متعامد يکه ت

 دوبردارuوv رامتعامد می گوييم اگر< v,u > =0 لازم اغلب.باشد
روشѧن . می آيد برداری عمѧود بربѧردارداده شѧده ای بѧه دسѧت اوريѧم  م وري ب ی ر ر برب و ری بر ي نی رو

v=( v1,v2است که اگر بѧرهم عمѧودوهم انѧدازه ┴ vوبردار vانگاه  (
v.هستند ┴ =( -v2,v1 )  .v ( v2,v1 )

┴ v ┴┴ = ( v ┴ )همچنѧين بѧه آسѧانی ديѧده مѧی شѧود کѧه  = -v  رѧه
ل ط به دا ي1ب ا ن د ا يا يکه دا ب يک دا ا ت ز زوج متعامѧد . را يک بردار يکه يا واحد می نѧاميم1بردار به طول

{ v,w }  ه درانѧѧراکv  وw تند راѧѧه هسѧѧای يکѧѧک زوج بردارهѧѧي
گ که ا ت
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. متعامد يکه می گوييم



ک ا زوج متعامد يکهت

 يهѧد  : 9قضѧرض کنيѧف{ v,w }  ایѧه ازبردارهѧد يکѧک زوج متعامѧي
R2هرباشد ازای به صورت xدراين R2داريم ،: Rدراين صورت به ازای هر.باشدx R داريم ،:

x = < x,v > v + < x,w > w

. درشکل زيرنمايش داده شده است  9قضيه 

x
w x

21
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ط ل معادله خطا

اگر L بردارراستای با خطی v ،انگاه باشد v  Lبر رابردارقائم ┴
يکديگربا خط يکبرقائمبردارهایکه استروشنناميممی نيمی یرو ر ربيبرمبر ي ي

. هستند ) يکديگر مضرب يعنی( متناسب
آنبرقائمبردارهایرابرحسبازخطایمشخصهخاصيتاکنون آنبر قائم بردارهایرابرحسبازخطای مشخصهخاصيتاکنون 
x. ببينيد زيررا شکل . اوريم می دستبه

  
N

x
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ط ل معادله خطا

کنيد فرض : 10 قضيه p و دلخواه نقطه يک { v,N  يک {
،صورتدراين.استيکهمتعامدزوج ين.يزوج ورر

p + [ v ] = { x │ < x- p > N ≥ 0 } 
طگ گ آ اگر:نتيجهN برداری غير صفرباشد، آنگاه مجموعه نقاط

{ x │< x- p,N ≥ 0 }            
 آن راستایبردار ولذا است، N قائم بردار با p از گذرنده خط

N باشدم┴
23

Nباشدمی. 



ط ل معادله خطا
ه ل ل ت ه هند د که کن ادآ يادآوری می کنيم که درهندسه تحليلی، مجموعه

{ ( x,y ) │ax + by + c = 0 } 
ک ا ط ش ا ط ک شگ 2ا b2 طل0 ا a2+b2نمايشگريک خط است ، مشروط براين که ايѧن مطلѧب   0 =

.قالب مفاهيم فوق به صورت زير بيان می شوددر
ه د11قض کن ض تندbف ه ق ق دد نه ا د فرض کنيد :11قضيهa،b،c دراين. سه عدد حقيقی هستند  

:برابر است با   { ax + by + c = 0│ (x,y) }صورت  
اگالف 0bت 0≠ 0  a = 0،b = 0،c ≠ 0مجموعه تهی اگر :الف
 a = 0  ،b = 0  ،c = 0، اگر R2تمام صفحه : ب 

ط
24

.  ( a,b )درغيراين دو صورت، خطی است بابردارقائم :پ



ا ت ط خطوط متعامدط

 دوخطL وm  رامتعامد گوييم اگربردارهای راستای آنها
┴ Lمتعامد باشند دراين صورت می نويسيم m دو پاره يم وي ی ور ين ر┴ر پ و

.   خط متعامداند اگرخطوط حامل آنها متعامد باشند  
رس(:12قضيه کني)فيثاغ نقطهp،q،rفرض ه فرض کنيم)فيثاغورس(:12قضيهp،q ،r  سه نقطه

دراين صورت ، .متمايز هستند
│ │2 │ │2 │ │ 2│ r – p │2 = │ q – p │2 + │ r – q │ 2

. متعامد باشند rqو  qpاگروتنهااگردو خط 

25



ا ت ط خطوط متعامدط

اگر:13 قضيه L ┴ m، انگاه L و mمشترکنقطه يک وتنها يک 
. دارند

کنيد فرض :14 قضيه x و نقطه يک L دراين .است خط يک 
 گذرد می xاز که دارد وجود m مانند خط يک وتنها يک صورت،

Lلاا بعلاوه،.استعمودLوبر
m : الف = x + [ N است L بر  قائم برداريکه يک N درآن که ،[

آ FدرنقطهmوL:ب = x - < x – p,N > N درآن که p نقطه
. کنند می قطع يکديگررا است، L بر دلخواه ای

d ( F ) │ N │
26

d:پ ( x,F ) = │ < x – p,N > │  



ا ت ط خطوط متعامدط

نقطه اگر x برخط L ،خط ساختن عمل باشد m خط از L ونقطه  x   

ردرقضيه درااخراج،14مذک ييمLبرxازعم خارجxاگرگ   خارج x اگر .گوييممیLبرxازعمودرااخراج،14مذکوردرقضيه

  قضيه .ناميم می L بر ) وارد( x از عمود خط را m باشد، L ازخط
  . است شده داده نمايش زير های شکل در 14

m

m
LL

x

27
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ا ت ط خطوط متعامدط

کنيد فرض : 15 قضيه L و خط يکx از خارج ای نقطهL
زپر   نزديکترين F آنگاهباشد،LبرxعمودازپایFاگر.است رينرو ي ز
. است x به L نقطه

F

X

L

دازپایFاگر:تعريف d(xآنگاهباشد،Lبرخطxعم L)

F
p

L

اگر:تعريفFعموداز پایxبرخطL،آنگاه باشدd(x,L) 
)dرابا وآن گوييم می L وخط x نقطه رافاصله x,L  نمايش (

دهيم
28

.دهيممی



ا ت ط خطوط متعامدط

تذکر: d( x,L )  کوتاهترين فاصلهx  وL  است.
فرض کنيد  :نتيجهL  خطی با بردارقائمN  وx  نقطه ای درR2 است

ااگ گاLقط آ اش باشد، آنگاهLنقطه ای برpاگر
d( x,L ) = │< x – p,N > │

ض ف ائه ا ا ت ا گ اختا ش اکن اکنون روش ساختاری ديگری را درمورد تعامد ارائه ميدهيم فرض   
 pqبѧر  pqدر  mخطѧی کѧه از نقطѧه . يک پاره خط اسѧت pqکنيد 

.ميگوييمpqعمود است راعمود منصف پاره خط ر پ و ر وييمpqو ي
.به يک فاصله هستند  qو pمجموعه نقاطی ازصفحه است که از  pqعمود منصف پاره خط :تذکر

29
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تقاط ا ط خطوط موازی و متقاطعط

 دو خطL  وm  ،را موازی می گوييم اگرنقطه تقاطع نداشته باشند
  L ││mمی نويسيم دراين صورت

 آزمون زير در مورد خطوط موازی وجود دارد  .
 دو خط  :16قضيهL وm  موازی اند اگر و تنها اگردارای يک

.  راستا باشند 
 17قضيه:

   L = nيا  L ││n، آنگاه  m ││nو  L ││mاگر : الف 
   L ┴ n، آنگاه m ┴ nو  L ││mاگر : ب

30

L = mيا  L ││m، آنگاه  m ┴ nو  L ┴ nاگر : پ



تقاط ا ط خطوط موازی و متقاطعط

 فرض کنيد دوخط  :18قضيهL  وm دراين . موازی هستند
وجودداردبه طوری  d( L,m)صورت، عدديکتايی، به نمايش يش يی ي )ور , ور( ر و و

  y Lو x mکه به ازای هر 
d( x L ) = d( y m ) = d( L m )d( x,L )  d( y,m )  d( L,m )

باشد، آن mو Lيک برداريکه قائم برخطوط  Nدرواقع، اگر 
نقطه هرد ازای به داريLبرmyبرxگاه ، ، داريم Lبرyوmبرxگاه به ازای هردونقطه 

│ N │ d( L )
31

│< x – y,N > │ = d( L,m )



تقاط ا ط خطوط موازی و متقاطعط

خط کنيد فرض :19 قضيه m دلخواه خط L درنقطهرا p می قطع 
  فرض .هستند m و L راستای يکه بردارهای ترتيب، به wو vوکند

)α کنيد  t ) = p + tw پارامتری معادله m صورت، دراين .است  
d( α(t),L ) = │ t ││ < w,v ┴ > │

)d دهد، می تغييرمکان m بر x وقتی رو، ازاين x,L  اعداد همه (
. کند می دوباراختيار را جزصفر، به نامنفی، حقيقی

X

L d( α(t) F ) = │t ││ < w v ┴ > │
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d( α(t),F )  │t ││ < w,v > │



کا انعکاسا

ناميم می پيکره يک را ازصفحه دوبعدی هرزيرمجموعه.  
ديگرجالبترهایپيکرهازهاپيکرهازبرخکهاستطبيع ديگرجالبتر هایپيکرهازهاپيکرهاز برخیکهاستطبيعی
 ازآنجا بلکه تنهاازنظرزيبايی نه متقارنتر، های پيکره .هستند
 .هستند بيشترموردتوجه شوند می يافت درطبيعت که

33
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کا انعکاسا
ررنوعرين خط يک به نسبت تقارنمسطحه،هایپيکره تقارننوعترينساده يببرنیپي

 فرض .ميکنيم بندی فرمول طوردقيق رابه مفهوم اين اکنون .است
  به نسبت ′xو x دونقطه .است N بابردارقائم p از گذرنده خط L کنيد

Lن تندتقا نقطهه دای′xxخطاطاگ xLازع Lخطپارهوسطاگرنقطههستندمتقارنxxاز عمود پای x بر L 
: اگر هستند متقارن L به نسبت ′x و x ديگر، بيان به .باشد

½ ( x + x′ ) = F½ ( x  x )  F
:14پس بنا به قضيه . استLبرخط  xپای عمود از  Fکه درآن 

½ ( x + x′ ) = x - < x – p,N > N   ½ ( ) p,
½ x′ = ½ x - < x – p,N > N      

x′ = x – 2 < x-p,N > N          X

N
F

/X
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کا انعکاسا

 انعکاس نسبت به خطL نگاشتی چونΩL ازE2 بهE2  با
′xتعريف = ΩLx = x – 2 < x –p,N > N      : Lري p,

نقطه ای دلخواه  pو Lيک برداريکه قائم بر Nاست، که درآن 
استLبر .استLبر
 اگرτ  يک پيکره باشد به طوری کهΩ│τ = τ  آنگاه می ،

يي بهτگ بت تLن ا رLخطمتقارن يامح خط رايک رايک خط يامحور Lخط.متقارن است Lنسبت بهτگوييم
.  می ناميمτمتقارن 
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کا انعکاسا

20قضيه:
؛ E2در   yو xنقطه به ازای هردو: الف 

d( ΩLx , ΩLy ) = d( x,y )

؛E2در xبه ازای هر:ب
ΩLΩL x = x

ΩLنگاشت : پ : E2 → E2 دوسوئی است.
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کا انعکاسا

 21قضيه : ΩLx = x  اگروتنهااگرx  L 
نقطهxثابتنقطهرايکTاگرميگوييمTx = xلذاقضيه نقطهxثابت نقطهرايکTاگرميگوييمTx x لذاقضيه  

 ثابت نقاط محورانعکاسبر واقع نقاط کهکند می بيان 21
هستندانعکاسنگاشت .هستندانعکاسنگاشت

دوسوئی نگاشت يک هرانعکاس دهدکه می نشان 20 قضيه 
ييمرابرگشتTنگاشتاستفاصلهحافظبرگشت گ  گوييم می رابرگشتیTنگاشت.استفاصلهوحافظبرگشتی
يعنی .باشد E2 روی همانی نگاشت T2 اگر

T2 T T I
37

T2 = T . T = I 



ت ا اق ط ا ل قابليت انطباق و ايزومتریقا

اگر τ و پيکره يک ΩL آنگاه باشد، انعکاس يک ΩLτ را 
ي ميشود مشاهده .ناميممیLخطبهنسبتτایتصويرآينه ويمیوير ي

 شکل و اندازه يک دارای آن ای تصويرآينهو پيکرههر که
رسmر τو ΩmΩLτ آنگاهباشد،ديگریانعکاسΩmاگر.هستند mي Lو
   .هستند شکل وهم اندازه نيزهم

L
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ت ا اق ط ا ل قابليت انطباق و ايزومتریقا
پيکره“صلب“حرکتبايککهميدهدنشانمشاهدهτدر ي ين ر برب  ر τ پي

    .کرد منطبق ΩmΩLτ بر توان می را پيکره اين صفحه،
م   شهودی مفاهيم دقيقتعريفارائهبرایکليدیخاصيت
  هر، بين فاصله که است اين صلب وحرکت شکل اندازه،
   برپيکره نقطه اين همتای بين بافاصله برابراستτبر نقطه

Ω Ωلافظگاشف اافا ΩmΩLτ.باايزومتری فاصلهحافظنگاشتمجرد مفهوم 
  .کنيم می زيرتعريف صورت به را

کE2E2اTشاگاش تا افظ(ا ا پوشاینگاشتTاز E2بهE2ياحافظ( ايزومتریرايک  
 E2 در Y و X هر ازای اگربه گوييم می ) فاصله

d( TX TY ) d( X Y )
39

d( TX,TY ) = d( X,Y )    



ت ا اق ط ا ل قابليت انطباق و ايزومتریقا
دوپيکرهτ1وτ2مانندايزومتریاگريکميگوييمانطباقراقابلT ر بلτ2وτ1وپي قر وييمب ری ريي  T  يزو

Tτ1 که طوری باشدبه داشته وجود = τ2 داديم نشان قبل بخش در 
 ايزومتریهر چهاگر .است ايزومتری يک انعکاس، نگاشتهر که
  ضرب حاصل ايزومتریهر ديد خواهيم ولی نيست، انعکاس يک

 های سازه ها انعکاس رو، ازاين .است انعکاس سه حداکثر )ترکيب(
ا اا ت ز تنا   .هستندايزومتريهااساسی

ايزومتری هر T از E2 به E2، است دوسويی نگاشتی.  
TXاگاق TYگا آ TXاگردرواقع، = TY، آنگاه 

0 = d( TX,TY ) = d( X,Y )
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. X = Yولذا



ت ا اق ط ا ل قابليت انطباق و ايزومتریقا

.، وجود دارد T-1، يعنی Tبنابراين، نگاشت وارون 
22قضيه: 

  . است ايزومتری نيزيک TS آنگاه باشند، ايزومتری S و Tاگر : الف
ریيرب  .استنيزايزومتریT-1باشد، ايزومتریيکTاگر:ب ریبيزو يزو يز
. است ايزومتری E2 روی I همانی نگاشت : پ
باهمراهE2رویايزومتريهایمجموعهکهدهدمینشانقضيهاين و ینيين یج ريه       ب رE رویيزو

     ايزومتری راگروه گروه اين .است گروه يک )ترکيب( ضرب عمل 
E2باراوآنناميممیI ( E2 دهيممینشان(
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Eباراوآن.ناميممیI ( E    .دهيممینشان(



تقا گروه تقارنگ
کنيدفرضτدرایپيکرهE2ميشودکهديدهبآسانیاست کنيدفرضτدرای پيکرهEميشودکه ديده بآسانی.است  

φ ( τ ) = { T I( E2 ) │Tτ = τ } 
)Iگک E2 قاگاگاا( )Iزيرگروهيک E2    τ تقارن گروه رازيرگروهاين.است (
   τ پيکره تقارن ،ميزانτ تقارن گروه مرتبه بزرگی .ناميم می

 .کند می راتعيين
متقارنتراستτباشد،بزرگترφ(τ)هرچهديگر،عبارتبه   متقارنتراستτباشد،بزرگترφ(τ) هرچهديگر،عبارتبه

   تقارن گروه مرتبه که ميدهيم نشان بعدی های درفصل :مثال
اثلث لات ا6االا
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.است6برابر الاضلاعمتساویمثلث



تقا گروه تقارنگ

واين گѧروه توسѧط انعکايهѧای نسѧبت بѧه هرميانѧه مثلѧث توليѧد    
و ABCمرتبѧѧه گѧѧروه تقѧѧارن مثلѧѧث متسѧѧاوی السѧѧاقين .مѧѧی شѧѧود ينی و رن رو ر
،  AMاست، واين گѧروه توسѧط انعکѧاس نسѧبت بѧه  2برابربا 
شѧѧѧودBCميانѧѧѧه مѧѧѧی توليѧѧѧد دايѧѧѧره، تقѧѧѧارن گѧѧѧروه مرتبѧѧѧه مرتبѧѧѧه گѧѧѧروه تقѧѧѧارن دايѧѧѧره .، توليѧѧѧد مѧѧѧی شѧѧѧودBCميانѧѧѧه

نامتنѧѧѧاهی اسѧѧѧت وايѧѧѧن گرئѧѧѧه توسѧѧѧط انعکهسѧѧѧهای نسѧѧѧبت بѧѧѧه 
شود می توليد دايره .   قطرهای دايره توليد می شودقطرهای

A
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تقال انتقالا

 آيا روش ساده ای برای توصيف خاصل ضرب دوانعکاس
وروجوددارد؟دراين بخش به اين سوال، درحالتی که محورها ی ر و ين ش ين ر ر و و

.  دارای انعکاس موازی اند پاسخ مثبت می دهيم   
اگر اقع، اهmnدر دلخ نقطه آنگاه باشند، ازی م خط د درواقع، اگرmوn   دوخط موازی باشند، آنگاه نقطه دلخواه

p  را برm  انتخاب می کنيم و پای عمود ازp  برn  راQ 
اگرمينامي رت، ص برNدراين قائ يکه باشدmبردار باشد   mبردار يکه قائم بر Nدراين صورت، اگر.ميناميم
:داريم 

Ω ( Ω ) 2( Q )
44

Ωm ( Ωn x ) = x + 2( p – Q )



تقال انتقالا
کنيد وLفرض دلخواه عمودLبرnوmخطوطخطی فرض کنيدLخطوطخطی دلخواه وmوn  برL  عمود

. می ناميم Lرااتتقال درامتداد  ΩmΩnتبديل . باشند
mاگ ≠ nي نا بدي اغي انتقال اين آنگا ، . ، آنگاه اين انتقال راغيربديهی می ناميم m ≠ nاگر  

موازی  Lهردوخط عمودبريک خط E2روشن است که در    
خط موازی اند، خطی عمود بر  ازطرف ديگروقتی دو. اند   

. اين دوخط وجود دارد
 فزض کنيد  : 23قضيهT  انتقالی درامتدادL اگر . استL′ 

نيز  ′Lيک انتقال درامتداد Tباشد، آنگاهLخطی موازی با
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تقال انتقالا

   است اين L درامتداد اثرهرانتقال که دهد می زيرنشان قضيه
رري .افزايد می صفحهرابربردارهایL بردارراستایيککه رر ر ر يیر ز
کنيد فرض : 24 قضيه T درامتداد غيربديهی انتقال يک L 

طوریداردبهvچونبردارراستايیLصورت،درايناست   طوری داردبه vچونبردارراستايیL صورت،دراين.است
x هر ازای به که E2 

Tx = x + vTx = x + v
باشد، آنگاه         Lهر بردار راستای خط  v ≠ 0برعکس، اگر

اTنگاشت ت ا انتقال تLک ا
46

.استLيک انتقال درامتدادTنگاشت



تقال انتقالا
دهѧѧش داده خѧѧط بѧѧر عمѧѧود خطѧѧوط دسѧѧتهE2درLمجموعѧѧه يѧѧک را ر    و ب و  و    ر ي  EرLج

  عمود مشترک اين دسته ناميده    Lخط . خطوط موازی می ناميم
.می شود    و ی

L

خط   دونعکاس نسبت به دو) ترکيب ( مشاهده کرديم که حاصل ضرب 
دسته اين مشترک درامتدادعمود انتقال يک موازی، خطوط دسته ازيک دسته خطوط موازی، يک انتقال درامتدادعمود مشترک اين دستهازيک

حال ساختمان جبری مجموعه ايزومتريهای حاصل ازانعکاسهای. است
دهي م قرار بررس مورد را موازی خانواده اين به نسبت
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. نسبت به اين خانواده موازی را مورد بررسی قرار می دهيم 



تقال انتقالا
تدا تداددهاانتقالکناهاانتقالها Lا امتداد در های انتقال.کنيممیرابررسی هاانتقالمجموعهابتدا L 
TRANS با را ( L   .دهيم می نشان (

TRANS:25قضيه ( L هيک( هبايکريختآبلگر جمعگر 25قضيه:TRANS ( L  جمعی گروه با يکريختوآبلیگروهيک (
  .است حقيقی اعداد

کنيدفرضPبرخطعمودخطوطدستهيکLتوليدگروهاست کنيدفرضPبرخطعمودخطوطدستهيکL توليد گروه .است
Ωm، m انعکاسهای همه توسط شده P، باراREF (P) می نشان
REF ديگرعبارتبه.دهيم ( P) رريم )ي )

I زيرگروه کوچکترين    (E2) همه شامل که طوری به است Ωmها
TRANSدرنتيجه،.باشدمی ( L REFگروهزيريک( ( P .است(
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يج.بی   TRANSر ( L REFروزيري( ( P ) .    
       



تقال انتقالا

انعکاس سه قضيه ( 26 قضيه ( : 
موازیخطوطدستهبهمتعلقخطسهγوβوαکنيدفرض  موازی خطوط دستهبهمتعلقخطسه γوβوαکنيدفرض

P مشترک عمود با Lخط صورت دراين .هستند δ به متعلق
 :که طوری به دارد وجود دسته اين

ΩαΩβΩγ = Ωδ
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تقال انتقالا

صورت به متفاوت های گونه به توان می را شده داده انتقال يک 
 زيرمی قضيه در را مطلب اين .داد نمايش انعکاس دو حاصلضرب

ي .آوريمآ
کنيد فرض: ) انتقالها نمايش قضيه ( 27 قضيه T = ΩαΩΒ

TRANSازعضوی ( L دلخواهدوخطnوmاگراست( TRANSازعضوی   ( L  دلخواه دوخط n وmاگر.است(
 ′nو ′m مانند فرد بهمنحصر دوخط آنگاه باشند L خط بر عمود
  دارد وجود

:که طوری به    
T = ΩmΩm′ = Ωn′Ωn .
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تقال انتقالا

هرعضو متعلق به : نتيجهREF ( P )  انتقالی درامتدادL 
. است Pبا يک انعکاس نسبت به خطی متعلق به ق ی س ي

 Ωb Tμ

Ωa T2 ( a – b ) Ω a – μ/2

Tλ Ω b + λ/2 T λ + μ
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تقال انتقالا

کنيد فرض v در برداری E2 توسط انتقال .است v با را  
vصورتبهراآنو دهيممینمايشז vوررنويمیيش

V x = x + v     ז
vاگر(کنيمتعريف = =آنگاه0 Iتهمانانتقالז )ا vاگر(.کنيممیتعريف = =آنگاه0 Ivاست همانی انتقالז(

مجموعه : 28 قضيه T ( E2    E2 ازانتقالهای متشکل (

گگ Iازگروه آبلیزيرگروهيک ( E2 .است(
گروه:نتيجهT ( E2  برداری، جمع تحت،R2باگروه(
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دورانا
ط فرض کنيدL = p + [v] خطی بابردارراستای يکهv است

- )در بازه θعدد حقيقی منحصر به فرد π,π وجود دارد  [ (
به قسمی که

v = ( cosθ , sinθ )v  ( cosθ , sinθ )                        
ΩL = τp ΩL0τ-p               

ΩL0                                                                 


























2

1

2

1

2cos2sin
2sin2cos

x
x

x
x



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 22 2cos2sin xx 



دورانا

 ،به عبارت ديگرΩL0 : R2 → R2 يک تبديل خطی روی
ماتريس نمايشگر اين تبديل خطی .است R2فضای برداری ر یر ي ين ر ي ريس

.  نشان می دهيم ref θرابانماد 


             ref θ =            








 


2cos2sin

2sin2cos

اين ماتريس، نمايشگرتبديل انعکاس نسبت به خط گذرنده از   

54

cosθ,sinθ )بردار راستای بامبدا .است (



دورانا
فرضکنيممیبررسیراانعکاسهاماتريسجبراکنون فرض .کنيم می بررسیراانعکاسهاماتريسجبراکنون 

      ازمبدا گذرنده خط m0 و بگذرد p نيزاز m خط کنيد
)اگااشاا i ) )اگرصورت،دراين .باشدmباموازی     cosφ, sinφ ) 

که شود می ديدهبآسانیآنگاهباشد،m بردارراستایيک    

f θ f   )sin()(2cos ref θ ref φ =                                            







 )(2cos)(2sin

)()(


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دورانا

 ماتريسrot θ  را به صورت زير تعريف می کنيم :

rot θ =                                       






 



cossin
sincos

اگردوخط α و β ازنقطه p ،ايزومتری آنگاه بگذرد ΩαΩβ   

  cossin

β

    همانی نگاشت گاه آن β = α اگر .ميگوييم p حول دوران را
استαبهمتعلقpدلخواههرنقطهحولدورانی
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.استαبهمتعلقpدلخواه هرنقطهحولدورانی



دورانا

غيربديهی دوران را آن نباشد، همانی نگاشت اگردورانی 
ن┴βروييمی  دور نيم يک راΩαΩβدوران،β ┴αاگر.گوييممی αور β وريمير
.ناميم می

p
x 

p


x
x 

 مجموعه دورانهای حول مبدا يک گروه آبلی  : 29قضيه
x
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.استso ( 2 )، به نمايش



دورانا
گروهso ( 2 خاص( متعامد گروه ناميمE2را می گروهso ( 2 )را گروه متعامد خاصE می ناميم  .

30ق 30قضيه:
ref θ ) : الف  )( rot φ ) = ref ( θ – φ/2 )

):ب rot θ )( ref φ ) = ref ( φ + θ/2 ) rot θ ):ب )( ref φ )  ref ( φ + θ/2 )                 

( f θ )( f )( f Ψ ) f ( θ Ψ )
58

ref θ ):پ )( ref φ)( ref Ψ ) = ref ( θ – φ + Ψ )



دورانا

انعکاس با همراه مبدا حول دورانهای مجموعه : 31 قضيه  
گروهايناستگروهازمبدايکگذرندهخطوطبهنسبتهای    گروه اين .استگروهازمبدايکگذرنده خطوطبهنسبتهای

o رابا وآن .ناميم می متعامد راگروه ( 2 . دهيم می نمايش (
S ا(2)2)شا(ااگک(2) So o در2)شاخص(باانديس زيرگروهيک(2) . است (2)

 ref φ rot βφ β

ref θ rot 2( θ – φ ) ref ( θ – β/2 )

t f ( /2 ) t ( β )
59

rot α ref ( φ + α/2 ) rot ( α + β )



دورانا

کنيد فرض p مجموعه .باشد دلخواه ای نقطه Pاز متشکل    
ميناميمpازگذرندهخطوطدستهراpازگذرندهخطوطهمه   .ميناميم p از گذرندهخطوطدستهراp ازگذرندهخطوطهمه

} مجموعه توسط شده توليد زيرگروه ΩL │LP     گروه در {
І( E2 کت( اگک ت لا شا І( E2   شامل ايزومتريهایگروهکوچکترينيعنی(

{ ΩL │Lp REF با را { (p) = REF (p) ميدهيم نشان    
ROT رابا p حول های دوران تمام مجموعه (p) می نمايش   

دهيم
60

   .دهيم



دورانا

 فرض کنيد  : 32قضيهP  دسته خطوط گذرنده ازنقطهp 
:است دراين صورت 

ROT (p)  so(2)
REF (p)  o (2) (p) ( )

 فرض کنيد ) سه انعکاس ( 33قضيهα  ،β وγ سه خط
فردpازنقطهگذرنده منحصربه خط صورت دراين σباشند  σباشند دراين صورت خط منحصربه فرد pازنقطهگذرنده

:، وجوددارد به قسمی که pگذرنده از 
= ΩΩ Ω Ω
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 = ΩσΩαΩβΩγ



دورانا

 فرض کنيد ): نمايش دوران ها (  34قضيهT = ΩαΩβ   
از ROTعضوی (p)وLاز گذرنده .باشدpخطی ز ز LوROT (p)وی  ر  . بpی 

گذرنده از  ′mو  mدراين صورت، خطوط منحصربه فرد    
ط   pوجود دارند به طوری که ،

T = ΩLΩm = Ωm′ΩL
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ل ا کا انعکاس های لغزندها

کرده رامعرفی ودوران انتقال انعکاس، –ايزومتری نوع سه تاکنون 
 يک طورخلاصه يابه لغزنده انعکاس ايزومتری، چهارم نوع .ايم
 و انعکاس يک ضربحاصللغزهيکتعريفبنابه.داردناملغزه
   .است محورانعکاس درامتداد انتقال يک

اگ گ طΩا کا اLا ا قال ا انتقالی درامتداد  τvوLانعکاسی نسبت به خط ΩLبه بيان ديگر، اگر
L  باشد، آنگاهτvΩL رايک لغزه می ناميم  .

A L
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B C



ل ا کا انعکاس های لغزندها
اگر طورصريح، Lبه = p + [ v از[ حاصل لغزه آنگاه ، ر  ريح  ور ز L  p  [ v ]ب  ل  ز    

L وv  عبارت است از :
τvΩLx = x – 2< x – p,N >N + vτvΩLx x 2  x p,N N  v

توجه می کنيم که . است │v┴/│vبرداريکه  Nکه درآن 
Ω τ x = τ Ω xΩLτvx = τvΩLx

   می جابجا باهم ميسازند، را لغزه يک که انتقالی و انعکاس لذا،
ند .شوندش
     را دلخواه خط سه به نسبت انعکاسهای ضرب حاصل اينک
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     .دهيم میقراربررسیمورد



ل ا کا انعکاس های لغزندها

 فرض کنيد  : 35قضيهα  وβ  وγ  سه خط متمايزهستند به
اين در.طوری که متقارب با هم ودوبدو با هم موازی نيستند ي ز و م و و و م ر ينرور

 .يک لغزه غيربديهی است ΩαΩβΩγصورت 
α

p
m

α

F n′
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γ
n │

β



ل ا کا انعکاس های لغزندها

 فرض کنيد  : 36قضيهT  يک لغزه وΩα        يک انعکاس
يک انتقال يا دوران ΩαTدراين صورت.دلخواه است ورو ين نαر ور ي ي

.است

L

α

L

a
p
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ل ا کا انعکاس های لغزندها

انعکاس متناهی تعدادی ضرب حاصل که را هرايزومتری 
.ناميم میحرکتيکباشد يمیري

انمراهرحرکت:37قضيه رتبهت حاصلضربص حاصلضرب صورتبهتوانمیراهرحرکت:37قضيه 
 .نوشت انعکاس سه دويا يک،

انعکاس دورانها، انتقالها، ازهمه است مرکب حرکتها گروه  

67

.هاولغزهها



ت ا گ ا ت ساختمان گروه ايزومتریا

 هرايزومتری  : 38قضيهE2 يک حرکت است.
اگر:لمTکه طوری به باشد ايزومتری T(0)يک = 0 اگر:لمT يک ايزومتری باشد به طوری کهT(0)  0   

: آنگاه 
< Tx Ty > = < x y >< Tx,Ty > = < x,y >

T = ref θياT = rot θای،θوبه ازای
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط
pايزومتریثابتنقطهرايکTاگرگوييممیTp = pقضيه pي ریبر Tp روييمیTيزو p ي 

    .هااست ايزومتری ثابت نقاط مجموعه زيردرمورد
ي :39قضيه

             .نيست ثابت نقطه دارای غيربديهی انتقال يک : الف
ثابتنقطهاينداردثابتنقطهيکدقيقاغيربديهیدورانيک:ب ني:ب يهیور  ب  ين .ربيي يرب

                            .شود می ناميده مرکزدوران
.است محورانعکاسخطاين.داردثابتازنقاطخطیهرانعکاس:پ سپ سينربزیر ور
  .نيست ثابت نقطه دارای غيربديهی هرلغزنده : ت
هستندهمانیتابعثابتنقاطصفحه،نقاطهمه:ث
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   .یبعب :



ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

 مجموعه نقاط ثابت هرايزومتری برابربا يکی از  :نتيجه
است زير های :مجموعه ی زير  و  :                                     ج

)                                 دوران ( تک عضوی : الف 
خط کا(ک )ان )                                      انعکاس(يک خط:ب   

)                          انتقال يالغزه ( مجموعه تهی : پ     
)همانی (  E2تمام صفحه : ت     
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

اگر که ميبينيم 2 درفصل L و خط يک T ايزومتری يک 
دوسوييکايزومتریهراستخطيکTLآنگاهباشد،   دوسويی يک ايزومتریهر.استخط يکTLآنگاهباشد،

T : L1→ L2 خطوط مجموعه روی L دهد می دست  به. 
گطگ طگآ TL کهباشدخطیLاگر = Lکه ميگوييمآنگاه L خط يک 

 برحسب E2   ايزومتريهای بندی دسته .است T ثابت
 .است مفيد آنها ثابت خطوط
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط
40قضيه: 40قضيه:

    از موازی ای دسته L خط درامتداد غيربديهی هرانتقال : الف
ط اثاط                .داردثابتخطوط

 راثابت cمتقاربدر ازخطوط ای دسته cمرکز هرنيمدوربه : ب
                                                        .دارد می نگه

نوووپ    انعکاس ثابت خطوطبرآن،عمودخطوطودستهmخط:پ سور
Ωm هستند.                                                              
،هرلغزهثابتخطتنها:ت رشغيربديه تمح ا
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 .است محورشغيربديهی،هرلغزهثابتخطتنها:ت
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دو فصل دومفصل

تبديل آفين در صفحه اقليدسی
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آف ل تبديل آفينت

 رديم  1درفصلѧی .  دو جنبه اساسی هندسه را بررسی کѧيک
وقوع همخطی(جنبه مفهوم متريک)برمبنای جنبه وديگری وع ب و ی(ج هوم  ی  ب ري )بر ب  ری ج ي و

ايزومتريها تبѧديل هѧايی هسѧتند کѧه ) برمبنای مفهوم فاصله ( 
د کنن م ظ حف را يات خصوص ن .    ايѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧن خصوصѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيات را حفѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧظ مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧی کننѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧداي

دراين فصل تبديل هايی را مطالعه می انيم که وقѧوع راحفѧظ 
تند ن له فا افظ ا لز ل دکنند ه ا ن ا اين بررسی را بѧه دو .ميکنند ولی لزوما حافظ فاصله نيستند

يکی اين ميخواهيم پيکره ها رابرحسѧب . دليل انجام می دهيم
ط ل ط آ ل

75

شکل آنها، به جای شرط قويتر قابليت انطباق، دسته بندی 



آف ل تبديل آفينت

 به عنوان مثال، تبديلهايی رامعرفی ميکنيم که مثلثهای . کنيم
کنند م رامشخص محاسباتمتشابه آسانتربودن دوم، دليل دليل دوم، آسانتربودن محاسѧبات .متشابه رامشخص می کنند

استفاده از خواص جبری معرف ايزومتريهای پر درد . است
سرتر ازکارکردن با خواصی است که صرفا برمبنای وقѧوع 

. ارائه می شوند
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آف ل تبديل آفينت

دوسويی نگاشت : تعريف T : E2 → E2 خطی هم يک را 
رابرخطبريکواقعp،q،rنقطههرسههرگاهگوييممی عpqrرروييمی بر  بري و  ر
 ، p يعنی، وبرعکس .ديگربنگارد خط بريک واقع نقطه سه
q،rاگروتنهااگرباشندهمخطTp،TqوTrباشندهمخط q،rاگروتنهااگرباشندهمخطTp،TqوTr باشند همخط. 
نگاشت : تعريف T : E2 → E2 ميگوييم آفين تبديل رايک 

  چون وبرداری Aمانندپذيریوارون 22اگرماتريسگ
bR2 که، طوری به باشد داشته وجود  xR2 :

77
Tx = Ax + b 



آف ل تبديل آفينت
نکتاتذک تا ز تکتکا ا هر است، حرکتيکهرايزومتریاينکهبهتوجهبا:تذکر 

  .است آفين تبديل يک ايزومتری
همخطی دومفهوم که دهيم می زيرنشان های درقضيه :تذکر 

.يکسانندآفينوتبديل ي ب يينو
ماتريس :تذکر A وبردارb آفين تبديل مذکوردرتعريف T به 

يگانه طایط يينTت ندت اقش bد = T(0) b درواقع.شوندمیتعيينT توسطایطوريگانه = T(0) 
 بردارهای A ماتريس های ستون که، شود می ديده وبآسانی
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 Tε2 – b  , Tε1 - b



آف ل تبديل آفينت

ماتريس .هستند A راجزخطی T وبردار b راجزانتقالی T 
وييم .ميگوييم ي

است خطی هم يک آفين هرتبديل : 1 قضيه.  
متری:نتيجه تهمخطيکهرايز ا استهمخطیيک هرايزومتری:نتيجه. 

است آفين تبديل يک هرهمخطی :2 قضيه.  
رامترادف “ همخطی“کلمهفصلدراينپس،ازاين:تذکر 

  .بريم کارمی به “ آفين تبديل “ با
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آف ل ت ک ثا خط ثابت يک تبديل آفينط
نTاگ آف ل د ت اLک آنگ د اش ض ف TLخط اگرTين وѧديل آفѧيک تبL اهѧد، آنگѧی باشѧط مفروضѧخTL 

 TLدرقضيه زيرنشѧان مѧی دهѧيم کѧه چگونѧه . يک خط است
.مشخص می شود Lو  Tبرحسب داده های معرف 

د:3قضيه کني وTفرض ين آف ديل تب Lيک = p + [ v ] يهѧد :3قضѧرض کنيѧفT ين وѧديل آفѧک تبѧيL = p + [ v ] 
:  خطبابرابر TLدراين صورت . يک خط است

] Tp + [ Av
ماتريس درآن که باشدTجزخطیAاست، می

80

. می باشدTجزخطیAاست، که درآن ماتريس 



آف ل ت ک ثا خط ثابت يک تبديل آفينط

 فرض کنيد  :نتيجهT  یѧا جزخطѧين بѧديل آفѧيک تبA  زѧو ج
Lخطاستbانتقال = p + [v]ثابت خط استTيک اسѧت  Tيѧک خѧط ثابѧت L = p + [v]خѧط .اسѧتbانتقالی

باشد و  Aيک بردارويژه  vاگروتنهااگر 

( A – I )p + b  [v]( A – I )p + b  [v]
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آف ل ت ک ثا خط ثابت يک تبديل آفينط

4 قضيه : 
و    نقطه آنگاه باشند،متقاطعTآفينتبديل ثابتاگردوخط:الف عينير

         .است ثابت T تحت آنها تقاطع  
هرخطآنگاهباشند،موازیTآفينتبديلثابتاگردوخط:ب     هرخط آنگاه باشند،موازیTآفينتبديلثابتاگردوخط:ب

    ثابت T نيزتحت خط دو اين با موازی خطوط دسته به متعلق
       .استاست
   تبديل هر تحت آنها های نگاره باشند، موازی خط اگردو : پ
ازآف ز انن
82

     .اندنيزموازیآفين



آف AF(2)گ AF(2)گروه آفين

اگر . اکنون ترکيب تبديل های آفين رابررسی ميکنيم
Tx = Ax + bو

~~~
bxAxT     Tx  Ax + b و

گا آ اش آف ل ت

bxAxT 

دوتبديل آفين باشند، آنگاه 

bbxAAxTT 
~~~

)(

bbAAATT

bbxAAxTT 
~~~

)(
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bbAxAAxTT 



آف AF(2)گ AF(2)گروه آفين

لذا، ترکيب دوتبديل آفين يک تبديل آفين، با جزخطی AÃ 
است اگر.وجزانتقالی که است Ãروشن = A-1و bbA 

~
ی           ر .وجز ن    و Ã  Aرو

پس هرتبديل آفين وارون پذيراست،  TŤ = Iآنگاه              
Tاگ A + bآنگا

bbA 

bAb 1
~



، آنگاهTx = Ax + bواگر
T-1x = A-1x – A-1b

اين مطاب نشان می دهد که مجموعه تبديلهای آفين روی    
R2 دهد می تشکيل گروه يک ترکيب تحت
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Rتحت ترکيب يک گروه تشکيل می دهد  .         



آف AF(2)گ AF(2)گروه آفين

 ين روی  : 5قضيهѧمجموعه همه تبديلهای آفR2  لѧت عمѧتح
است گروه يک آفين توابع ينترکيب آف روه گ را روه گ اين اين گѧروه را گѧروه آفѧين .ترکيب توابع آفين يک گروه است

R2  اѧѧѧѧѧѧѧاميم وآن رابѧѧѧѧѧѧѧی نѧѧѧѧѧѧѧمAF(2) يمѧѧѧѧѧѧѧی دهѧѧѧѧѧѧѧان مѧѧѧѧѧѧѧنش    .
ط .        را ميتوان توسط يک ماتريس نشان داد AF(2)هرعضو

 b

















 12111 ,

aa
aa

A
b
b

b
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آف AF(2)گ AF(2)گروه آفين

 حال اگرTx = y = Ax + b  ودѧی شѧآنگاه بآسانی ديده م،
که معادله ماتريس
































2

1

22221

11211

2

1

x
x

baa
baa

y
y

روهبرقراراستѧدرگ آفѧين درتبѧديل ترکيѧب عمل همچنين،

 11001

همچنين، عمل ترکيѧب درتبѧديل آفѧين درگѧروه .برقراراست
AF(2)  هایѧ3متناظرباحاصلضرب ماتريس3  اѧاظر بѧمتن

.اين تبديل ها
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آف AF(2)گروه آفينAF(2)گ

رѧѧذا، اگѧѧلGL(3)  ایѧѧاتريس هѧѧروه مѧѧ3گ3  اهѧѧد، آنگѧѧوارون پذيرباش
AF(2)رѧزي يک عنوان به توان درنظرگرفѧتGL(3)گѧروهرامی AF(2)رѧروهرامی توان به عنوان يک زيѧگGL(3)  تѧدرنظرگرف

اين نمايش تبديلهای آفين را ميتوان به صورت ساده و بلوکی











10
bA

T
.نوشت   





 10
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آف ا ا قضيه اساسی هندسه آفينق
ا ق قا آف ه هE2ن ا تن که گ هندسه آفين حقايقی را درموردE2 هѧدربرمی گيرد که تنها ب

خواص وقوع بستگی دارند ، ولی به تعامد و فاصѧله وابسѧته 
تن لن ت ا ال ث خ آف ه ن ه اگ اگر چه هندسه آفين خود مبحث حالی اسѧت، ولѧی در .نيستند

اينجا جنبه هايی از اين هندسه مورد نظراست کѧه بѧرای حѧل 
ن ا ک ه ا کل ش ا تق اق انط ت ل قا .    مسѧѧѧائل قابليѧѧѧت انطبѧѧѧاق و تقѧѧѧارن شѧѧѧکلها بѧѧѧه کѧѧѧارمی رونѧѧѧدائل

قضيه اساسی هندسه آفين بيان می کند کѧه متنѧاظر بѧا هѧر دو 
ا ان ت د ف ه ن ن آف ل د ت ک شد داد مثلث داده شده، يک تبديل آفين منحصر بѧه فѧرد مѧی تѧوان يѧا ثلث
فت به طوری که اين دومثلث را در رابطه بѧا يکѧديگر قѧرار 

دهد
88
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آف ا ا قضيه اساسی هندسه آفينق
اطق آ ل فرض کنيد:6قضيهp  وqدونقطه وTيک تبديل آفين است  .

دراين صورت،
الف t R :الف tR

T( ( 1 – t )p + tq ) = ( 1 – t )Tp + tTq
ط واقع است يعنیqوpميانxنقطه:ب

( x = ( 1-t )p + tq , 0<t<1 )
گ بعلاوه .باشدTqو TpميانTxاگرو تنها اگرگ

),(),( TxTpdqpd

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آف ا ا قضيه اساسی هندسه آفينق

 7قضيه : 
آفين آنگاهTاگرتبديل دارد، نگه ثابت را متمايز نقطه دو ،T     T، دو نقطه متمايز را ثابت نگه دارد، آنگاه Tاگرتبديل آفين

. همه نقاط خط گذرنده ازاين دونقطه راثابت نگه می دارد
آف ل ت آTاگ ا گ اثا ط ا قط سه نقطه ناهمخط راثابت نگه دارد، آن Tاگرتبديل آفين:ب

.تبديل همانی است Tگاه 
.  اکنون قضيه اساسی هندسه آفين را بيان می کنيم
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آف ا ا قضيه اساسی هندسه آفينق

 قضيه اساسی آفين (  8قضيه : (
مثلث هردو ازای فرد′P′Q′RوPQRبه منحصربه آفين تبديل  به ازای هردو مثلثPQRوP Q R تبديل آفين منحصربه فرد
T  وجود دارد به طوری که:

TP = P′  وTQ = Q′   وTR = R′ TP  P  وTQ  Q  وTR  R
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آف کا انعکاس آفينا

 فرض کنيد نقاطP  ،Q  ،R  درصفحهE2 همخط نيستند  .
را ثابت نگه  Pرا، به طوری کهTتبديل منحصر به فرد  ر ر وري رر

)  قضيه اساسی ( رابا هم جابجا ميکند  Rو  Qميدارد ولی 
اين تبديل آفين رابا نماد .يک انعکاس آفين می ناميم م ری

[ P ; Q ↔ R ]
دهي م Qنمايش .  نمايش می دهيم

P

Q
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آف کا انعکاس آفينا

 ریѧک ايزومتѧا يѧين لزومѧبزودی می بينيم که هر انعکاس آف
ولی، انعکاسهای آفين دربرخѧی ازخѧواص ) 11قضيه(نيست 

.انعکاسهای معمولی سهيم هستندل
 يهѧѧيم  : 9قضѧѧرض کنѧѧفM   طѧѧاره خѧѧط پѧѧه وسѧѧنقطQR  وP 

ط درايѧن صѧورت، انعکѧاس .اسѧتRوQبѧا نقطه ای نѧاهمخطط
[ P ; Q ↔ R ]آفين                              

ط گط ث ط ، وتنها اين نقاط، راثابت نگه می دارد PMهمه نقاط خط
L

P
R M
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آف کا انعکاس آفينا

 يهѧين  : 10قضѧاس آفѧانعکT = [ P ; Q ↔ R ]  طѧخPM 
و تنهѧااين خطѧوط، راثابѧت نگѧه مѧی QRوهر خط موازی با  ز و ر یو ر و ين و

. دارد
آفين:11قضيه Tانعکاس = [ P ; Q ↔ R ايѧزو[ يѧک انعکاس آفين:11قضيهT  [ P ; Q ↔ R ]  زوѧک ايѧي

متری است اگروتنهااگر
QRPMP

M

QRPM ┴

Q

N
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قيچیق

 با استفاده ازقضيه اساسی آفين، می توانيم دسته های ديگری
سѧه  P ،Q ،Rفرض کنيم .ازتبديل های آفين راتعريف کنيم يم ري ر ين ي يمز رض

تبديل آفين منحصربه فردی را که هѧر . نقطه نا همخط هستند
را ثابت نگه مѧی  QRو موازی باPنقطه بر خط گذرنده از ز ر یزر ر

می نگارد، يک قيچی می ناميم وآن رابا  Rرابر  Qدارد و 
[ P ; Q → R دهيم[ Qمی R [ P ; Q → R ]   می دهيم.

P
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قيچیق

 يهѧی  : 12قضѧت قيچѧاط ثابѧه نقѧمجموع[ P ; Q → R ] 
از گذرنѧѧده خѧѧط بѧѧاPبرابربѧѧا مجموعѧѧه.اسѧѧتQRومѧѧوازی ز ر  برب   زی بPبر و و .  QRو ج

.است QRخطوط ثابت اين قيچی، دسته خطوط موازی با 

 ذکرѧی : تѧک قيچѧѧت يѧاط ثابѧکل ازنقѧѧط متشѧخT  ورآنѧѧرا مح
. می ناميم
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قيچیق

 قيچی  : 13قضيهT ورѧکه نقاط ثابت آن محx1  )ورѧمحx  (
.باشد، ماتريس به صورت زيردارد





 01 

تذکر:










100
010s

ر
sλ ،λهرماتريس به صورت : الف  ، متناظربايک قيچی 0 ≠
.استاست
يک تبديل آفين باشد، آن  pو  Lيک قيچی بامحور  Tاگر: ب 
pگاه p-1بامحور قيچ استpLيک
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قيچیق

 اگرمحور قيچیT  خط افقی گذرنده از نقطهp  باشد، آنگاه
Tx = p + sλ ( x – p )

تاTاگ ا گذ ا از ازمبدا بگذرد ودرراستایTواگرمحور
( cosθ , sinθ ) = ( rotθ )ε1

گ باشد، آنگاه 
Tx = ( rotθ ) sλ ( rot( -θ ) x )

ا ق تلذا ا ت p + [ ( rotθولذا هرقيچی بامحور )ε1 ميتوان بصورت[
Tx = p + ( rotθ )sλ( rot( -θ ) )( x – p )

درآن که λنوشت، ≠ است0 حقيق عددی
98
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ا تجانست

 تبديل آفينT  رخطѧيک تجانس ناميده می شود اگربه ازای ه
L،TL = LياTL││Lیѧم بѧديهی تجѧانس را همѧانی نگاشت ، LTL  LيTL││L ی يهی  س ب ج ی ر    

. گوييم

 انس  : 14قضيهѧه دارد، تجѧت نگѧه را ثابѧه دونقطѧتجانسی ک
.  همانی ناميده می شود
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ا تجانست

 ک 14بنا بر قضيه  :تذکرѧداکثر يѧديهی حѧهر تجانس غيرب ،
تجѧانس را کѧه دقيقѧا يѧک نقطѧه ثابѧت داشѧته .نقطه ثابѧت دارد ير ي ر س

باشد، يک تجانس مرکزی، ونقطه ثابت آن را مرکز تجѧانس 
م. می ناميم ی
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ا تجانست

15 قضيه : 
: صورت به توانمیراCمرکزبامرکزیهرتجانس:الف س زر زر نیرر ورو

Tx = C + K( x – c )
k│عددنوشت ناميممیتجانسضريبرا│ k│عدد.نوشت .ناميممیتجانسضريب را│

 .است انتقال ندارد ثابت نقطه هيچ که تجانسی : ب
ط:16قضيه طمرکزیتجانسيکثابتخط دقيقاخط دقيقاخطوطی مرکزیتجانسيکثابت خطوط:16قضيه 
 .گذرند می ازمرکزتجانس که هستند
Kبامرکزیتجانسيکهرنيمدور،:تذکر = 1
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تشابهتشا
نگاشتT : E2 → E2ابه تش نگاشت ضريب(رايک ا ب تѧنگاشT : E2 → E2 ابهѧت تشѧک نگاشѧريب ( رايѧا ضѧب

،  E2درyو xميناميم اگر، به ازای هر )  K>cتشابه 
d( Tx,Ty ) = kd( x,y )

اقضيه ب مشابه شيئ ميتوان دردومرحله که ميدهد زيرنشان زيرنشان ميدهد که دردومرحله ميتوان شيئی مشابه بѧا قضيه
يک تجانس مرکѧزی انѧدازه شی ديگر به دست آورد ابتدا، با

سپس بايک ايزومتری اين شѧيئی را و. رابه دست می آوريمآ
.   به محل مناسب حرکت می دهيم
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تشابهتشا

ايزو بايک مرکزی تجانس يک ترکيب هرتشابه،:17 قضيه 
ينييرويژر  .است آفينتبديليکهرتشابه ويژه،به.استمتری

18 قضيه:
تشابه،TTاگر:الف kتشابهباضرايبترتيب،بهد  و k1 تشابه باضرايبترتيب،بهدوتشابه،T2وT1اگر:الف
K2 آنگاه باشند T1T2 تشابه باضريب تشابه يک k1k2 است.

گگ  تشابه يک T-1آنگاهباشد،kباضريبتشابهيکTاگر:ب
.استk/1تشابهضريببا
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تشابهتشا

 مجموعه تشابه های روی :نتيجهE2  عѧهمراه با ترکيب تواب
Sim ( E2يک گروه تشکيل می دهѧد ايѧن گѧروه را بѧا نشѧان  ( ر رو ن ي ی ي رو )ي ن(

.می دهيم

 دو پيکرهд1  وд2  ابهѧت تشѧوييم اگرنگاشѧرا متشابه ميگT 
که ری ط به باشد داشته د وجود داشته باشد به طوری کهج

T д1 = д2 
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آف تقارن آفينتقا

 دѧѧرض کنيѧѧفд تѧѧره اسѧѧک پيکѧѧه . يѧѧين کѧѧديل آفѧѧتبд  تѧѧراثاب
مجموعѧѧه همѧѧه . مينѧѧاميمдنگѧѧه مѧѧی دارد، يѧѧک تقѧѧارن آفѧѧين ين رن ي ر يمдی وي

ايѧن گѧروه را گѧروه . يک گروه تشکيل مѧی دهѧد дتقارنهای 
می ناميم و آن رابا نماد дتقارن های آفين ين رдرن ن و يم ی

A I( д ) = { TAF(2) │T д = д }

ميدهي پسنشان است آفين تبديل يک متری هرايز ن :چ :  چون هرايزومتری يک تبديل آفين است پس .نشان ميدهيم  
I ( д )  A I (д )  AF(2) 
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آف تقارن آفينتقا

 دربخش بعدی، چار چوبی برای دسته بندی تقارن های آفين
ميدهيم ارائه ها ازپيکره وسيعی يم.کلاس ي ر  ر   زپي ی  ي . س و

 فرض کنيد پيکره : 19قضيهдتنها شامل يک نقطه باشد  .
ت ن ا :دراين صورتد

A I (д)  GL(2)

 .وارون پذير است 22گروه ماتريسهای  GL (2)که درآن    
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آف تقارن آفينتقا

 فرض کنيد پيکره : 20قضيهд  هѧمجموعه ای شامل دونقط
صورت،باشد ماتريسهایAI(д)دراين اگروه ه22ب ب بѧه  22بѧاگروه ماتريسѧهای AI(д)دراين صورت، .باشد

:صورت
 1











0
1

  .، يکريخت استµ≠ 0که درآن    
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آف تقارن آفينتقا

 اگردراين قضيه بنويسيم  :تذکر

  11
















 
 







 0
1

,
0
1

,, TT

+Tآنگاه می توان نشان داد که مجموعه 
λ,µها يک زير گروه

  00

,µ

 AP(д مجموعه های جالب ايناز زيربرخی ديگر. است (
از عبارتند :گروه
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آف تقارن آفينتقا

Iگروه : الف  (д)  که توسطλ= 0 ،µ= 1تعيين ميشود  .
+T }گروه:ب

λµ │µ= 1 } متشکل ازهمانی وقيچيهايی که در رλµ │µرو يی يچي و ی ز
. راثابت نگه می دارند д داده شده در نقطه
}مجموعه:پ T+ │µ= -1 آفين{ های ازانعکاس متشکل T }مجموعه:پ λµ │µ= 1 } متشکل ازانعکاس های آفين

.که اين دونقطه راثابت نگه می دارند
ه:ت }گر T+ │λ 0 > 0 کشش{ ازهمان متشکل +T }گروه:ت

λµ │λ = 0, µ > 0 } متشکل ازهمانی وکشش
)  yمحور (  X2های درامتداد محور 
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آف تقارن آفينتقا

 ن    :تذکرѧه ايѧد کѧواهيم ديѧويری خѧه تصѧه هندسѧس ازمطالعѧپ
ط ه تند ه ت خط ه ن آف ا ت ه ها ل د تبديل ها همتѧای آفينѧی همخطѧی تصѧويری هسѧتند بѧه طѧوری ت

درهندسѧѧѧه . نقѧѧѧاط يѧѧѧک خѧѧѧط راثابѧѧѧت نگѧѧѧه مѧѧѧی دارنѧѧѧدکѧѧѧه
: نگاشѧѧѧتها بѧѧѧه دو نѧѧѧوع تقسѧѧѧيم مѧѧѧی شѧѧѧوند تصѧѧѧويری، ايѧѧѧن

وبالابری(همانستگ ياهمولوژی )مانستگ )مانستگی ياهمولوژی وبالابری (همانستگی
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ا نيمخط وزاويهط

 فرض کنيمp  نقطه ای متعلق بهE2  وv در . برداری غيرصفر باشد
اين صورت،

R = { p + tv │t  0 }
. می ناميم vوبردارراستای  pرايک نيمخط با مبدا 

.اکنون اندازه زاويه را تعريف می کنيم  
دѧرض کنيѧفuوv هѧلاع زاويѧتای اضѧه راسѧای يکѧبردارهA  تندѧهس ع

: برحسب راديان رابرابربا  Aاندازه 
 = cos-1 < u,v >
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ا نيم خط و زاويهط

 ر  :تذکرѧاگu = ( cosθ,sInθ v = ( cosΦ,sInΦو  ( آنگѧاه ، (
له فا د کتا دد ان ]اد 0 π ه[ ت ا 0 ]، برحسب راديان، عدد يکتايی درفاصله,π است بѧه  [

: طوری که 

( rot)v = u     يا( rot )u = v

گ  Aراديѧان يѧک ضѧلع به عبارت ديگر، دورانѧی بѧه انѧدازه  
.را برضلع ديگر آن می نگارد
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ا نيم خط و زاويهط

کنيد فرض : 21 قضيه A صورت دراين .باشد زاويه يک  
،اندازهAبااستبرابرراديانبرحسب: زAب ن بر ي برر : ببر

.باشد صفر زاويه A اگروتنهااگر 0 : الف   
گ گ .باشد صفحهنيمزاويهيکd اگروتنهااگرπ:ب  

نپ .استπو0بينصورت،درغيراين:پ   ر ونورر
 علاوه، به    = π/2 اگروتنهااگر A باشد قائمه.   
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ا نيم خط و زاويهط

فѧѧه  :تعريѧѧزاويA  بѧѧدازه آن برحسѧѧوييم اگرانѧѧی گѧѧاده مѧѧراح
از ر کمت ان هπ/2رادي زاوي د وييمAباش گ م ه منفرج را را منفرجѧѧه مѧѧی گѧѧوييم Aباشѧѧد زاويѧѧهπ/2راديѧѧان کمتѧѧر از

.باشد π/2اگراندازه آن برحسب راذيان بيشتراز 

ه نف اد
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ا نيم خط و زاويهط

 فرض کنيد  : 22قضيهA =  PQR  دراين صورت :

اال ااگا اگ :الѧف   PQRتѧاده اسѧااگر.حѧاگروتنه< P – Q,R – Q > 
.مثبت باشد

: ب     PQR  منفرجه است اگروتنهااگر< P –Q,R – Q > 

. منفی باشد   
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ا نيم خط و زاويهط

 فѧѧѧد  :تعريѧѧѧرض کنيѧѧѧفA  اراسѧѧѧه ای بѧѧѧزاويP  دازهѧѧѧوان 
است ان ررادي اضلاعvوuاگ تای راس ه يک ای Aبرداره  Aبردارهѧѧای يکѧѧه راسѧѧتای اضѧѧلاع vو uاگѧѧر.راديѧѧان اسѧѧت

باشند به طوری که 
( rot )u = v 

دا مب با نيمخط rot)وبردارراستایPآنگاه /2 )uرانيمساز رانيمسѧاز  u( rot /2)وبردارراسѧتایPآنگاه نيمخط با مبѧدا 
A می ناميم  .
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ا نيم خط و زاويهط

  ا  :تذکرѧه ديگرتنهѧاز و هرزاويѧهرزاويه نيم صفحه دونيمس
دارد نيمساز .يک نيمساز دارديک

 به ازای هر زاويه  : 23قضيهA  هѧر بѧاس منحصѧک انعکѧي
راتعويض ه زاوي ن اي اضلاع ه ک طوری به دارد وجود فرد وجود دارد به طوری کѧه اضѧلاع ايѧن زاويѧه راتعѧويض فرد

. Aمی کند، وآن انعکاس است نسبت به خط حامل نيمساز 
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ا نيم خط و زاويهط

 فѧѧيم  :تعريѧѧرض کنѧѧفд تѧѧی اسѧѧره ای خطѧѧره . پيکѧѧپيکд ^
متشکل ازخطѧوطی کѧه خطѧوط پѧاره خѧط هابѧا نѧيم خѧط هѧای    

ط ل ل дراشامل می شوند راکمال خطیдمی ناميم.
را کامل می گوييم اگربه ازای هر پاره خط  дپيکره خطی    
دراين . باشد д، خط  حامل اين پاره خط نيزدر дمتعلق به    
کوچکترين پيکره خطی کامل^дصورت، روشن است که   ر یдر ر پ ر چ
   . راشامل می شود дاست که    
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ا نيم خط و زاويهط

 د  : 24قضيهѧفرض کنيT  ين وѧديل آفѧک تبѧيд  رهѧک پيکѧي
د ش ا ورتب ص ن اي هTدر ازمجموع وئ دوس اظری تن تنѧѧѧاظری دوسѧѧѧوئی ازمجموعѧѧѧه Tدر ايѧѧѧن صѧѧѧورت.بѧѧѧا شѧѧѧد
.برقرارمی سازد T^дبه مجموعه خطوط ^ дخطوط 

کنيد:نتيجه خطTفرض پيکره آفين تقارن استдيک فرض کنيد :نتيجهT  یѧيک تقارن آفين پيکره خطд تѧاس .
سازد برقرارمی^дتناظری دوسويی روی Tدراين صورت 
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ا نيم خط و زاويهط

 فرض کنيد  :تعريفд هرنقطه . پيکره ای خطی استд  را
مѧی  дباشѧد، يѧک راس ^дکه محل تلاقی دوخط متعلѧق بѧه ق و سдی ر یдي

. ناميم 
يهѧѧر:25قضѧѧاگдو خطѧѧی ای آفѧѧينTپيکѧѧره تبѧѧديل يѧѧک يهѧѧر:25قضѧѧاگд ی وѧѧره ای خطѧѧپيکT  ينѧѧديل آفѧѧک تبѧѧي

و  дتناظری دوسѧويی بѧين مجموعѧه راسѧهای  Tباشد، آنگاه 
های راس سازدTдمجموعه تقارنTاگربرقرارمی يک يک تقارن  Tاگر .برقرارمی سازدTдمجموعه راس های 

بѧه  дتنѧاظری دوسѧويی بѧين راسѧهای  Tباشѧد، آنگѧاه  дآفين 
دهد می دست
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ا نيم خط و زاويهط

 نتيجه: 

آال طا ک آک ا ، تقѧارن آفѧين дروی يک پيکѧره خطѧی  Tهرتقارن آفين:الف
д^نيز هست. д

تنѧاظری دوسѧويی روی  дهرتقارن آفين يک پيکره خطی : ب 
. برقرار می سازدдکه رئوس^ дمجموعه راسهای
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ا نيم خط و زاويهط

 اگر  :نتيجهд  عѧه راس غيرواقѧداقل سѧا حѧی بѧپيکره ای خط
باشد خط يک گروهبر )AIآنگاه д است( متناه AI( дآنگاه گروه.بر يک خط باشد .متناهی است(

 
 ی  :تذکرѧره خطѧاگر همه راسهای يک پيکд  ،ندѧط باشѧهمخ

)AIگروه д است( اه متن ز نني ازاي ل کام ای ه پيکره AI( дگروه پيکѧره هѧای کامѧل ازايѧن .نيѧز متنѧاهی اسѧت(
. به طورصريح توصيف می کنيم 3نوع رادرفصل 
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مرکزهندسیک

 فرض کنيدF  مجموعه ای متناهی ازنقاطE2 به ازای . باشد
x  E2يمتعريف می کنيم ی ري

f( x ) = Σ d( x,p )2
P  F

 د  : 26قضيهѧرض کنيѧفF  اطѧاهی ازنقѧه ای متنѧمجموعE2 
دراست فردی به منحصر طѧوریE2نقطه بѧه دارد وجѧود وجѧود دارد بѧه طѧوری Eنقطه منحصر به فردی در.است

ايѧن نقطѧه را مرکѧز . درآن نقطه مينيمم است fکه مقدار تابع 
ناميمFهندسی می
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مرکزهندسیک

اگر : تذکر д معمولا باشد راس متناهی باتعدادی خطی ای پيکره 
ناميممیдمرکزهندسیراдهایراسمجموعهمرکزهندسی .ناميم می д مرکزهندسیراдهایراس مجموعهمرکزهندسی

کنيد فرض : 27 قضيه д حداقل ( متناهی باتعدادی خطی ای پيکره 
 دراين .باشد می дهندسیمرکزcکنيدفرض.استراس)يک

  .است Tд هندسی مرکز T، Tc هرايزومتری ازای به صورت،

اگر : نتيجه T خطی پيکره تقارن يک д و باشد  д متناهی تعدادی 
داردمینگهثابتراдهندسیمرکزTآنگاهباشد،داشتهراس
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ط ا ک ا تقارنهای يک پاره خطتقا

 فرض کنيدPQ اره . يک پاره خط استѧای پѧارن هѧگروه تق
مѧی دانѧيم کѧه . رامحاسبه می کنѧيمI ( PQ )يعنیPQخط ی )ي يم( ی يمر ی

 ′P′Qرابر پѧاره خطѧی چѧون  PQپاره خط  Tهرتبديل آفين 
′Pمѧی نگѧارد، کѧه درآن  = TPوQ′ =TQ  انѧت نشѧنخس ر ر ی

. است { P,Q }جايگشتی روی  T می دهيم که
ود،:لمѧش مѧی مشѧخص اش انتهѧايی نقѧاط توسط خط هرپاره هرپاره خط توسط نقѧاط انتهѧايی اش مشѧخص مѧی شѧود، :لم

نمايش يک پاره خط باشند، آنگاه  ′P′Qو  PQاگر 
{ P′Q′ } = { PQ }
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ط ا ک ا تقارنهای يک پاره خطتقا

 دوايزومتری وجوددارند که نقاط مجموعه{ P,Q }  تѧراثاب
. و نگاشت همانیPQبا محورΩLانعکاس:نگه می دارند ر یورLسی و

 Qو  Pازطرف ديگر، دقيقا دو ايزومتری وجѧود دارنѧد کѧه 
.راتعويض می کنند I Ω Ω H ی ر

جدول ضرب اين گروه
است بر ر رت ص به

 I ΩL Ωm HM

I I ΩL Ωm HM
ΩLبه صورت روبرو است   ΩL I HM Ωm

Ωm Ωm HM I ΩL
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ط ا ک ا تقارنهای يک پاره خطتقا

 لѧفحه قبѧگروه مجردی که جدول ضرب آن را در اسلايد ص
ناميم م کلاين گروه است انعکاسآمده دو دارای گرو اين اين گرو دارای دو انعکاس .آمده است گروه کلاين می ناميم

.يک نيمدور و نگاشت همانی است
 ودارد  : 28قضيهѧط چهارعضѧگروه تقارن های يک پاره خ

ضѧرب جدول که همانی وجايگشت نيمدور يک دوانعکاس رب ، ول  ی  ج ي  ور وج ي س ي  و  
.اين گروه در اسلايد صفحه قبل آمده است 
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ا ا ا تقارن های زاويه ایتقا

 دѧѧرض کنيѧѧفA  شѧѧن بخѧѧت درايѧѧفحه اسѧѧرنيم صѧѧه ای غيѧѧزاوي
ن تقا )IنAگ A کن( ن ت ا )Iيعنی Aگروه تقارن A )را تعيين می کنيم.

مѧѧد:لѧѧرض کنيѧѧفA ا راسѧѧه ای بѧѧزاويp ينѧѧر آفѧѧت اگѧѧاسT مp
را ثابѧѧت نگѧѧه دارد آنگѧѧاه  A^هѧѧردو خѧѧط متعلѧѧق بѧѧه  Aروی 
لا اAا نگ ت ثا ا .را ثابت نگه می داردAاضلاع
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ا ا ا تقارن های زاويه ایتقا

 ر  :تذکرѧاگA تѧط اسѧک خѧد، يѧفحه باشѧيم صѧه نѧک زاويѧر . يѧاگA 
.زاويه صفرباشد، يک نيم خط است

 يهѧѧد  : 29قضѧѧرض کنيѧѧفT  هѧѧين زائيѧѧارن آفѧѧک تقѧѧيA  نѧѧت در ايѧѧاس
.است Aجايگشتی روی دو ضلع  Tصورت 

 اگر  :تذکرA  ،دѧفر باشѧه صѧزاويT  لعѧا ضѧتنهA  یѧه مѧت نگѧرا ثاب
.  دارد
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ا ا ا تقارن های زاويه ایتقا

 نتيجه: I ( A )  دارای دوعضوΩm و I  ه درآنѧاست کm 
زاويه ساز نيم حامل استAخط .استAخط حامل نيم ساز زاويه

 اگر  :تذکرr اهѧد، آنگѧيک نيمخط باش I ( r )  و داردѧدوعض
به نسبت انعکاس ،rهمان ونگاشت .ونگاشت همانی r، انعکاس نسبت به 
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ا ا ا تقارن های زاويه ایتقا

 زاويه  : 30قضيه PQR  را درنظر می گيريم اگر
d( P Q ) = d( Q R )d( P,Q )  d( Q,R )

خط حامل نيمساز زاويه  mو  PQR  ورتѧن صѧت درايѧاس
Ωه نقط دPRد کن م يض تع ه ا ب راQرا Ωm هѧѧѧدو نقطP وR د وѧѧѧی کنѧѧѧويض مѧѧѧم تعѧѧѧا هѧѧѧرا بQ  را

. ثابت نگه می دارد 
P

Q
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 دѧѧرض کنيѧѧفP  وQ  وR  طѧѧک خѧѧر يѧѧع بѧѧر واقѧѧه غيѧѧه نقطѧѧس
، سѧه تѧايی منحصѧربه فѧرد xE2به ازای هر نقطه.هستند ر رز ر يی

( λ,u,v )  ازاعداد حقيقی وجود دارد، به طوری که:
X = λp + μQ + VRX  λp + μQ + VR

λو  + μ + V =1      تناظر










X 


را مثلѧѧѧث  PQRرا يѧѧѧک دسѧѧѧتگاه مختصѧѧѧات مرکѧѧѧز ثقلѧѧѧی و    
گ

 v
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 تذکر: 
خط:الف هرنقطه که است مطالب اين تعميم فوق PQمفهوم  PQمفهوم فوق تعميم اين مطالب است که هرنقطѧه خѧط :الف

نوشѧت ،  λp + μQرا می نوان بѧه طѧور يکتѧا بѧه صѧورت 
آن د λکه + 1 λکه درآن + μ = 1 

، λخواهيم ديد که مولفه های مختصات مرکز ثقلѧی، يعنѧی : ب 
μ  وv  هѧѧل نقطѧѧبامحx  عѧѧث مرجѧѧه مثلѧѧبت بѧѧنسPQR  هѧѧرابط

.نزديکی دارند
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

اگروزنѧه . مختصات مرکزثقلی دارای تعبيرفيزيکی اسѧت:  پ 
ها زن ه دλμvها ت ت دهPQRه دهѧيم ،  Rو  P ،Qبه ترتيب، درvوλ ،μهايی به وزن های

همѧان گونѧه . اسѧت xآنگاه مرکز ثقل پيکѧره حاصѧل درنقطѧه 
که در بند الѧف بيѧان شѧد، ايѧن مطلѧب درمѧورد يѧک خѧط نيѧز 

است .صادق استصادق
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 يهѧѧد  : 31قضѧѧرض کنيѧѧفPQ  ط وѧѧک خѧѧيR  ارجѧѧه ای خѧѧنقط
بѧѧه عنѧѧوان مثلѧѧث مرجѧѧع، بѧѧه PQRبѧѧا درنظرگѧѧرفتن.آن باشѧѧد نن ر ر عر ر ن و

: داريمvو  λ ،μ، بامختصات مرکز ثقلی xازای هرنقطه 
v:الف = باشدPQبرxاگروتنهااگر0 واقع .واقع باشدPQبرxاگروتنهااگرv  0:الف  

XR اگروتنهااگر  v > 0: ب     PQ = .
ذک گت تن ف ن ک نقط قت وقتѧѧی دونقطѧѧه دريѧѧک نѧѧيم صѧѧفحه هسѧѧتند، مѧѧی گѧѧوييم :تѧѧذکر  

را  نقاط بردو نيم صفحه متقابѧل. قرار دارند Lدريک طرف 
فنقاط ط گLاق
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.می گوييمLواقع در طرفين نقاط



ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 می گوييم نقطه  :تعريفx = λp + μQ + VR  هѧدردرون زاوي
PQRاست اگرλ v > 0Rو0 < ور

Q

R

P

X

ذکرѧѧه:تѧѧت کѧѧی اسѧѧن معنѧѧه ايѧѧوق بѧѧف فѧѧتعري x و R کѧѧدري
قѧѧرار  QRدريѧѧک طѧѧرف خѧѧط pوxو  PQخѧѧططѧѧرف

P

رpر رر ر
P.دارند

X
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ثقل ک ا مختصات مرکزثقلیت

 يهѧѧر  : 33قضѧѧاگx  هѧѧه ای دردرون زاويѧѧنقطPQR  ،دѧѧباش
خط ن خطQXآنگا کندPRا قط ا . را قطع می کندPRپاره خطQXآنگاه نيم خط

P

X
Q

R
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ا جمع زاويه هاا

 34قضيه : 
گيѧѧريمXونقطѧѧهPQRزاويѧѧه:الѧѧف مѧѧی درنظѧѧر آن رادرون . رادرون آن درنظѧѧر مѧѧی گيѧѧريمXونقطѧѧهPQRزاويѧѧه:الѧѧف

مجمѧѧوع انѧѧدازه هѧѧای ) برحسѧѧب راديѧѧان(PQRانѧѧدازه زاويѧѧه 
PQXوRQXاست PQXوRQXاست.

نقطѧه ای خѧارج خѧط  xيک زاويه نѧيم صѧفحه  PQRاگر : ب 
PQيه زا ع مجم آنگاه اPQRRQXهایباشد ب برابر PQهایباشد آنگاه مجموع زاويهPQR وRQX  اѧبرابر ب
π راديان است .R
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مثلثثلث

 فرض کنيدP ،Q ،R  ط درѧسه نقطه غيرواقع بريک خE2 
ا(PQRثلث ک)گ گѧѧاهی مѧѧی نويسѧѧيم( PQRمثلѧѧث.هسѧѧتند PQR  ( رهѧѧپيک

، PQ ،QRمتشکل از پاره خطهѧای )مستقيم الخط (خطی ی)يم(ی ه ر پ QQز
PR اين پاره خطها راضلع های اين مثلث می گوييم. است .
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مثلثثلث

 اگرمثلث :  35قضيهPQR  رایѧع بѧرابه عنوان مثلث مرج
:آنگاه داريم . دستگاه مختصات مرکزثقلی درنظر بگيريم يريم ر ر ی ز ريمر

X نقطه : الف     E2  يک راسPQR  ااگرѧاست اگروتنه
باشند صفر مرکزثقلی .دومختص مرکزثقلی صفر باشنددومختص

يѧک راس باشѧد  Xاست اگر  PQRبرپيکره  Xنقطه : ب    
مختصات از يک مثبتXيا ديگر ای ت د باصفر ر براب برابѧر باصѧفر وودوتѧای ديگѧر مثبѧت Xيا يکی از مختصات 

.باشند
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مثلثثلث

فѧѧه :  تعريѧѧوييم نقطѧѧی گѧѧمX  دردرونPQR  تѧѧع اسѧѧواق
.اگردر درون هرسه زاويه اين مثلث باشد ين وي ز ر رون ر ر

نقطه :  تذکرX  دردرونPQR  هѧاست اگروتنهااگر هر س
صѧفحه کѧه دهѧد مѧی نشѧان زيѧر شکل باشند مثبت آن مختص آن مثبت باشند شکل زيѧر نشѧان مѧی دهѧد کѧه صѧفحه مختص

بѧه  vو  λ ،μمختصات، برحسب علامتهای مختصѧات ثقلѧی 
شوند می تقسيم ناحيه +--هفت .هفت ناحيه تقسيم می شوند

+++

+-+
-++

+--

RP
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مثلثثلث

 يهѧѧين :  36قضѧѧديل آفѧѧر تبѧѧهT  ثѧѧمثلPQR  ثѧѧر مثلѧѧرا ب
P′Q′R′آن د که د :نگا PQRمی نگارد، که درآن:

P′ = TP ،Q′ = TQ  وR′ = TR
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ثلث ا تقارن های مثلث تقا

 رѧѧѧѧاگT  ثѧѧѧѧين مثلѧѧѧѧارن آفѧѧѧѧک تقѧѧѧѧي  اهѧѧѧѧد، آنگѧѧѧѧباشT  روی
بѧѧرعکس، بنѧѧا بѧѧه .يѧѧک جايگشѧѧت اسѧѧت مجموعѧѧه راسѧѧهای ر يو سي ر

 قضѧѧيه اساسѧѧی هندسѧѧه آفѧѧين، هرجايگشѧѧت راسѧѧهای مثلѧѧث 
درنتيجѧه، . يک تبديل آفين منحصر به فرد به دسѧت مѧی دهѧد ی ر رر

AI(  گروهѧی بѧا شѧش عضѧو، بѧه نѧام گѧروه متقѧارن وبѧه  (
اين گѧروه را، بѧه طѧور جبѧری، مѧی تѧوانيم .استS3نمايش م3 ی ر ر ر ر
I , α }توسط  , α2 , β , αβ , α2β }         

دهيم، نمايش
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ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 ه درآنѧکβα = α2β  وα3 = I  ،رѧارت ديگѧه عبѧبα ،β 
جايگشت های RQP

RQP




 ي 

 QP
RPQ
RQP

RQP
PRQ

Q

























مѧی  [ R; P ↔ Q ]انعکѧاس آفѧين  βروشن اسѧت کѧه . هستند
لاش ا ک ش ان آ ن

RPQ 





همچنѧѧين، بآسѧѧانی ديѧѧده مѧѧی شѧѧود کѧѧه حاصѧѧل ضѧѧرب .باشѧѧد
I انعکاس های آفين) ترکيب(
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[ p; Q ↔ R ]     ,     [ R; P ↔ Q ]  



ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 تѧا جايگشѧمتناظرب( PQR ) = α تѧرب . اسѧدول ضѧج
S3گروه 3رو

 I α α2 β αβ α2β
I I α α2 β αβ α2β
α α α2 I αβ α2β β
α2 α2 I α α2β β αββ β β
β β α2β αβ I α2 α
αβ αβ β α2β α I α2
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αβ αβ β α β α I α
α2β α2β αβ β α2 α I



ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 اينکI(  I ( روشن اسѧت کѧه . رابررسی می کنيم ( زيرگѧروه  (
AI(  . است (

تعريف:
مختلѧѧف الاضѧѧلاع اسѧѧت اگѧѧر انѧѧدازه هرسѧѧه ضѧѧلع آن  مثلѧѧث : الѧѧف    

باشند .متفاوت باشندمتفاوت
متساوی اساقين است اگردقيقѧا دوضѧلع هѧم انѧدازه داشѧته  مثلث : ب    

.باشند ب
متسѧѧاوی الاضѧѧلاع اسѧѧت اگرهرسѧѧه ضѧѧلع آن بѧѧه يѧѧک  مثلѧѧث : پ    

.  اندازه باشند
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ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 37قضيه  :
)ع I(A) = { I }مختلف الاضلاع باشد، آنگاهاگر:الف   ) { }
، باشѧد، آنگѧاه d( P,Q ) = d( P,R )متسѧاوی السѧاقين، بѧا  اگѧر : ب    

I()={ I,Ω P; Q ]انعکاس آفين  Ωکه درآن  { ↔ R ] است.
دو عضѧو ايѧن  I(A) = AI()متسѧاوی الاضѧلاع باشѧد، آنگѧاه  اگر: پ    

گѧѧѧروه دوران غيربѧѧѧديهی حѧѧѧول مرکزهندسѧѧѧی مثلѧѧѧث، سѧѧѧه عضѧѧѧوآن 
گ وعضوششѧѧم نگاشѧѧت همѧѧانی )نسѧѧبت بѧѧه ميانѧѧه هѧѧای مثلѧѧث(انعکѧѧاس

ميانه خطی اسѧت کѧه ازيѧک راس ونقطѧه وسѧط ضѧلع مقѧابلش . (است
د )گذ
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. )می گذرد
    



ثلث ا تقارن های مثلثتقا

 هѧѧيم : نتيجѧѧرض کنѧѧف  زѧѧا مرکѧѧلاع بѧѧاوی الاضѧѧی متسѧѧمثلث
صورت.استcهندسی ازI()دراين است :متشکل ور.cی ين  ز I()ر :ل  

همانی: الف    
سه انعکاس نسبت به ميانه های:ب  

دورانهای به اندازه های:پ   2π/3 حولc . زپ وور
 ت : نتيجهѧه اسѧه ميانѧی سѧمرکزهندسی هرمثلث درمحل تلاق

بت ن به را ميانه کند1:2هر م ي تق
148

. تقسيم می کند 1:2وهر ميانه را به نسبت



اق ط ا ل قابليت انطباققا

 يهѧѧااگر :  38قضѧѧتند اگروتنهѧѧاق هسѧѧل انطبѧѧه قابѧѧر ( دوزاويѧѧب
راديѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان باشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد)حسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧب انѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدازه .هѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧم ن ي ز ب)ب ر .    م 

خطی که دو خط ديگررا درنقطه متفاوت قطѧع کنѧد : تعريف 
شود م ده نامي خط دو آن قاطع دوخطLوLاگرخط دوخѧط  L2و  L1اگѧر .خط قاطع آن دو خѧط ناميѧده مѧی شѧود

بѧه  L2و  L1يک خѧط قѧاطع  mو  vموازی با بردارراستای 
نقاط د ت اگت اشد باشد، واگرp2و p1ترتيب، در نقاط

  R = p2 – v            وQ = p1 + v
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اق ط ا ل قابليت انطباققا

آنگѧѧاه     p2p1Q  و Rp2p1  ادلѧѧه متبѧѧی ( رادو زاويѧѧداخل (
توجѧه مѧی کنѧيم کѧه هѧرخط قѧاطع، دوجفѧت زاويѧه .می گوييم وييم ويی ز و ع ر يم ی و

.تعيين می کند) داخلی ( متبادل 
Q

p1

ا39ق فت کن قط ا از خط خط اگ

R
Q

p2

ای :39قضيهѧد، جفتهѧع کنѧوازی را قطѧط مѧاگرخطی دو خ
. زاويه های متبادل حاصل قابل انطباق هستند

طذ قط ل
150

ايزومتری:تذکرp2 – p1זHp2  يک نيمدورحول نقطه وسطp1p2 است.



ا ثلث اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباق مثلثهاق

 ا درѧѧاق مثلثهѧѧت انطبѧѧانوس قابليѧѧای مѧѧيه هѧѧش قضѧѧن بخѧѧدراي
ک ثا ا قاقل ا ل ا ق قضѧѧيه اول بѧѧه نѧѧام قضѧѧيه .هندسѧѧه اقليدسѧѧی را ثابѧѧت مѧѧی کنѧѧيم

یض ض ض بيѧѧان مѧѧی کنѧѧد کѧѧه دو مثلѧѧث کѧѧه انѧѧدازه هѧѧای سѧѧه  ز و ی ن بي ض ضض
. ضلع نظيرشان برابرند قابل انطباق هستند
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ا ثلث اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباق مثلثهاق

 اگر دردومثلث :  40قضيه PQR  وP′Q′R′ 
d( P,R ) = d( P′,Q′ )d( P,Q ) = d( P′,Q′ ) ( ) ( )( ) ( )

d( Q,R ) = d( Q′,R′ )

وجود دارد به طوری که  Tآنگاه، ايزومتری   ر رز ر
TR = R′ ,   TQ = Q′ ,   TP = P′ 

P P′P P
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ا ثلث اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباق مثلثهاق

 ایѧѧدلزه هѧѧه انѧѧث برپايѧѧاق دو مثلѧѧدس، انطبѧѧر اقليѧѧم ديگѧѧحک
). قضѧѧѧيه ض ز ض (دوضѧѧѧلع وزاويѧѧѧه بينشѧѧѧان مѧѧѧی باشѧѧѧد ی ن ي وي وز ع ض(و ضز )ي

قѧѧѧانون “بѧѧѧرای اثبѧѧѧات ايѧѧѧن حکѧѧѧم، ابتѧѧѧدا قѧѧѧانون موسѧѧѧوم بѧѧѧه 
م.رثابت می کنيم”کسينوس ها ی ر

 اگر : لمP، Q ،R  سه نقطه درE2  باشند، آنگاه
d( P R )2 d( P Q )2 + d( Q R )2 2d( P Q )d( Q R )cosθd( P,R )2 = d( P,Q )2 + d( Q,R )2 – 2d( P,Q )d( Q,R )cosθ

اندازه زاويه  θکه درآن     PQR است.
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ا ثلث اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباق مثلثهاق

 اگر دردو مثلث :  41قضيه PQR ، P′Q′R′

d( Q,R ) = d( Q′,R′ ) , d( P,Q ) = d( P′,Q′ )d( Q,R )  d( Q ,R )   ,   d( P,Q )  d( P ,Q )

و     PQR =  P′Q′R′ ) انѧری )برحسب راديѧاه ايزومتѧآنگ ،
Tکه ری ط به دارد د ج Tوجود دارد به طوری که

TR = R′ ,   TQ = Q′ ,   TP = P′

 هѧѧاوی : نتيجѧѧث متسѧѧر مثلѧѧاق درهѧѧه دوسѧѧه مجاوربѧѧدو زاوي
هستند انطباق قابل .الساقين
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ثلث ا مجموع زاويه های مثلثا

 ا :  42قضيهѧر بѧث برابѧمجموع اندازه های سه زاويه هرمثل
π راديان است .
 ل : نتيجهѧث ديگرقابѧه ازمثلѧردو زاويѧاگر دوزاويه ازمثلثی ب

. انطباق باشد، آنگاه زاويه های ديگرنيزقابل انطباق هستند
 ذکرѧѧѧه : تѧѧѧيم کѧѧѧی، ميبينѧѧѧطحه بااقليدسѧѧѧه مسѧѧѧه هندسѧѧѧدرمطالع

يکѧѧی ازمعѧѧدود قضѧѧيه هѧѧايی اسѧѧت مѧѧه درهندسѧѧه  42قضѧѧيه 
لل ل ط درواقع، درمطالعه اصل موضѧوعی .نااقليدسی برقرارنيست

هندسѧѧѧѧه، ايѧѧѧѧن قضѧѧѧѧيه ازمѧѧѧѧونی اسѧѧѧѧت کѧѧѧѧه صѧѧѧѧفحه اقليدسѧѧѧѧی 
ازد ز ا ت د ناقل ه ف ااز
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.راازصفحه ناقليدسی متمايز می سازد
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سو فصل سومفصل

هندسه کره
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مقدمهق

اگرجѧه بѧا درنظѧر گѧرفتن . اکنون به مطالعه هندسه کروی پی پردازيم   
کره به عنوان زيرمجموعه ای ازفضѧای اقليدسѧی سѧه بعѧدی، هندسѧی 

ک ازبطن د باي ا ديدگا ل دد گ بندی ل ف ت ب ان ليل تحليلی ان بهترفرمول بندی می گردد ولی ديدگاه ما بايѧد ازبطѧن کѧره ت
با استفاده ازفضای اقليدسی سه بعدی هندسѧه تحليلѧی کѧره . ناشی شود

. به آسانی فرمولبندی ميگردد، ولی انگيزه شѧهودی مابايѧد ذاتѧی باشѧد
به عبارن ديگر، احکام هندسی مورد نظربايѧد دررابطѧه بѧا خѧود کѧره 
. باشند، نه دررابطه با نقѧاطی ازفضѧا کѧه داخѧل يѧت خѧارج ان واقعنѧد
رويه روی که ايست حشره ازاحساس ناش مساله به نسبت ما ديدگاه ما نسبت به مساله ناشی ازاحساس حشره ايست که روی رويه ديدگاه

ازايѧن رومفѧاهيم نقطѧه، خѧط، . ای دوبعدی کѧره درحѧال حرکѧت اسѧت
فاصѧѧله، زاويѧѧه وانعکѧѧاس راچنѧѧان انتخѧѧاب خѧѧوتهيم کѧѧرد کѧѧه باتجزيѧѧه 
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.حشره مطابقت داشته باشد



ا ات ق ث E3ا E3مباحثی مقدماتی از

 اگرx = ( x1 , x2 , x3 y = ( y1و  ( , y2 , y3 ) 
 آنگاه

.1 x + y = ( x1 + y1 , x2 + y2 , x3 + y3 )

.2cx = ( cx1 , cx2 , cx3 )

.3< x,y > = x1y1 + x2y2 + x3y3,y 1y1 2y2 3y3

.4x =  < x,x >
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ضرب خارجیا

مسѧѧѧاله پيѧѧѧداکردن بѧѧѧرداری متعامѧѧѧد بردوبѧѧѧردار داده شѧѧѧده بѧѧѧه    
شود می زيرحل :صورت و ی  ل  :ور زير

 فѧѧѧѧد  :تعريѧѧѧѧرض کنيѧѧѧѧفu  وv  ايی درѧѧѧѧبردارهR3 تندѧѧѧѧهس .
ا خ لض دا انن ه گان هدا ت ا اسѧѧت، بѧѧه  zبرداريگانѧѧه ماننѧѧد vوuحاصلضѧѧرب خѧѧارجی 

تساوی  xR3طوری که به ازای هر 
< z,x > = det( x,u,v )

برقراراست
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ضرب خارجیا

z = uرابѧا نمѧاد  vدر  uحاصل ضرب خارجی  v  انѧنش
هر ازای به لذا دهيم xRمی دهيم لذا به ازای هرxR3م

< uv,x > = det( x,u,v )
ذکرѧدد : تѧف عѧن تعريѧه درايѧد کѧه کنيѧتوجdet( x,u,v ) 

ماتريس ان دترمين ه ای33برابرب ه ه درآي ه ک ت اس اسѧѧѧت کѧѧѧه درآيѧѧѧه هѧѧѧای 33برابربѧѧѧه دترمينѧѧѧان ماتريسѧѧѧی
 .هستند vو  x ،uسطرهای ان به ترتيب مولفه ها 

161



ضرب خارجیا
u  v

 1قضيه  :
1u  vاست تعريف vخوش .1u  vخوش تعريف است.
.2< u  v , u > = < u  v , v > = 0
.3u  v = - v  u
4< u  v w > = < u v  w >

u

.4< u  v , w >  < u , v  w >

.5( u  v )  w = < u , w > v - < v , w > u
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ضرب خارجیا

 نتيجه :
.1u  v = 0اگروتنهااگرuوvمتناسب بايکديگرباشند. ر رورو ي ي
u اگѧر 2. v  u,v,u  }آنگѧاه  مجمѧوع 0 v }  کѧي

.استR3پايه برای ر پ
.3< u  v,w  z > = < u,w >< v,z > - < v,w >< u,z >
4 uv 2 = u2v 2 - < u v >2 .4 uv   u v  < u,v >
. آخرين تساوی را اتحاد لاگرانژ می گوييم     
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ک ا ت پايه متعامد يکها

 سه تايی{ u,v,w }  کѧد را يѧدو متعامѧازبردارهای يکه دوب
يم.سه تايی متعامد يکه می ناميم ی ي يی

}اگر:2قضيه u v w باشد،{ يکه د متعام اي ت ه يک اگر:2قضيه{ u,v,w } ،دѧه باشѧد يکѧايی متعامѧه تѧک سѧي
داريم  xR3آنگاه  به ازای هر 

x = < x,u > u + < x,v > v + < x,w > w
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ک ا ت پايه متعامد يکها

 سه تايی 2با توجه به قضيه : تذکر ،{ u,v,w }  هѧرايک پاي
يم.متعامد يکه می ناميم ی ي

 يهѧѧر :  3قضѧѧاگu  ایѧѧد، بردارهѧѧه باشѧѧرداری يکѧѧبv وw  
ک ط ن }ا ک{ ا ت ا ک يѧک پايѧه متعامѧد يکѧه { u,v,w }وجود دارند به طوری کѧه

.است
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صفحهف

.باخواص زيراست E3ازنقاط  πصفحه مجموع ای چون 

ل ا اط .است πهيچ خطی شامل1.

هردونقطه2 واصل استπدرπخط واقع و2. ر ل  ع πرπ و .و

.3π  شامل همه نقاطE3 نيست.
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صفحهف

 4قضيه  :
وwوvاگѧѧѧر1 نباشѧѧѧند باشѧѧѧد،pمتناسѧѧѧب دلخѧѧѧواهی نقطѧѧѧه نقطѧѧѧه دلخѧѧѧواهی باشѧѧѧد، pمتناسѧѧѧب نباشѧѧѧند وwوvاگѧѧѧر1.

ايѧن صѧفحه را . يѧک صѧفحه اسѧت p + [ v,w ]آنگѧاه  
توسط شده توليد }صفحه v w از{ ناميمpوگذرنده می .می ناميم  pوگذرنده از{ v,w }صفحه توليد شده توسط

واقѧѧѧѧع بريѧѧѧѧک خѧѧѧѧط نباشѧѧѧѧند، صѧѧѧѧفحه  P ،Q ،Rاگرنقѧѧѧѧاط 2.
ن چ فردی دارد،πمنحصربه د ج نقطه سه اين شامل شامل اين سه نقطѧه وجѧود دارد، πمنحصربه فردی چون
.می ناميم PQRاين صفحه را صفحه 
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صفحهف

نقطѧѧه ای دلخѧѧواه باشѧѧد، آنگѧѧاه   pيѧѧک برداريکѧѧه و  Nاگѧѧر 3.
– x< x }مجموعѧه p,N > = 0 }    و{  p, }

 pايѧѧѧن صѧѧѧفحه را صѧѧѧفحه گذرنѧѧѧده از . يѧѧѧک صѧѧѧفحه اسѧѧѧت
N.می ناميم Nبابردارقائم يکه W م ر مر ی

P
X

v

را توليѧد  { tv + sw t,sR } = [ v,w ]مجموعѧه : نماد گذاری   
توسط }شده v w نامي{ م

v
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ک هندسه وقوع کره ق

، که برمطالعه هندسه ان تاکيد داريم، با شرط آشنايی S2کره 
S2 = { xE3x= 1 }{   }

. مشخص می شود 
ف ي:تعري کن م رض دξف باش ه برداريک ک ني دراي فѧѧيم:تعريѧѧѧی کنѧѧѧرض مѧѧѧفξدѧѧѧه باشѧѧѧک برداريکѧѧن . يѧѧѧدراي

            L = { xs2< ξ,x > = 0}صѧورت 
قطب با دξخط ش م ده يننامي قطبLهمچن خط ξرا  ξرا خѧط قطبѧی  Lهمچنѧين.ناميѧده مѧی شѧودξخط با قطب
.می ناميم
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ک هندسه وقوع کرهق

 ه . هندسه کروی نااقليدسی است: تذکرѧت کѧدان معنااسѧاين ب
زوقتѧѧی شѧѧکلی را توسѧѧط نمѧѧѧوداری نشѧѧان مѧѧی دهѧѧيم ازشѧѧѧکل  يم ی ن ر و و ر ی ی و

.  طبيعی خارج کردن ان اجتناب ناپذيراست
ξ

ξξ

L

170
)چشم انداز دوم ( وخط قطبی ان  ξنقطه  )چشم اندازاول ( وخط قطبی ان  ξنقطه 



ک هندسه وقوع کرهق

- = pرامتقاطر می ناميم اگر  S2متعلق به  Qو  pنقاط       Q 
نѧه تنهѧا  S2نمی توانند موازی باشند، ودوخط S2خطهای و و ز و و ی

.در يک نقطه بلکه دردو نقطه متقاطر، متقاطعند
5قضيه: 5قضيه:

نيزقطبѧѧѧی از  ξ–باشѧѧѧد، آنگѧѧѧاه   Lيѧѧѧک قطѧѧѧب خѧѧѧط  ξاگѧѧѧر 1.
LاستLاست.

. واقع است Lنيزبر  p–واقع باشد، آنگاه   Lبرخط  pاگر 2.
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ک هندسه وقوع کرهق

 فرض می کنيم  : 6قضيهp  وq  اطرѧدونقطه متمايز و نامتق
به شاملS2متعلق خط تنهايک صورت ن دراي ند وpباش و  pباشѧند درايѧن صѧورت تنهايѧک خѧط شѧامل Sمتعلق به

q اين خط را با . وجود داردpq نشان می دهيم   .
ξξ

p q
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ک هندسه وقوع کرهق

 فرض می کنيم :  7قضيهL  وm  دوخط متمايز درS2 
دقيقا دارای دونقطه تقاطع  mو  Lدراين صورت . باشند

ط .هستند، واين نقاط متقاطرندط
m

ط ق شط

L m L

دوخط:نتيجه باشندS2هيچ موازی توانند نمی

درچشم  Lو  mدوخط متقاطع 
انداز دوم

درچشمLوmدوخط متقاطع
انداز اول
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ک هندسه وقوع کرهق

 ذکرѧѧѧتند، : تѧѧѧترک هسѧѧѧود مشѧѧѧه دارای عمѧѧѧوطی کѧѧѧی خطѧѧѧحت
.يکديگررا قطع می کنند ی ع رر ي ي

حتی خطوطی که دارای عمود مشترکند، 
)درچشم انداز اول ( متقاطعند 

حتی خطوطی که دارای عمود مشترکند، 
)درچشم اندازدوم ( متقاطعند 
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ثلث ا ا ل فاصله و نامساوی مثلثفا

 فاصله بين دو نقطهp  وq  متعلق بهS2  ، را توسط معادله
d( p q ) = cos-1< p q >d( p,q )  cos < p,q > 

اين تعريف منعکس کننده اين نظراسѧت کѧه . تعريف می کنيم   
ان کم ه ب ل مقاب زی مرک ه ي زا دازه اpqان ب ی ا م د باي بايѧѧد مسѧѧاوی بѧѧا  pqانѧѧدازه زاويѧѧه مرکѧѧزی مقابѧѧل بѧѧه کمѧѧان

q.  اندازه کمان باشد
θ

p

p θθ
q

کروی درهندسه فاصله کروی درهندسه فاصله

175

روی  ره   
)چشم انداز اول ( 

فاصله درهندسه کروی
)چشم انداز دوم( 



ثلث ا ا ل فاصله و نامساوی مثلثفا

 اگر :  8قضيهP ،Q  وR  نقاطی ازS2   باشند، آنگاه:
.1d( P,Q )  0
.2d( P,Q ) = 0  اگروتنهااگرP = Q
.3d( P,Q ) = d( Q,P )
.4d(P,Q ) + d( Q,R )  d( P,R )نامساوی مثلث
 اه   4اگردرنامساوی : نتيجهѧازقضيه فوق تساوی برقرار باشد، آنگ

pQRتند ه خط ک p،Q،Rروی يک خط هستند.
 درمورد : تذکرE2  هѧاين نتيجه نيزحاصل می شود کQ  ينѧبP  وR  تѧد اسѧواهيم ديѧخ

که درهندسه کروی نتيجه مشابه وقتی برقرار است که تعѧاريف مناسѧب ارائѧه 
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ط ت ا ا ش نمايش پارامتری خطا

 دѧѧت ماننѧѧدرسE2  هѧѧا را بѧѧه خطهѧѧت کѧѧع بهتراسѧѧتر مواقѧѧبيش
خطی بѧا  Lفرض می کنيم .صورت پارامتری مشخص کنيم يم ص ر ر پ يمور ی یرض

را چنان اختيار می کنيم که  qو  pنقاط . باشد ξقطب 
{ξ p q باشد{ يکه متعامد پايه دهيميک می قرار :سپس {ξ,p,q }سپس قرار می دهيم .يک پايه متعامد يکه باشد:

( t ) ( t ) ( i t )α( t ) = ( cos t )p + ( sin t )q
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ط ت ا ا ش نمايش پارامتری خطا
:9قضيه 9قضيه:

.1L = { α( t )  tR }

 Lتغييѧѧر مѧѧی کنѧѧد، هرنقطѧѧه (0,2π ]روی فاصѧѧلهtوقتѧѧی2.
. رخ می دهد α( t )دقيقا يکبار به عنوان مقدار 

- 0t1اگر 3. t2 π   آنگاه ،d( α(t1),α(t2)) = t1 – t2

که کند می بيان قضيه پارامتریαاين باسѧرعتLنمايش ی       ن  ي بي ری αين  ر ر  Lيش پ ب
q. واحداست q

α(t) نمايش
خط ت ا ا ط
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α(t) p پارامتری خط
چشم انذاز دوم

نمايش پارامتری خط 
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ا ت خط متعامدط

 ای : تعريفѧب هѧه قطѧدو خط را متعامد گوييم درصورتی ک
.ان متعامد باشد ن

که:10قضيه کني درLmفرض متمايزی ط s2خط فرض کنيم که:10قضيهLوm خطوط متمايزی درs2 
وجѧود  nدراين صورت خѧط منحصѧربه فѧردی چѧون . هستند

که ری ط به Lدارد nm  nتلاق اط Lmنق Lدارد به طوری که nوm  n. یѧاط تلاقѧنقL  وm 
. هستند nقطبهای 
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ا ت خط متعامدط

 ط :  11قضيهѧفرض می کنيم خL  هѧونقطp  رѧبs2  رѧتند اگѧهسp 
مѧѧی  pنباشѧѧند آنگѧѧاه  تنهѧѧا يѧѧک خѧѧط وجѧѧود دارد کѧѧه از  Lقطبѧѧی از 
ب د تLگذ ا د ع .عمود استLگذرد وبر

 تذکر:
ازpاگر1 ازLقطب ده گذرن هرخط رpباشد، دLب خواه ود عم عمѧود خواهѧد  Lبѧر pباشد، هѧرخط گذرنѧده ازLقطبی ازpاگر1.

.شد
نѧاواقع  p، ازهرنقطѧه E2نشان می دهد که مانند هندسѧه11قضيه2. یي رن عpز و

، پѧѧѧای عمѧѧѧود E2در . عمѧѧѧود کѧѧѧرد Lمѧѧѧی تѧѧѧوان خطѧѧѧی بѧѧѧر  Lبѧѧѧر 
، mدر هندسѧѧه کѧѧروی خѧѧط عمѧѧود .اسѧѧت pبѧѧه  Lنزديکتѧѧرين نقطѧѧه 

کندLخط قط ا د ا
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ا 2ک  s2حرکت های

 واه : تعريفѧبع ازای خط دلخL  بѧا قطѧبξ هѧبت بѧاس نسѧانعک ،L 
. است که توسط فرمول زير تعريف می شودΩLنگاشتی چون چون وLی ی ري زير و ر و

ΩLx = x – 2< x,ξ >ξ
ه کن12قض ض >ف ξ ξ > انگاشت1 يهѧيم:12قضѧرض کنѧف< ξ,ξ : Tونگاشѧت 1= < R3R3   را
– Tx = xتوسط  2< x,ξ >ξ دراين صورت، . تعريف می کنيم

.1T خطی است.
2 x yR3 < Tx Ty > = < x y >
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ا 2ک s2حرکت های

 13قضيه  :
هر1 ازای xبه yبه )s2،dمتعلق Ω x Ω y ) = d(x y ) s،d( ΩLx,ΩLy ) = d(x,y )متعلق به x,yبه ازای هر1.

S2 ،ΩLΩLx = xمتعلق به  xبه ازای هر 2.
Ω S2 Ssا گاش ک .3ΩL : S2Ssيک نگاشت دو سويی است.

 14قضيه  :ΩLx = x  اگروتنهااگرxLc3 = p

m
e1

e2ηξ
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ا 2ک s2حرکت های

فرض . اکنون حاصلضرب دوانعکاس را مورد بررسی قرار می دهيم
يکѧѧی  pهسѧѧتند و  ηوξدوخѧѧط متمايزبѧѧا قطبهѧѧایmوLمѧѧی کنѧѧيم يم یوی به يزب یpوηوξو ي

L1,L2,e3 }يѧک پايѧه متعامѧد يکѧه ماننѧد . اسѧت mو Lازنقاط تلاقی  } 
کѧѧه کنѧѧيم اختيѧѧارمی صѧѧورت.e3=pچنѧѧان بردارهѧѧايیηوξدرايѧѧن يم  ی  ر ي ن  e3چ p. ور ن  ي يی  ηو  ξر ر بر

e1,e2 }درفضای توليد شده توسط   φو  θمی توانيم اعداد . هستند {
که اختيارکنيم چنان را چنان اختيارکنيم که را

ξ = (-sinθ)e1 + (cosθ)e2
, η = (-sinφ)e1 + (cosφ)e2  
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ا 2ک s2حرکت های

 ماتريس تمايشگرΩLΩm به صورت زيراست.

  0)(2 rot

گگگ آ









10
0)(2 rot

فѧѧѧر:تعريѧѧѧاگαوβ  هѧѧѧده ازنقطѧѧѧوطی گذرنѧѧѧخطp   اهѧѧѧند، آنگѧѧѧباش
 αحالѧت خѧاص . می نѧاميم pرا يک دوران حول  ΩαΩβايزومتری 

=βدѧکن مѧی معѧين را همѧانی بديهی ايѧنαβاگѧردوران آنگѧاه =βدѧی کنѧين مѧانی را معѧر .دوران بديهی همѧاگαβ  نѧاه  ايѧآنگ
را بѧا  pمجموعѧه تمѧام دورانهѧای حѧول . ذوران را نابديهی مѧی نѧاميم

ROT ( p ) توجه می کنيم که . نشان می دهيم
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ا 2ک s2حرکت های

 يهѧѧاس(15قضѧѧه انعکѧѧيه سѧѧيم )قضѧѧی کنѧѧرض مѧѧفα ،β  وγ  طѧѧه خѧѧس
گذرنѧده  δدراين صورت خط منحصر بفѧرد . باشند pگذرنده ازنقطه 

وجود دارد به طوری کهpاز
ΩαΩβΩγ = Ωδ

 فرض می کنيم :  )نمايش دورانها( 16قضيهT = ΩαΩβ

درايѧن . اسѧت pخطѧی گذرنѧده از Lو  ROT( p )عضѧودلخواهی از   
گ موجودنѧد  pگذرنѧده از  mو  mصورت خطѧوط منحصѧربه فѧرد 

به طوری که 
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T = ΩLΩm = Ωm
ΩL  



ا 2ک s2حرکت های

 د : تعريفѧرض کنيѧفL  واه وѧی دلخѧخطm  وn  رѧبL ندѧود باشѧعم .
Ωتبديل Ωداد درامت انتقال يک اميLرا ن رم mاگ  nن اي m اگѧر . مѧی نѧاميمLرا يک انتقال درامتѧدادΩmΩnتبديل n  نѧاي

. انتقال را نابديهی می گوييم

 ذکرѧѧی : تѧѧای اقليدسѧѧرخلاف فضѧѧبS2 تѧѧوازی نيسѧѧوط مѧѧدارای خط .
بѧѧر اگѧѧردوخط درقطبهѧѧایLدرواقѧѧع باشѧѧند ولѧѧذاLعمѧѧود متقاطعنѧѧد متقاطعنѧѧد ولѧѧذا  Lعمѧѧود باشѧѧند درقطبهѧѧای Lدرواقѧѧع اگѧѧردوخط بѧѧر 

. بررسی حاصلضرب دوانعکاس به طورچشمگيری ساده می گردد
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ا 2ک s2حرکت های

p
 17قضيه :
نيزهستs2هرانتقال1 دوران يک

p

θ

.يک دوران نيزهستs2هرانتقال1.

.يک انتقال نيزهست s2هر دوران 2.
 دادѧѧا درامتѧѧام انتقالهѧѧه تمѧѧمجموعL  اѧѧرابTRANS(L)  انѧѧنش

گѧѧروه توليѧѧد شѧѧده توسѧѧط انعکاسѧѧهای نسѧѧبت بѧѧه .مѧѧی دهѧѧيم م وی و رو
،  L، متشکل ازخطѧوط عمѧور بѧر pاغضای دسته خطوط 

با دهيمREF(p)را می نشان
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.نشان می دهيمREF(p)را با



ا 2ک s2حرکت های

 يهѧѧѧروه :  18قضѧѧѧگTRANS(L)  تѧѧѧی اسѧѧѧروه آبلѧѧѧک گѧѧѧي
ROT( ξومساوی است با گѧروه قطبѧی از  ξ، کѧه در ان ( رو و )و ξ ن( زξر ی

L است.
يهѧѧѧاس(19قضѧѧѧانعک سѧѧѧه کنѧѧѧيم)قضѧѧѧيه α،β،γفѧѧѧرض يهѧѧѧاس(19قضѧѧѧه انعکѧѧѧيه سѧѧѧيم )قضѧѧѧرض کنѧѧѧفα ،β  ،γ 

. باشѧند Lبا عمѧود مشѧترک  pخطوط متعلق به دسته خطوط 
منحصربفرد خط صورت وجودδدراين دسته اين به متعلق متعلق به اين دسته وجود δدراين صورت خط منحصربفرد

دارد به طوری که 
Ω Ω Ω = Ω
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ΩαΩβΩγ= Ωδ



ا 2ک s2حرکت های

 يم ) نمايش انتقال ها ( :  20قضيهѧی کنѧرض مѧفT = ΩαΩβ 

به )TRANSمتعلق N رباشد( دلخواهm،nاگ خطوط خطѧوط دلخѧواه  m،nاگѧر.باشدTRANS( N )متعلق به
 nو mباشѧѧѧند، آنگѧѧѧاه  خطѧѧѧوط منحصѧѧѧربفرد  Lمتعامѧѧѧد بѧѧѧر 

وجود دارند به طوری کهط
T = ΩmΩm = ΩnΩnT  ΩmΩm  ΩnΩn

 هرعضو : نتيجهREF( P )  يا انتقال درامتدادL  باانعکاس
ل اط
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.استPنسبت به خطی متعلق به



ا 2ک s2حرکت های

 فѧѧر : تعريѧѧاگα ،β  رخطѧѧبL  ،ندѧѧود باشѧѧعمΩαΩβΩL  را
ا لغز ناLک .می ناميم Lيک لغزه با محور

 ذکرѧر : تѧاگ{ e1,e2,e3 يѧک پايѧه متعامѧد يکѧه باشѧند بѧه  {
گ است، آنگاه Lقطبی ازخطe3طوری که

ΩLe1 = e1 ΩLe2 = e2 ΩLe3 = e3
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ΩLe1 = e1 ,   ΩLe2 = e2 ,   ΩLe3 = e3



ا 2ک s2حرکت های

 نمايش ماتريس يک لغزه با محور : نتيجهL هѧه پايѧبت بѧنس ،
: متعامد يکه ای ازنوع مذکوربه صورت زيراست  زير ور ور وع ز ي







 

0cossin
0sincos









  100

0cossin 

اهی از :تعريفѧدادی متنѧيک ايزومتری که حاصلضرب تع
. انعکاس هاست يک حرکت ناميده می شود
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ا 2ک s2حرکت های

 اهی : تعريفѧدادی متنѧرب تعѧل ضѧه حاصѧری کѧيک ايزومت
. ازانعکاسهاست يک حرکت ناميده می شود و ی ي ر ي ز

 يهѧѧѧاس :  21قضѧѧѧه انعکѧѧѧا سѧѧѧرب دويѧѧѧل ضѧѧѧت حاصѧѧѧهرحرک
ا .مناسب استنا
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ا ت لا E3ت E3تبديلات متعامد

 فѧت : تعريѧنگاشT : E3E3  ،ودѧی شѧده مѧد ناميѧمتعام
راگر

.1T  خطی باشد .
2 x yE3 < Tx Ty > = < x y > .2 x,yE3 < Tx,Ty > = < x,y >
 يهѧѧѧѧی :  22قضѧѧѧѧابع خطѧѧѧѧتT  ااگرѧѧѧѧت اگروتنهѧѧѧѧد اسѧѧѧѧمتعام

ک ا ت ا ک ن ا اات ت  تساویماتريس ان نسبت به يک پايه متعامد يکه در
     AtA = I صدق کند .
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ا ت لا E3ت E3تبديلات متعامد

ف ن33ات:ت اگAای نا د ا ت ا 3 ماتريس:تعريف3ای چونA را متعامد ناميم اگر
AtA = I 

ذک تذکر :    At ↔ AAt = I ↔ detA = 1 =↔ A-1 A متعامد
 23قضيه  :

 E3متشѧѧکل از تمѧѧام تبѧѧديلات متعامѧѧد روی  O(3)مجموعѧѧه 1.
.می ناميم E3يک گروه است اين گروه را گروه متعامد 

بѧا  E3متشکل ازتمام تبديلات متعامد روی  SO(3)مجموعه 2.
ايѧѧن زيرگѧѧروه، . اسѧѧت O(3)زيرگروهѧѧی از + 1دترمينѧѧان 

ا ا ژ ا ت گ
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.گروه متعامد ويژه نام دارد



ل ا قضيه اويلرق

 قضيه اويلر
SO(3)ديلاتѧوتب گѧردد متنѧاظرمی دورانهѧا مجموعѧه بѧا دقيقا SO(3) ديلاتѧردد وتبѧاظرمی گѧا متنѧه دورانهѧا مجموعѧدقيقا ب

.متناظربا انعکاسها واغزه ها هستند -1متعامد با دترمينان 
  1d t








1det
1det دورانها

لغزه و انعکاس

به ازای هر) : اويلر(24قضيهTSO(3)  ونѧوی چѧعض
xS2  وجود دارد به طوری کهTx = x
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ل ا قضيه اويلرق
چون:تعريف است تبديل متقاطر تبديل تعريفEهر با و هر تبديل متقاطر تبديلی است چون:تعريفE و با تعريف

Ex = -x
ايشگ ن ي ازEات ت ا ت عبا يکه، د ا ت پايه ه به بت :ن :نسبت به هرپايه متعامد يکه، عبارت است از Eماتريس نمايشگر
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وچون  
.پس نگاشت متقاطريک لغزه است   






 

















  100100100100

196

.است S2يک حرکت از S2تحديد هرتبديل متعامد:25قضيه  



ا ت ايزومتريهاا

 تابع : تعريفT : S2 S2  يک ايزومتری است اگر تساوی
d( Tx Ty ) = d( x y )d( Tx,Ty )  d( x,y )

. برقرارباشد x,yS2به ازای هر    

 يهѧѧѧری :  29قضѧѧѧر ايزومتѧѧѧه ازای هѧѧѧبT0  رویS2  ديلѧѧѧتب
.  برابرند S2رویT0وTوجود دارد کهTمتعامد

197



ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

اکنѧѧون انѧѧواع مختلѧѧف ايزومتريهѧѧا را برحسѧѧب ماهيѧѧت نقѧѧاط      
يم. ثابت وخطوط ثابت انها مشخص می کنيم ی ص و و

 27قضيه  :
ت1 متقاطرا ثابت نقطه د دارای دقيقا نابديه ران د يک .يک دوران نابديهی دقيقا دارای دونقطه ثابت متقاطراست1.
. يک انعکاس دارای يک خط ثابت بنام محور انعکاس2.
.يک لغزه نثطه ثابت ندارد3.
.تابع همانی همه نقاط را ثابت نگه می دارد4.
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ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

 يهѧѧری :  28فضѧѧايزومتT بѧѧا قطѧѧط بѧѧخ ،ξ  هѧѧت نگѧѧرا ثاب
Tξمی دارد اگروتنهااگر =  ξ ر رو ر ξی ξ

 29قضيه  :
ازيک1 ده گذرن ط خط ا تم ه نقط ک ي ل رح د ي ن ک ي يѧѧک نѧѧيم دورحѧѧول يѧѧک نقطѧѧه تمѧѧام خطѧѧوط گذرنѧѧده ازيѧѧک 1.

وعمѧود مشѧترک انهѧا را ثابѧت نگѧه ) مرکѧز نѧيم دور(نقطه 
دارد .می داردم

يѧѧѧک دوران نѧѧѧا بѧѧѧديهی کѧѧѧه نѧѧѧيم دورنيزنباشѧѧѧد، خѧѧѧط قطبѧѧѧی 2.
ا نگ ت ثا ا ا کز
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.مرکزدوران را ثابت نگه می دارد



ا ت ا ثا ط ط نقاط و خطوط ثابت ايزومتريهاقاط

 29ادامه قضيه  :
بѧѧѧراين3 عمѧѧѧود خطѧѧѧوط وتمѧѧѧام محورخѧѧѧودش انعکѧѧѧاس يѧѧѧک يѧѧѧک انعکѧѧѧاس محورخѧѧѧودش وتمѧѧѧام خطѧѧѧوط عمѧѧѧود بѧѧѧراين 3.

دارای همѧѧان خطѧѧوط ثابѧѧت .(محѧѧور را ثابѧѧت نگѧѧه مѧѧی دارد
است )نيمدور است)نيمدور

يک لغѧزه کѧه مسѧاوی بѧا نگاشѧت متقاطرنباشѧد تنهѧا محѧور 4.
دارد م نگه ثابت را دش .خودش را ثابت نگه می داردخ

نگاشت متقاطر وتابع همانی تمام خطوط را ثابت نگѧه مѧی 5.
ن ا
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گ ش ا ا ا قضايای نمايش ديگرق

قضيه نمايش زيردرمورد دورانها برقراراست .
حاصلضرب:30قضيه صورت به توان می را دوران هر هر دوران را می توان به صورت حاصلضرب :30قضيه

. دونيمدور نوشت

 ذکرѧѧѧدر : تE2  تѧѧѧال اسѧѧѧک انتقѧѧѧدور يѧѧѧرب دونيمѧѧѧحاصلض
ا ش ا ن ا ا ت ا  .وهرانتقال را می توان به اين صورن نمايش دادانتقال
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گ ش ا ا ا قضايای نمايش ديگرق

 يهѧѧد :  31قضѧѧرض کنيѧѧفp  هѧѧق بѧѧه ای متعلѧѧنقطS2 تѧѧاس .
هر ازا به صورت ،xS2دراين ر ز  ور ب  ين  xSر

Hpx = -x + 2< x,p>p
طط ط هѧѧيم :نتيجѧѧرض کنѧѧفpرѧѧه ای بѧѧنقطS2وL  ی انѧѧط قطبѧѧخ

در اين صورت . باشد
ΩLHp = HpΩL = E

درآن تEکه ا متقاطر نگاشت
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.نگاشت متقاطر استEکه درآن  



گ ش ا ا ا قضايای نمايش ديگرق
کنيم م اطرTفرض متق نگاشت غيراز ای فرضباشدEلغزه فѧرض . باشѧد Eلغزه ای غيراز نگاشت متقѧاطر Tفرض می کنيم     

را يѧѧک قطѧѧب  P. قطبѧѧی ازمحѧѧوراين لغѧѧزه باشѧѧد pمѧѧی کنѧѧيم نقطѧѧه 
.می ناميمTلغزه يمز ی

 32قضيه  :
هѧѧرخط1 ازای ازmبѧѧه يکتѧѧايیpگذرنѧѧده بѧѧهQنقطѧѧه دارد وجѧѧود ر1. ی  ز ز mب  يی pر  ر ب  Q ي و  وج

ΩmHQطوری که  = T . نقطهQ  لزوما برL واقع است.
وجود دارد به طوری که m، خط يکتایLبر  Qبه ازای هرنقطه2. ر ی ز یبرQب وریي ب ر وجو

      ΩmHQ = T   خطm  لزوما ازنقطهp می گذرد .
ذکرѧѧرخط:تѧѧه ازای اسѧѧتQ،ΩmHQوهرنقطѧѧهmبѧѧه ای لغѧѧزه
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ر:ر ی  ز رmب  ی   QΩmHQو ز 
.  می گذرد  Qعمود است واز mکه محوران بر 



ط پاره خطا

 رویѧѧѧه کѧѧѧانبود“درهندسѧѧѧت”ميѧѧѧبهم اسѧѧѧومی مѧѧѧه ازای . مفهѧѧѧب
ديگر ين ب را هريک توان م خط، بريک واقع نقطه هرسه نقطه واقع بريک خط، می توان هريѧک را بѧين ديگѧر هرسه

.تلقی کرد
 ه : تعريفѧزيرمجموعr  ازS2  اميمѧی نѧط مѧاره خѧک پѧرا ي

شѧرطQوpاگرنقѧاط >بѧا p,Q > = بѧاt1<t2واعѧداد0 رQوpر t1و  p,Q   0 ب  t2  ب
t2شرط  – t1< 2π  يافت شوند، به طوری که


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R = { (cost)p + (sint)Q  t1 t  t2 }



ط پاره خطا
يهѧѧѧط:33قضѧѧѧخ پѧѧѧاره کنѧѧѧيم وt2وp،Q،t1توسѧѧѧطrفѧѧѧرض يهѧѧѧط:33قضѧѧѧاره خѧѧѧيم پѧѧѧرض کنѧѧѧفr طѧѧѧتوسp ،Q ،t1  وt2  و

: معين شده باشد، دراين صورت  t~1  ،t~2و  ~p~ ،Qنيزتوسط 
.1t2 – t1 = t~2 – t~1 اين عدد را طول پاره خط می ناميم. 2 1 م1 2 پ
  ~α~(t) = (cost)p~ + (sint)Qو  α(t) = (cost)p + (sint)Qاگر 2.

:آنگاه  داريم     
{ α(t1),α(t2) } = { α~(t~1),α~(t~2) }

نقѧѧاط  rسѧѧايرنقاط . مѧѧی نѧѧاميم rايѧѧن نقѧѧاط را نثѧѧاط انتهѧѧايی پѧѧاره خѧѧط      
ل شا ا .ناميده می شودrداخلی

.3p  Q =  p~  Q~  . هѧتند کѧی هسѧای خطѧاط قطبهѧن نقѧايr 
است واقع بران
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.بران واقع است



ط پاره خطا
کنيم:34قضيه نBوAفرض دراي ممتقاطرباشند نا نقاط فرض کنيم:34قضيهAوB نѧنقاط نا ممتقاطرباشند دراي

وجѧѧود  Bو  Aصѧѧورت دقيقѧѧا دوپѧѧاره خѧѧط بѧѧا نثѧѧاط انتهѧѧايی 
خѧѧѧط.دارد هѧѧѧا خѧѧѧط پѧѧѧاره ايѧѧѧن انهѧѧѧاABاجتمѧѧѧاع واشѧѧѧتراک ر   .ر ن پ ي ع  ه  ABج ر  و

.است { A,B }مجموعه 
يم:تعريفѧکن متقاطرباشѧندBوAفرض نѧا اره.نقѧاط ازدو يم :ري ربBوAرض  ر .    و  ز

، انکѧѧه طѧѧواش بيشتراسѧѧت، پѧѧاره Bو Aخѧѧط بѧѧا نقѧѧاط انتهѧѧايی 
وانکه طولش کمتر است، پاره خط کوچѧک  ABخط بزرگ 

ABل . ناميده می شوندѧای مکمѧاره خطهѧط، پѧاره خѧاين دوپ
پاره خط کوچک .  يکديگرناميده می شوند

ABB
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AB پاره خط
ABبزرگ 

A
B



ط پاره خطا

 فѧѧѧѧѧر : تعريѧѧѧѧѧاگA  وB  کѧѧѧѧѧند، هريѧѧѧѧѧه متقاطرباشѧѧѧѧѧدونقط
را يѧک نѧيم  Bو Aپاره خطهايی بانقѧاط انتهѧايی)بينهايت(از ي(ز يی)ي يی ر يموپ ي ر

. خط می ناميم
کوچک:تذکر خط پاره )dبرابرABطول A B وطѧول( طول پاره خط کوچک:تذکرABبرابرd( A,B )  ولѧوط

2πبرابѧر  ABپاره خط بѧزرگ  – d( A,B ) تѧول . اسѧط
با برابراست نيمخط πيک πيک نيمخط برابراست با

 ذکرѧѧѧط : تѧѧѧاره خѧѧѧردن ازپѧѧѧحبت کѧѧѧروی صѧѧѧه کѧѧѧدرهندسAB 
است آميز ابها بزرگ يا کوچک پسوند بدون
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.بدون پسوند کوچک يا بزرگ ابهام آميز است 



ط پاره خطا

 يهѧѧѧѧد :  35قضѧѧѧѧرض کنيѧѧѧѧفp  وQ  وايزی درѧѧѧѧاط متѧѧѧѧنقS2 
روی پѧاره خѧط  Xنامتقاطر باشند، نقطه Qوpاگر.هستند رروpر پ رو

واقع است اگروتنهااگر  pQکوچک 
d( p x ) + d( x Q ) = d( p Q )d( p,x ) + d( x,Q )  d( p,Q )

 يهѧѧد :  36قضѧѧرض کنيѧѧفp  وq  اطروѧѧه متقѧѧدونقطr  هѧѧѧنقط
باشد چکدسگری ک ای خطه اره پ اع اجتم رت ص دراين دراين صورت اجتمѧاع پѧاره خطهѧای کوچѧک .دسگری باشد

pr  وrq  رѧѧت اگѧѧيمخط اسѧѧک نѧѧيr = -r  اعѧѧاه  اجتمѧѧآنگ
خط خطrqوpr،rq،prچهارپاره استprبرابربا
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rوpr،rq،prچهارپاره خط q برابربا خطpr است.



ط پاره خطا

 يهѧѧد :  37قضѧѧرض کنيѧѧفT دѧѧری باشѧѧک ايزومتѧѧن . يѧѧدراي
ورصورت

.نيزچنين است Trيک پاره خط کوچک باشد،  rاگر 1.
طگ .نيزچنين استtrيک نيمحط باشد،rاگر2.

.نيزچنين است Trيک پاره خط بزرگ باشد،rاگر3. زرر ر نپ زچ
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ا ثلث ا ا ا پرتوها ، زاويه ها و مثلث هات
ه ک کن ف ت خط ن ا ت ک ک ه ن  هѧيم کѧی کنѧف مѧی تعريѧورا نيمخطѧک پرتѧروی يѧدرهندسه ک

نقطѧه انتهѧايی ديگѧر . يکی ازنقاط انتهايی ان حذف شده است
ا ن ت ا کنا ض طPQف خ ا پѧѧѧاره خѧѧѧط  PQفѧѧѧرض مѧѧѧی کنѧѧѧيم .را مبѧѧѧدا پرتѧѧѧو مѧѧѧی نѧѧѧاميم

باشد که به صورت استانده  Lکوچکی به طول 
{ (cost)P + (sint)P~ | 0  t  L }

پدراين صورت پرتو.تعريف شده است  
PQ = { (cost)P + (sint)P~ | 0  t < π }

از که است پرتوی وQتنها گذرد استPم ان مبدا
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. مبدا ان استPمی گذرد وQتنها پرتوی است که از  



ا ثلث ا ا ا پرتوها ، زاويه ها و مثلث هات

 فѧѧه : تعريѧѧزاويPQR ريمѧѧی گيѧѧر مѧѧه . را درنظѧѧنقطx  را
اره پ ه ک درصورت اميم ن م ه زاوي ن اي داخل نقطه ک يѧѧک نقطѧѧه داخلѧѧی ايѧѧن زاويѧѧه مѧѧی نѧѧاميم درصѧѧورتی کѧѧه پѧѧاره ي

را  QPخѧط  xRو پاره خط کوچک  QRخط  xpخط کوچک 
.قطع می کندط

فѧѧک:تعريѧѧي را زاويѧѧه يѧѧک درداخѧѧل واقѧѧع نقѧѧاط مجموعѧѧه وي ر ي :ري ل ي ز ر ع  و  و ج
 S2يѧک جفѧت ازخطѧوط متمѧايز، مجموعѧه . هلال مѧی نѧاميم

کند تق هلال ا ه ا
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. را به چهارهلال تقسيم می کند



ا ثلث ا ا ا پرتوها ، زاويه ها و مثلث هات

 فѧѧه : تعريѧѧدازه زاويѧѧان PQR   رѧѧان برابѧѧب راديѧѧبرحس
:است با RQPQ








 

||
,

||
cos 10

RQ
RQ

PQ
PQA

 فرض کنيدP،Q  ،R  ندѧط باشѧک خѧسه نقطه غيرواقع بري
ث کثل ک ا خط ا ا ت ازا تن ا

|||| QQ

، PQعبارتنѧѧد ازاجتمѧѧاع پѧѧاره خطهѧѧای کوچѧѧک PQR، مثلѧѧث
QR ،RP  .اميمѧѧی نѧѧث مѧѧلاع مثلѧѧا رااضѧѧاره خطهѧѧن پѧѧول .ايѧѧط

ل ا ا انت نقط ل فا ا ت ا ا ل
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. هرضلع برابراست با فاصله بين دونقطه انتهای ان ضلع



ک مثلثات کرویثلثا

 ثѧѧѧѧمثلABC  دѧѧѧѧرض کنيѧѧѧѧد فѧѧѧѧرا درنظربگيريa ،b ،c  هѧѧѧѧب
اضلاع طول .باشندABوBC،ACترتيب ع  ول  يب  . بABوBCACر

| B  C |2 = |B|2 |C|2 - < B,C >2 = 1 – cos2a = sin2a
A B A C B C A C A B< A  B , A  C > < B,C > - < A,C >< A,B >

= cosa – cosbcosc

A

B C

bc

A

c
b
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ک مثلثات کرویثلثا

 هѧѧها را بѧѧها وسينوسѧѧانون کسينوسѧѧروی قѧѧای کѧѧه همتѧѧدرنتيج
:صورت زير به دست می آوريم وريم ی زير ور

cbaA coscoscoscos 


CBA
cb

A

sinsinsin
sinsin

cos 

c
C

b
B

a
A

sin
sin

sin
sin

sin
sin


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ک مثلثات کرویثلثا
برحسب نمادهای اين بخش ، داريم :38قضيه: م

cb
cbaA

sinsin
coscoscoscos 



ط ل ل ط
cb

CBAa
sinsin

coscoscoscos 


ای :نتيجهѧه هѧای زاويѧدازه هѧط انѧطول اضلاع مثلث توس
. ان برحسب راديان معين می گردد









||||cos

,cos

1

1

xxA

CBa

215


11

,
11

cosA



ط ا پيکره های خطی ک

 فѧی تعريѧه اقليدسѧد هندسѧواه ماننѧی تѧی را مѧپيکره های خط
ایکرد واثباته تعريفها با دقيقا يا واثباتها تعريفها تمام تقريبا تقريبا تمام تعريفها واثباتها يا دقيقا با تعريفها واثباتهѧای .کرد

اقليدسی يکسانند يا بسيارشبيه آنها هسѧتند بويزهѧف هرتقѧارن 
ل گ . يѧѧک پيکѧѧره خطѧѧی جايگشѧѧتی روی رئѧѧوس ان القѧѧا مѧѧی کنѧѧدط

بѧѧѧѧه صѧѧѧѧورت  S2رئѧѧѧѧوس يѧѧѧѧک پيکѧѧѧѧره خطѧѧѧѧی کامѧѧѧѧل روی 
متقاطرهستند ولذا هرتقارن جايگشتی روی مجموعѧه رئѧوس 

باشد متقاطرنيزمی
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.متقاطرنيزمی باشد



ط ا پيکره های خطیک

 فرض کنيد :  39قضيهд  هѧم سѧت کѧا دسѧيک پيکره خطی ب
گروهѧی  I(д)درايѧن صѧورت .راس ناواقع بزيک خط باشѧد زي ع و س ورر ن ي ی(д)ر رو

.متناهی است
يهѧѧد:40قضѧѧکني کѧѧهдفѧѧرض باشѧѧد کѧѧاملی خطѧѧی پيکѧѧره يهѧѧد:40قضѧѧرض کنيѧѧفд هѧѧد کѧѧاملی باشѧѧی کѧѧره خطѧѧپيک

 I(д)مشتمل اسѧت برسѧه خѧط دوبѧدو متعامѧد درايѧن صѧورت 
ازمرتبه است48گروهی .است 48گروهی ازمرتبه

 گروه : تذکرI(д)  رѧاس و  9دوران،  24مشتمل بѧ15انعک 
هاست لغزه اين از يک متقاطر نگاشت که است لغزه
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.لغزه است که نگاشت متقاطر يکی از اين لغزه هاست



اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 اکنون به بررسی گروههای ايزومتریS2  لѧونگی عمѧوچگ
زيم.انها براين پيکره های ساده می پردازيم پر ی ر پي ين ر

ي:41قضيه کن م رض رPQف ب اط ندS2نق باش يهѧѧيم:41قضѧѧی کنѧѧرض مѧѧفPوQ رѧѧاطی بѧѧنقS2 ندѧѧباش .
دراين صورت تنها يѧک انعکѧاس وجѧود دارد بѧه طѧوری کѧه 

کند م جابجا را نقاط .اين نقاط را جابجا می کنداين
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اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 پاره خط : تعريفr ف . را درنظربگيريدѧود منصѧعمr  طѧخ
دونقطѧѧه انتهѧѧايی  ΩLاسѧѧت، بѧѧه طѧѧوری کѧѧه  Lيکتѧѧايی چѧѧون 

.پاره خط را جابجا می کندط
L

L

PQ P Q

خط:تذکر پاره منصف حاملrعمود استrبرخط عمود

چشم  PQعمود منصف 
انداز اول

چشم  PQعمود منصف 
انداز دوم
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. عمود است rبرخط حامل rعمود منصف پاره خط:تذکر



اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 اطی از :  42قضيهѧه نقѧط، مجموعѧاره خѧعمود منصف يک پS2 
.است که ازنقاط انتهايی ان پاره خط به يک فاصله اند

 ه : تعريفѧفش رانقطѧود منصѧا عمѧط بѧتنها نقطه تلاقی يک پاره خ
. وسط ان می ناميم

 تذکر :
است کѧه ازدو انتهѧای  Mنقطه يکتايی چون  rنقطه وسط پاره خط 1.

.پاره خط به يک فاصله است
. هرپاره خط ومتمم ان يک عمود منصف دارند2.
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اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 دقيقا دوانعکاس وجود دارند که يک جفت خط :  43قضيه
.داده شده را جابجا می کنند ی ر

 متناظربا هر زاويه :  44قضيهA  تنها يک انعکاس وجود
کند می جابجا را ان اضلاع که .دارد که اضلاع ان را جابجا می کنددارد

 پرتو  44با نمادهای قضيه : تعريفQX  که دران
زا از Aا  PQRا

|| RP
RPx






A = را نيمساز زاويه   PQRمی ناميم  .
P

X
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اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

اين بخش را با چند قضѧيه درمѧورد جمѧع زاويѧه هѧا بѧه پايѧان    
ريم.می بريم ی

 يهѧѧر :  45قضѧѧاگQX  هѧѧاز زاويѧѧنيمس PQR   اهѧѧد، آنگѧѧباش
PQXبر انطباق قابل RQXاست PQXقابل انطباق بر RQXاست.

 يهѧѧه :  46قضѧѧيم کѧѧرض کنѧѧفX  لѧѧه ای درداخѧѧنقط PQR 
يهباشد زا اندازه رت ص دراين PQRان رادي حسب بر دراين صورت اندازه زاويه.باشد PQR انѧب راديѧبر حس

مسѧاوی اسѧت بѧا مجمѧوع انѧدازه هѧای زاويѧه هѧای  PQX  و
RQXراديان برحسب
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RQXبرحسب راديان.



اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق

 ذکرѧѧای : تѧѧه هѧѧای زاويѧѧدازه هѧѧوع انѧѧروی مجمѧѧه کѧѧدرهندس
متغيراست ث مثل دازه ان ه ب نسبت همثلث ب ال مث وان عن ه ب بѧه عنѧوان مثѧال بѧه .مثلث نسѧبت بѧه انѧدازه مثلѧث متغيراسѧت

يѧک پايѧه متعامѧد  { P,Q,R }آسانی ديѧده مѧی شѧود کѧه اگѧر 
ثل گ يکѧѧه باشѧѧد، آنگѧѧاه  هريѧѧک اززاويѧѧه هѧѧای مثلѧѧث آ PQR 

قائمѧѧه اسѧѧت ولѧѧذا مجمѧѧوع انѧѧدازه هѧѧای زاويѧѧه هѧѧای ايѧѧن مثلѧѧث 
. است 3π/2برحسب راديان 
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مثلثی با سه زاويه قاثمه 



اق ط ا ل قا ا ا قضايای قابليت انطباقق
 يم :  47قضيهѧفرض می کنP  وQ  رخطѧه بѧدونقطL ندѧن . باشѧدراي

رابѧر  pوجѧود دارد کѧه  Lصورت انتقال منحصѧربه فѧردی درامتѧداد 
Qنگارد .می Qر .ی 

 يهѧѧيم :  48قضѧѧی کنѧѧرض مѧѧفP ،Q ،P ،Q  اѧѧه لزومѧѧه کѧѧچهارنقط
اگر . باشند Lمتمايزنيستند روی خط 

d( P P ) d(Q Q )d( P,P ) = d(Q,Q )
وجود دارد به طوری که Tآنگاه  ايزومتری    

TP = Q TP = QTP = Q ,   TP = Q
 ای :  49قضيهѧااگر دارای طولهѧد اگروتنهѧدوپاره خط قابل انطباق ان

. مساوی باشند
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ط ا ا تقارن های پاره خطتقا

 فرض می کنيم :  50قضيهr  لѧط حامѧا خѧی بѧاره خطѧپL  و

m  هѧѧف ونقطѧѧعمودمنصM  ورتѧѧن صѧѧد، درايѧѧط ان باشѧѧوس

های تقارن اrگروه ب }{برابراست I Ω Ω Hجدول جѧدول  I,ΩL,Ωm ,HM }{برابراسѧت بѧا rگروه تقارن های

.است 28.2ضرب اين گروه مانند جدول ضرب قضيه 
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ا ال قائ مثلث قائم الزاويه ثلث
هѧهندس در الزاويѧه قѧائم مثلѧث هѧای ويژگѧی ازمهمتѧرين يکی  هѧه در هندسѧائم الزاويѧث قѧای مثلѧی هѧرين ويژگѧيکی ازمهمت

.  اقليدسѧѧѧѧی صѧѧѧѧدق کѧѧѧѧردن انهѧѧѧѧا درقضѧѧѧѧيه فيثѧѧѧѧاغورس اسѧѧѧѧت
زيѧѧر صѧѧورت بѧѧه فيثѧѧاغورس قضѧѧيه مشѧѧابه کѧѧروی درهندسѧѧه کѧѧروی مشѧѧابه قضѧѧيه فيثѧѧاغورس بѧѧه صѧѧورت زيѧѧر درهندسѧѧه

. است
ي:51قضيه کن رض درABCف لS2ثلث ط ه ب يهѧѧيم:51قضѧѧی کنѧѧرض مѧѧفABC ی درѧѧمثلثS2  ولѧѧه طѧѧب

. باشѧد c = d( A,B )و  b = d( A,C )و  a = d( B,C )اضѧلاع 
آنگاهABبرACاگر باشد د ξ:ع  :عمود باشد آنگاهABبرACاگر

Cosa = Cosb Cosc         

ξ

C
ab

226-ξ

A Bc



ا ال قائ مثلث قائم الزاويهثلث

 يهѧѧѧد :  52قضѧѧѧرض کنيѧѧѧفL  هѧѧѧد ونقطѧѧѧواه باشѧѧѧی دلخѧѧѧخطX 
اق ازLنا قط اگLد اشد دmن خط خѧط عمѧود بѧر  mنباشѧد اگѧرLبوده وقطبѧی ازLناواقع بر

L  ازX  باشد ونقطه تلاقیL  وm  هѧنقطF دѧه . باشѧاه  بѧآنگ
Y به شرط  Lواقع بر  Yازای هرنقطه  F  داريم :

D( X F ) < d( X Y ) < d( X F )D( X,F ) < d( X,Y ) < d( X,-F )
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ا ال قائ مثلث قائم الزاويهثلث

 محتوی قضيه اين است که نقاط : تذکرF  و–F  رѧع بѧواقL 
از نقاط ن ت د ن کت نزد ت ت تندXه ه . هستند Xبه ترتيب نزديکترين و دورترين نقاط از

تعريف:Fرا پای عمود ازXبهLاميمѧی نѧدد. مѧع d(X,F) مپ( )

:می ناميم و می نويسيم  Lو  Xرا فاصله 

d( X,L ) = d( X,F )
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تقا ا ا قضايای تقاربق

 عمود منصف های اضلاع مثلث متفاربند:  53قضيه .
کنيم:54قضيه م رP،Q،Rفرض ب ع واق ا ن نقطه سه فرض می کنيم:54قضيهP،Q،R رѧع بѧا واقѧسه نقطه ن

 p = QR ،q = PR ،r = PQخطهѧای . باشѧند S2يѧک خѧط در 
گ نظ د اا ک ان اΩاگ ه ط خ و  p ،qخѧѧط هѧѧای Ωuاگرانعکѧѧاس.را در نظѧѧر مѧѧی گيѧѧريم

 wرا جابجѧѧا کننѧѧد آنگѧѧاه  خѧѧط  rو  qخطهѧѧای  Ωvانعکѧѧاس 
طط  rو  pخطهѧای  Ωwبطوريکه.وجود داردvوuمتقارب با

. را جابجا می کند
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تقا ا ا قضايای تقاربق

 هѧѧث  :نتيجѧѧک مثلѧѧای يѧѧه هѧѧازهای زاويѧѧل نيمسѧѧای حامѧѧخطه
P.متقاربند P ر

qr v

v

u

qr

Q R
p

v

Q R

w
M

u

p
w u

M

باث ج خا دوزاويه ازها ني ب تقا
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اق ط ا ل قا ا مثلثهای قابل انطباقثلث

 اگر در دو مثلث ) : ض ض ض( 55قضيه PQR  و PQR 
اش )dداشته P R ) d( P R )d( Q R )d( Q R ) d( P,R ) = d( P,Rداشѧته باشѧيم d( Q,Rو( ) d( Q,R و     = (

d( P,Q ) = d( P,Q .آنگاه  اين دومثلث قابل انطباق اند (

 ث ) ض ز ض  (:  56قضيهѧر دردو مثلѧاگ PQR  و PQR  
اش d( P,Q ) = d( P,Qداشѧته باشѧيماشت d( Q,Rو( ) d( Q,R و      = (

 PQR =  PQR آنگاه  اين دو مثلث قابل انطباق اند .
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اق ط ا ل قا ا مثلثهای قابل انطباقثلث

 يهѧѧث ) : ززز (  57قضѧѧر دردو مثلѧѧاگ PQR  و PQR 

اش داشته PQR  PQR QPR  QPR داشѧته باشѧيم PQR =  PQRو QPR =  QPR     و
 QRP =  QRP آنگاه اين دو مثلث قابل انطباق هستند .

 دازه : نتيجهѧااگر دارای انѧد اگروتنهѧاق انѧدو زاويه قابل انطب
اشن ا ا . راديان مساوی باشندا
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ا ا ا ت ا گروههای متناهی دورانهاگ
کنيم:58قضيه می متناهیGفرض زيرگروه SO(3)يک يم:58ي ی  ی Gرض  رو   SO(3)ي زير

بѧѧا يکѧѧی ازگروههѧѧای جѧѧدول زيѧѧر  Gدرايѧѧن صѧѧورت . باشѧѧد
است .ايزومرف استايزومرف

تعداد پاياگرها تعداد قطب ها  تعداد مدارها مرتبه 
n n 2 2 nدوری   

2 2 n 2n + 2 3 2دووجهی  
2 3 3 14 3 12چهاروجهی   
2 3 4 26 3 24هشت وجهی  
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ا ا ا ت ا گروههای متناهی دورانهاگ

 مѧѧѧѧروه : لѧѧѧѧو گѧѧѧѧهرعضG  کѧѧѧѧا يѧѧѧѧب هѧѧѧѧه قطѧѧѧѧروی مجموع
.جايگشت است ي
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ت ا ا ت ا S3گ S3گروههای متناهی ايزومتری

 فرض کنيدG  يک گروه متناهی ازايزومتری هایS2  دѧباش
د کني رض دGونيزف باش ده نش کيل تش ا ازدورانه ً لا ک . کѧѧѧلا  ازدورانهѧѧѧا تشѧѧѧکيل نشѧѧѧده باشѧѧѧد Gونيزفѧѧѧرض کنيѧѧѧد

را کѧѧه دوران نيسѧѧت اخنيѧѧارمی کنѧѧيم  βماننѧѧد  Gعضѧѧوی از 
گگ آ باشد، آنگاه  Gمجموعه دوران های G0دراين صورت اگر 
G = G0uβG0 اختارѧب سѧذا برحسѧلG0  روهѧه گѧمرتبG 0 00

.باشد 120يا  2n ،4n ،24 ،48بايد يکی از اعداد 
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چهار فصل چهارمفصل

هندسه تصويری 
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مقدمهق

 راز دوѧѧѧب مجردتѧѧѧه بمراتѧѧѧی کѧѧѧک ساختارهندسѧѧѧه يѧѧѧه مطالعѧѧѧون بѧѧѧاکن
دربسѧѧѧياری مѧѧѧوارد هندسѧѧѧه صѧѧѧفحه . سѧѧѧاختارقبلی اسѧѧѧت مѧѧѧی پѧѧѧردازيم

بѧѧا ايѧѧن وصѧѧف درهندسѧѧه . تصѧѧويری مشѧѧابه هندسѧѧه روی کѧѧره اسѧѧت
تصويری بѧرخلاف هندسѧه کѧروی ايѧن پديѧده اقليدسѧی کѧه دوخѧط تنهѧا 

صѧفحه تصѧويری . دريک نقطѧه مѧی تواننѧد متقѧاطع باشѧد، معتبراسѧت
اگرچѧه . مبنای مطالعه هندسه هذلولوی درفصل های آينده خواهد بود

ولѧѧѧی . بسѧѧѧياری از ويژگѧѧѧی هѧѧѧای صѧѧѧفحه تصѧѧѧويری متعѧѧѧارف هسѧѧѧتندگ
هرانعکѧاس  P2در . ويژگی جهت ناپذيری اين صفحه متعارف نيست

ک ل ا ک ا ا
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مقدمهق

 ودنѧѧرد بѧѧمجP2  یѧѧه اش زوجѧѧه هرنقطѧѧت کѧѧی ازآن اسѧѧناش
اط تs2ازنق اطا تق ه نقط هS2د نقط ک P2ا  P2را يѧѧѧѧک نقطѧѧѧѧه S2دونقطѧѧѧѧه متقѧѧѧѧاطر. اسѧѧѧѧتs2ازنقѧѧѧѧاط

. منظور می کنيم

 صفحه تصويری : تعريفP2  ایѧت هѧام جفѧه تمѧمجموع    
{ تقاط{ تS2ازنقاط ا { x , - x }ازنقاط متقاطرS2است.
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مقدمهق

 دوتعريف ديگر : تذکرP2  تندѧوق هسѧف فѧادل تعريѧه معѧک
از :عبارتند :عبارتند از

.  E3مجموعه تمام خطوط گذرنده از مبدا 1.

   مجموعه تمام رده های هم ارزی ازسѧه تائيهѧای مرتѧب 2.
( x x x حقيق( داد بردلرهای(ازاع )E3يعن ( x1 , x2 , x3) یѧداد حقيقѧای (ازاعѧی بردلرهѧيعنE  (

کѧѧѧه تمѧѧѧام مولفѧѧѧه هѧѧѧای آنهѧѧѧا همزمѧѧѧان صفرنيسѧѧѧتند دراينجѧѧѧا 
ا ا اگ گ ا ا ا
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مقدمهق
کنيم πفرض : S2 → P2 رѧه به که باشد نقطѧهxنگاشتی يم πرض  : S  P ر   xی ب  ب 

{ x , -x }  دراين صورت . رانسبت می دهدπ  تی دوѧنگاش
از يک .استP2بهS2به ز .                                 PبSب ي 

   ط درѧѧک خѧѧيP2  ورتѧѧه صѧѧه ای بѧѧمجموعπL  هѧѧت کѧѧاس
ازLدرآن قطبξاگراستS2خطی πξباشد،Lيک  πξباشѧد،  Lيѧک قطѧب ξاگѧر.اسѧت Sخطی ازLدرآن

واقѧع  πLبѧر  πxروشѧن اسѧت کѧه . مѧی نѧاميم πLرا قطب 
ااگر اگروتنه >است ξ x > = در0 دP2دونقطه متعام متعامѧد  Pدونقطѧه در .ξ,x > = 0 >اسѧت اگروتنهѧااگر

دوخѧط در . متعامѧد باشѧند S2هستند، اگرنماينده های آنها در 
P2باشند متعامد آنها های اگرقطب متعامدند
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ق ا P2ويژگی های وقوع درP2ژگ

 1قضيه : 

ا ا2ط لاق ط ک ا ا ا ق . دقيقا دارای يک نقطه تلاقی اندP2دوخط متمايز در 1.

در2 متمايز اندP2دونقطه واقع خط يک روی دقيقا ر 2. يز  ع Pو  . ي روی ي  و
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگن P2الگوهای ديگری برای

 مکمل تصويری صفحه اقليدسی: الف
دراصѧѧѧل وقѧѧѧوع  E2درفصѧѧѧل اول ديѧѧѧده ايѧѧѧم کѧѧѧه صѧѧѧفحه اقليدسѧѧѧی     عم

:زيرصدق می کند 
. برهردونقطه تنها يک خط می گذرد1.
)درواقع بينهايت نقطه(برهرخط دست کم دونقطه وجود دارد2.
جبرهرنقطه خѧارج يѧک خѧط تنهѧا يѧک خѧط بѧه مѧوازات آن خѧط مѧی 3.

.گذرد
. سه نقطه نا واقع بريک خط وجود دارد4.
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 يهѧѧابر قضѧѧاختن،  1بنѧѧيوه سѧѧوشP2  هѧѧيم کѧѧی کنѧѧه مѧѧملاحضP2 
. دراصول زير صدق می کند

.Iبرهر دو نقطه تنها يک خط می گذرد.
IIاست واقع نقطه سه کم دست خط برهر .II ع م   و ر    .بر

.IIIهردو خط متقاطع هستند .
IVند دا د خط ک اق نا نقطه ه .IVسه نقطه نا واقع بريک خط وجود دارند.

هندسه ای بنا مѧی کنѧيم کѧه دراصѧول بѧالا  E2دراينجا بااستفاده از     
کن ق
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 برای اين منظور روی مجموعه خطهایE2  را به  ~رابطه
کنيم می زيرتعريف يم.صورت ی  ري  .ور زير

 فѧѧر : تعريѧѧاگL  وL′  ط درѧѧدوخE2  وييمѧѧی گѧѧند، مѧѧباشL  و
L′ن اند طه ا Lد L′ااگ تن اگ L′در رابطه اند و می نويسيمL ~ L′ اگروتنهااگر

L || L′         ياL = L′ 
 يهѧѧه :  2قضѧѧه  ~رابطѧѧم ارزی روی مجموعѧѧه هѧѧک رابطѧѧي

استE2خطوط
245

.استEخطوط



ا گ ا گP2الگ ات خت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 يهѧѧه قضѧѧه بѧѧا توجѧѧوط  2بѧѧه خطѧѧمجموعE2  مѧѧای هѧѧه رده هѧѧب
گردد م تقسيم خطارزی به وابست ارزی هم های Lرده  Lرده های هم ارزی وابست به خѧط .ارزی تقسيم می گردد

را نقطѧه در بѧی نهايѧت در  [ L ]نشѧان مѧی دهѧيم  [ L ]را با 
.می ناميمLامتداد خطط

[ L ][ L ] = ∞
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 اکنونE2
. را به صورت زير تعريف می کنيم *

تعريف: تعريف:
.1E2

. ونقاط در بی نهايت است E2متشکل از نقاط  *
E2در 2.

کѧه بѧه آن  Lدو نوع خط وجود دارد خѧط اقليدسѧی  *
رااضافه کرده ايم وخط دربينهايѧت [L]نقطه در بی نهايت  ی ]ر ر[ و م ر ر

. که اجتماع تمام نقاط دربينهايت است
[m]L

[L]
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خط دربينهايت شامل تمام نقطه 

.های دربينهايت است



ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 3قضيه  :E2
.صدق می کند  IVتا  Iدراصول   *

تعريف:E2تصويری مکمل ناميممیE2را تعريف:E2
. ناميمیE2را مکمل تصويری*

 صفحه تصويری حقيقی : ب
را به صورت زيرتعريف می کنيم اسلايد بعѧدی  Eمجموعه    

.را ببينيد ر
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 تعريف :
ه1 ازEهرنقط هR3خط ازنقط ه ک ت دا(oاس مب مبѧѧѧѧدا ( oاسѧѧѧѧت کѧѧѧѧه ازنقطѧѧѧѧه R3خطѧѧѧѧی ازEهرنقطѧѧѧѧه1.

. می گذرد) مختصات 
گط . می گذرد oاست که ازR3صفحه ای ازEهرخط2.

z

yo
فقط
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yoz  خطی درE است  .



ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 4قضيه  :E  دراصولI  تاIV صدق می کند .
ف ناEت ق ق ت ه ف ا تعريف:Eرا صفحه تصويرحقيقی می ناميم .

اگر:تعريفAوB  ولѧدوالگوی هندسی باشند که دراصI 
يکريخѧѧت هسѧѧتند  Bو  Aصѧѧدق مѧѧی کننѧѧد مѧѧی گѧѧوييم  IVتѧѧا 

دوسوي Tاگرنگاشت : A → Bه ب باشد ته داش وجود وجѧود داشѧته باشѧد بѧه T : A → Bاگرنگاشѧت دوسѧويی 
. طوری که وقوع را حفظ کند
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 5قضيه  :
1E2وEيکريختند .1E2

.يکريختندEو*
.2E  وP2 يکريختند .
 نتيجه :E2

. يکريختند P2و  *
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 هѧѧه هرنقطѧѧديم کѧѧديE  هѧѧک نقطѧѧا يѧѧا بѧѧتنهE2
متنѧѧاظر  P2يѧѧا  *

نقطѧѧه.اسѧѧت وLاگѧѧراين E2باشѧѧد
درنقطѧѧه* )را x,y,1 ) ين  . Eب وLر ر *  ( x,y,1 )ر 

ياهرنقطѧѧѧه ( Lرامختصѧѧѧات همگѧѧѧن  (x,y,1 )قطѧѧѧع کنѧѧѧد، 
ا ويLمتناظرب اميم)درهرالگ ن هم نقط ر L،E2واگ L  ،Eواگѧѧر نقطѧѧه .مѧѧی نѧѧاميم)درهرالگѧѧويیLمتناظربѧѧا * 

واقѧع اسѧت ولѧذا متناظربѧا يѧک   xoyراقطع نکند آنگѧاه در، 
اق ت ا ن د اتE2نقطه خت ت ن ا د ت ا E2نقطه دربينهايت واقع بر

است دراين صورت مختصات *
اسѧت  (0,1,0 )ويا برابѧر  ( m,0,1 )به صورت  Lهمگن 
آ
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ا گ ا P2الگ گ ا ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای ت
يمѧکن ذکرمѧی را همگѧن مختصѧات کاربردهѧای ازمهتѧرين يکی يم اکنون ی  ر ن ر  ی   ربر رين  ه ز ی  ون ي

ولی پيش ازتذکری در مورد مختصات همگن ضروری اسѧت فѧرض 
e1}می کنѧيم , e2 , e3}رایѧه بѧک پايѧيR3دѧورت . باشѧن صѧدراي يم e1}ی , e2 , e3}ی ر ب ي پ وربي ن ي ر

x = x1e1 + x2e2را مѧی تѧوان بѧه صѧورت يکتѧای  xR3هر  + 
x3e3تѧѧر.نوشѧѧاگπx ه ای ازѧѧنقطP2وλ واهѧѧی ودلخѧѧددی حقيقѧѧع 3 3

باشد و 
λx = u1e1 + u2e2 + u3e3λx  u1e1  u2e2  u3e3

u1)آنگاه، چنانچه پيش از اين گفتيم،     , u2 , u3)  را يک مختصات
نقطه ناميمπxهمگن می
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 يهѧѧيم :  6قضѧѧی کنѧѧرض مѧѧفP ،Q ،R  وS  رѧѧه بѧѧچهارنقط
P2تند ن خط ک ا آن از تا ه ه ط ه اشند P2تندѧباشند به طوری هيچ سه تايی از آنها بريک خط نيس .

وجѧود دارد يѧه طѧوری کѧه  R3دراين صورت پايه ای بѧرای 
نسѧѧبت بѧѧه ايѧѧن پايѧѧه مختصѧѧات خمگѧѧن ايѧѧن نقѧѧاط بѧѧه ترتيѧѧب 

از 1)عبارتند 0 0)و(0 1 0)و(0 0 1)و(1 1 1) . (1,1,1)و  (0,0,1)و(0,1,0)و (1,0,0)عبارتند از
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ا گ ا گP2الگ ا ت ومختصات همگنP2الگوهای ديگری برای

 اگر :  7قضيهx = (x1 , x2 , x3)  و)y = ( y1 , y2 , y3

باشѧѧѧند، آنگѧѧѧاه  P2مختصѧѧѧات همگѧѧѧن دونقطѧѧѧه متمѧѧѧايز در      
واصѧل بѧرخط واقѧع نقطه هر همگن همگن yوxمختصات  yو  xمختصات همگن همگن هر نقطه واقѧع بѧرخط واصѧل 

اعѧداد حقيقѧی  μو  λاست، کѧه در آن  λx + μyبه صورت 
.هستند

255



ف دو قضيه معروفق
دزارگ(8قضيه )قضيه قضيه دزارگ(8قضيه(

همچنѧѧين . باشѧѧند P2دو مثلѧѧث در  ′P′Q′Rو  PQRفѧѧرض کنيѧѧد    
ط ط ک اقطف ق متقѧѧѧارب  Xدر نقطѧѧѧه ′PP′،QQ′،RRفѧѧѧرض کنѧѧѧيم خطѧѧѧوط 

دراين صورت نقاط . باشند
L = PQ ∩ P′Q′  وM = QR ∩ Q′R′  وN = RP ∩ R′P′  
اند واقع خط xبريک

Q . بريک خط واقع اند  

L

P
Q

R
NM
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ف دو قضيه معروفق
اپرس(9قضيهѧپ کنѧيم)قضيه مѧی C1وB1وA1فѧرض پرس(9ي يم )ي پ ی   C1و  B1و  A1رض 

سѧه نقطѧه واقѧع  C2و  B2و  A2سه نقطه واقع بريک خط و 
باشند ديگر ایبرخط ه نقطه صورت وBوAدراين و  B3و  A3دراين صورت نقطѧه هѧای . برخطی ديگر باشند

C3 روی يک خط قرار دارند
A B C ∩ B C B A C ∩ A C C A B ∩ A BA3 = B2C1 ∩ B1C2   , B3 = A1C2 ∩ A2C1  ,  C3 = A1B2 ∩ A2B1

A1 B1 C1C1

A3 B3 C3
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E2کا E2کاربرد در

ابداع ازدلايل درP2يکی وقوع هندسه کردن استE2ساده بوده يکی ازدلايل ابداعP  ساده کردن هندسه وقوع درE بوده است .
 فѧѧلعی : تعريѧѧک چهارضѧѧيPQRS  درP2  يچѧѧه هѧѧه کѧѧار نقطѧѧازچه

ا ا فت از ه ک ط خ شش تن ن ط خ ک ا آن از ا ت سѧѧه تѧѧايی از آنهѧѧا بريѧѧک خѧѧط نيسѧѧتند وشѧѧش خѧѧط کѧѧه از جفتهѧѧای ايѧѧن ه
 P ،Q ،R ،Sچهارنقطѧه . چهار نقطه می گذرنѧد، تشѧکيل مѧی شѧوند

اط ق ل ا PQا ∩ RSPS ∩ QR و  PS ∩ QRو  PQ ∩ RSرا رئѧوس چهѧار ضѧلعی ونقѧاط     
PR ∩ QS يک چهارضلعی . رانقاط قطری چهار ضلعی می ناميم

آ E2در
، صѧѧѧورتهای  آن را قطѧѧѧع کنѧѧѧد يѧѧѧا نѧѧѧه ∞Lبرحسѧѧѧب ايѧѧѧن کѧѧѧه*

مختلفی بخود می گيرد در اسلايدهای بعدی کليه صورت های ممکن 
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E2کا E2کاربرد در

 ∞Lونقѧاط قطѧری بѧر  Sو  P ،Q ،Rهيچ کدام از رئوس 1.
تند لعنيس چهارض ک ي لع چهارض ن اي ت حال ن دراي درايѧѧن حالѧѧت ايѧѧن چهارضѧѧلعی يѧѧک چهارضѧѧلعی .نيسѧѧتند

. اقليدسی است
P

S

Q R

د د اقل ضل E2ها
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E2چهار ضلعی اقليدسی در
*



E2کا E2کاربرد در

بѧѧر2 رئѧѧوس از يѧѧک ازنقѧѧاطLهѧيچ يکѧѧی تنهѧѧا ولѧѧی نيسѧتند نيسѧتند ولѧѧی تنهѧѧا يکѧѧی ازنقѧѧاط ∞Lهѧيچ يѧѧک از رئѧѧوس بѧѧر2.
اسѧѧت در ايѧѧن حالѧѧت دوضѧѧلع چهارضѧѧلعی  ∞Lقطѧѧری بѧѧر 

متقاطعند ديگر تای دو و Sموازيند SP.موازيند و دو تای ديگر متقاطعند

Q R
يک چهار ضلعی با يک 
بيتهايت در قطری نقطه

نيست ولی دونقطه قطری برآن هسѧتند،  ∞Lهيچ راسی بر 3.

Q R نقطه قطری در بيتهايت

. دراين حالت چهارضلعی يک متوازی الاضلاع است
SP دو با ضلع چها يک

260Q R

يک چهار ضلعی با دو
نقطه قطری در بينهايت



E2کا E2کاربرد در

4Lتѧبينهاي در قطѧری نقطѧه وهѧيچ اسѧت راس يک شامل .4L∞ تѧری در بينهايѧه قطѧيچ نقطѧت وهѧشامل يک راس اس
S. آن نيست

R

t

P = ∞

Q

R

f

يک چهار ضلعی با يک راس در 
بينهايت

.5L∞  شامل دو راسP  وQ تѧه . اسѧک نقطѧت يѧن حالѧدراي
است بينهايت است  ∞Lقطری هم لزئما دربر 

P

S

يک چهار ضلعی با دو راس در 
ا ن
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

 ایѧѧѧѧيف هѧѧѧѧيه دزارگ دارای توصѧѧѧѧويری قضѧѧѧѧورت تصѧѧѧѧص
در E2مختلفѧѧѧی

و* خطѧѧѧوط تلاقѧѧѧی اصѧѧѧل بѧѧѧه کѧѧѧه ∞Lاسѧѧѧت ر Eی  و  و * ی  ل   ∞L  ب 
باشѧѧد،  ∞Lروی  x  مѧѧثلا اگѧѧر در ايѧѧن قضѧѧيه. هسѧѧتند وابسѧѧته

شود م بيان زير صورت به .قضيه به صورت زير بيان می شودقضيه
 فرض می کنيم :  10قضيهPQR  وP′Q′R′  ث درѧدو مثل

2E2يم.باشندѧی کنѧونيز فرض مPP′،QQ′ ،RR′  وازیѧم
:باشند دراين صورت داريم 
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

گااگ آ || PRآنگاه′QR || Q′Rو ′PQ || P′Qاگر1. P′R′

∩ QRو  ′PQ || P′Qاگѧѧر2. Q′R′ = N اهѧѧآنگPR   وP′R′ رQ || QوQ Qو
.است PQموازی با  MNمتلاقی اند و  Mدرنقطه ای چون 

′اگ = Lاگѧر3. PQ ∩ P′Q′،M = QR ∩ Q′R′ وN = PR ∩ P′R′ 

  .روی يک خط قرار دارند Nو  L ،Mآنگاه 
 رار : تذکرѧدی قѧلايد بعѧب در اسѧه ترتيѧيه بѧشکل های قض

دارد
263
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق
P′P

R R′
P′P

NQ Q′

R R′
M

N

N
L

همتای اقليدسی قضيه دزارک 
  1حالت 

Q Q′

M

MP′P

L

دزارک قضيه اقليدسی همتای

R R′
همتای اقليدسی قضيه دزارک 

3ال

ر  ز ي  ی  ي ی 
  2حالت 
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

 يم  : 11قضيهѧی کنѧرض مѧفPQR  وP′Q′R′  ث درѧدومثل
E2ندѧѧای.باشѧѧخطه تلاقѧѧیXدر′RRو′PQ′،QQاگѧѧر Eی.ب ه ی  Xر  RRوPQQQر 

.  برقرار است 10کنند، آنگاه احکام قضيه 
x

P Q

R

P′ Q′
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

 يهѧѧѧѧѧيم :  12قضѧѧѧѧѧی کنѧѧѧѧѧرض مѧѧѧѧѧفRR′Q′Q دѧѧѧѧѧه باشѧѧѧѧѧک ذوذنقѧѧѧѧѧي    .
(QQ′||RR′)ي کن م رض ف ين وازیmوLهمچن م ای خطه (QQ ||RR خطهѧѧѧای مѧѧѧوازی  mوLهمچنѧѧѧين فѧѧѧرض مѧѧѧی کنѧѧѧيم(
 ′mو  ′Lنيѧѧѧز فѧѧѧرض مѧѧѧی کنѧѧѧيم . مѧѧѧی گذرنѧѧѧد Rو  Qباشѧѧѧند کѧѧѧه از 

 ′X = L ∩ Lقرار می دهيم . باشند ′Rو  ′Qخطهای موازی گذرنده از 
روی يک  zو  x ،yدر اين صورت′z = QR ∩ Q′Rو′y = m ∩ mو yر رyر

) شکل اسلايد بعد را ببينيد .( خطند
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق
ZL L′

 12شکل قضيه :P P′

R R′m m′

Q Q′
x

y
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گ ا E2قضيه دزارگ در E2ق

د:13قضيهѧکني در′QRR′Qفرض الاضѧلاع متѧوازی يѧک د:13قضيهѧفرض کنيQRR Q لاع درѧوازی الاضѧک متѧي
E2  دѧѧی (باشѧѧيعنQ′R′||QR  وQQ′||RR′ ( رѧѧاگL  وm  وطѧѧخط

خطѧوط مѧوازی گذرنѧده  ′mو  ′Lو  Rو  Qموازی گذرنده از 
اگѧر′Rو′Qاز و xباشѧند = L∩ L′وy = m ∩ m′اهѧآنگ رRوQز   y  m ∩ mو x  L∩ Lب و 
xy  موازیQR است .

Q′
L L′

xQ

R R′

m m′
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ت گروه تصويری گ

 فѧѧويی : تعريѧѧت دو سѧѧنگاشT : P2 → P2  کѧѧرا ي
نقطه ه ه ازا خ ااگ تن اگ نا خط PQه ، P ،Qهمخطی می ناميم اگروتنهااگر بخ ازای هرسه نقطه 

R  درP2 اطѧѧنق ،TP ،TQ  وTR  ز درѧѧنيP2  طѧѧک خѧѧبري
.باشند

3اتAاگ14ق ا3 ت اش نف ا ن يهѧѧر:14قضѧѧاگA یѧѧ3ماتريس3 ابعѧѧد و تѧѧامنفرد باشѧѧو ن
A~ : P2 → p2  ورتѧѧه صѧѧرابA~(πx) = π(Ax) 
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 .است  P2يک همخطی روی  ~Aتعريف کنيم، آنگاه 



تصويری ويریگروه رو 

همخطيهای:15قضيه تمام استP2مجموعه گروه يک ی:15ي يه م  و  رو  Pج .ي 
 فѧѧѧای : تعريѧѧѧروه همخطيهѧѧѧگP2  یѧѧѧومی خطѧѧѧروه عمѧѧѧرا گ

تصѧѧѧѧويری صѧѧѧѧفحه تصѧѧѧѧوير حقيقѧѧѧѧی مѧѧѧѧی نѧѧѧѧاميم وآن را بѧѧѧѧا 
PGL(2)نشان می دهيم. ( م(

 تابع :  16قضيهθ : GL(3) → PGL(2)  را به صورت
θ(A) =A~

کنيم می گروهاستθ.تعريف همريختی .يک
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ت ا ا قضيه اساسی هندسه تصويریق
يمѧѧѧѧکن در′P′Q′R′SوPQRSفѧѧѧѧرض ضѧѧѧѧلعی چهѧѧѧѧار P2دو يمѧѧѧѧرض کنѧѧѧѧفPQRS وP Q R S لعی درѧѧѧѧار ضѧѧѧѧدو چهP 

وجѧѧود دارد بѧѧه  TPGL(2)درايѧѧن صѧѧورت تنهѧѧا يѧѧک . باشѧѧند
که طوری کهطوری

TS = S′ وTR = R′ وTQ = Q′ وTP = P′

ه د:نتيج کني رض P}ف Q R}و{P′ Q′ R′}ه س از ته دودس هѧѧѧد :نتيجѧѧѧرض کنيѧѧѧف{P,Q,R}و{P ,Q ,R دودسѧѧѧته از سѧѧѧه  {
خطѧی باشѧد  Lنيزفѧرض مѧی کتѧيم کѧه . نقطه نا همخѧط باشѧند

تند نيس رآن ب اط نق ن اي از دام هيچک اکه تنه صورت ن دراي درايѧن صѧورت تنهѧا .که هيچکѧدام از ايѧن نقѧاط بѧرآن نيسѧتند
وجѧѧود دارد بѧѧه طѧѧوری کѧѧه  Tيѧѧک همخطѧѧی تصѧѧويری چѧѧون 

TP = P′وTQ =Q′وTR = R′وTL = L′′
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 ایѧѧѧѧورد همخطيهѧѧѧѧايق رادر مѧѧѧѧی ازحقѧѧѧѧش برخѧѧѧѧن بخѧѧѧѧدراي
آ . تصويری می آوريمت

يهѧѧک :17قضѧѧم دارای يѧѧت کѧѧويری دسѧѧی تصѧѧر همخطѧѧمه
. نقطه ثابت ويک خط ثابت است
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 يهѧѧѧه :  18قضѧѧѧيم نقطѧѧѧرض کنѧѧѧفP  رخطѧѧѧبL دѧѧѧن . نباشѧѧѧدراي
ه ک اي همخطيه روه گ ورت مLوPص ه نگ ت ثاب را را ثابѧѧѧت نگѧѧѧه مѧѧѧی LوPصѧѧѧورت گѧѧѧروه همخطيهѧѧѧايی کѧѧѧه

هѧر همخطѧی از ايѧن نѧوع . يکريخت اسѧت  GL(2)دارند با 
. را می توان بطور منحصر بفرد به صورت زير نشان دادط

0  ba
0         

100
0 















bcaddc
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ت مروری برهمخطی تصويریط
کني:19قضيه رPLفرض ب خط ا ي نقطه يک ترتيب به فرض می کنيم:19قضيهPوL رѧط بѧا خѧبه ترتيب يک نقطه و ي
P2  باشند وPL  . هѧويری کѧی تصѧورت هرهمخطѧدراين صP  و

Lداد ات ط ت د ف ن ط ه د دا نگه ت اثا L یѧاتريس داده مѧط مѧرد توسѧر بفѧور منحصѧه طѧه دارد بѧراثابت نگ
برعکس هرچنين ماتريسی يک همخطی . شود

0          0 







acqc
pba

که کند ين ی ي دPLت دا نگه ثابت ا

100 





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. را ثابت نگه می داردLوPتصويری معين می کند که  



ت مروری برهمخطی تصويریط
قق ذک ثال قط ک ا ا ا ق ق يه:20قضيهѧذکور درقضѧت 19تبديل مѧه ثابѧک نقطѧا دارای يѧدقيق

= aويک خط ثابت است اگروتنهااگر  c = 1  وbq  0  .

 ه :  21قضيهѧوان بѧی تѧيک همخطی تصويری با دو نقطه ثابت را م
ورصورت









0
0

qc
pa

ثابتند.نوشت خط دو دارای کم دست همخطيها گونه .اين






 100
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 وان : نتيجهѧيک همخطی تصويری با دو نقطه ثابت را می ت
صورت به


ور ب 











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



100
0

00
qc

a

اط.نوشتѧايش، نقѧت  (0,1,0)،(1,0,0)دراين نمѧاط ثابѧنق

 100

شو ن )ر , , )( , , )
x1وخطѧѧوط  x3و  0 = خطѧѧوط ثابѧѧت ايѧѧن همخطѧѧی  0 =
هستند
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 يهѧر : 22قضѧاگT : P2 → p2  ويریѧی تصѧک همخطѧي
ه نقط ه س ه ک وری ط ه ب د، انP،Q،Rباش خودش ر ب را را بѧѧر خودشѧѧان  P،Q،Rباشѧѧد، بѧѧه طѧѧوری کѧѧه سѧѧه نقطѧѧه

تصѧѧوير کنѧѧد، آنگѧѧاه مѧѧاتريس نمايشѧѧگر آن بѧѧه صѧѧورت زيѧѧر 
 .است
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 فѧѧويری : تعريѧѧی تصѧѧهمخطT : P2 → P2  کѧѧرا ي
محور با اميمPومرکزLپرسپکتيو ن هم ک درصورت درصѧورتی کѧه . مѧی نѧاميمPومرکѧز Lپرسپکتيو با محѧور 

T هرنقطه ،L  را وهرخط گذرنده ازP را ثابت نگه دارد.
 انیѧت همѧنگاشI : P2 → P2  یѧانی مѧپکتيو همѧرا پرس

يگانѧѧه.نѧѧاميم محѧѧوری و مرکѧѧز دارای ديگѧѧر پرسѧѧپکتيو هѧѧر وری ي .يم ز و  ر ی  ر ر  ي يو  پ ر پر
. است
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 فѧѧد، : تعريѧѧع باشѧѧوری واقѧѧزش برمحѧѧه مرکѧѧپکتيوی کѧѧپرس
شѧѧود مѧѧی ناميѧѧده بѧѧالابر بѧѧر.يѧѧک پرسѧѧپکتيوی مرکѧѧز واگѧѧر و ی  ي  بر  ر .ي ب يوی ب پ ز پر ر ر  و

بنѧابر . محوری نباشد، آن را همولوژی يا مانستگی می ناميم
پرسپکتيو با متناظر ماتريس فوق رTقضيه زي صورت ه ب بѧه صѧورت زيѧر Tقضيه فوق ماتريس متناظر با پرسپکتيو

.است 
00 a

P P
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 يهѧѧѧيم : 22قضѧѧѧی کنѧѧѧرض مѧѧѧفT کѧѧѧوق يѧѧѧورت فѧѧѧه صѧѧѧب
صورت اين در باشد ورپرسپکتيو ين  ر  يو ب  پ پر

p و  a = 1اگѧر 1. آنگѧاه ايѧن پرسѧپکتيو يѧک بѧالابر  0
ت .استا

. همانی است Tآنگاه  p = 0و  a = 1اگر 2.

a اگر 3.   . يک همولوژی است Tآنگاه  0
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 ،دѧѧين باشѧѧاس آفѧѧک انعکѧѧا يѧѧاظر بѧѧه متنѧѧی کѧѧوژی خاصѧѧهمول
توافقی دارد)هارمونيک(همولوژی .نام ی و وژی  ي(و و ر)ر .م 

 پکتيو“انتخاب اصطلاحѧی پرسѧر ” همخطѧايای زيѧط قضѧتوس
د ش ه .توجيه می شودت

 ز :  24قضيهѧه مرکѧديهی بѧی نابѧک همخطѧه يѧفرض کنيم ک
P نقطه ،X  را بهX′ ورت . تبديل کندѧن صѧدرايP ،x  وx′ 

.همخط اند
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ت مروری برهمخطی تصويریط

 يهѧѧد :  25قضѧѧرض کنيѧѧفP  ه وѧѧک نقطѧѧيL دѧѧط باشѧѧک خѧѧي .
نقاط د کن ض ف ن ن ندxx′pه اش خط اگک اگѧر . بريک خط باشѧندpو′xوxهمچنين فرض کنيد نقاط

x  وx′  رѧѧبL  اѧѧاوت بѧѧند و متفѧѧنباشp ندѧѧز باشѧѧا . نيѧѧاه تنهѧѧآنگ
وجѧود دارد  Lو محѧور  pيک همخطی پرسѧپکتيو بѧه مرکѧز 

بهxکه نگارد′xرا م .می نگاردxرا بهxکه
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قطبیقط

 دѧѧѧرض کنيѧѧѧفb  ارن، زوالѧѧѧاديرحقيقی، متقѧѧѧا مقѧѧѧابع بѧѧѧک تѧѧѧي
روی دوخط و رباشدE3ناپذير e}اگ e e ه{ پاي e1}اگѧر.باشѧدEناپذير و دوخطѧی روی , e2 , e3}  هѧپاي

باشد، آنگاه  R3ای برای  


eebyxyxb j
ji

iji ),(),(
3
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قطبی
درآن [که = [ b(ei ej) ]B = [ bijرابطهb~  P2  p2 که درآن] = [ b(ei,ej) ] B = [ bij  رابطهb  P  p

با تعريف                                                        
b~ { ( ) | b( ) 0 }b~ = { (πx,πy) | b( x,y ) = 0 }

 ~b(πx,πy)اگѧر . می نѧاميم (polarity)را يک رابطه قطبی    
شاگ ا غ ا ا بѧѧه ازای هѧѧѧر غ داده شѧѧѧده، .مѧѧѧزدوج انѧѧѧد πyوπxميگѧѧوييم

بآسانی ديده می شود که مجموعه 
{ πx : b( x,y ) = 0 }

را قطѧب  πyو  πyايѧن خѧط را خѧط قطبѧی . يک خѧط اسѧت   
ط
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قطبیقط

 فرض کنيد خطهای قطبی نقاط :  26قضيهP  وQ  واقع بر
P2ترتيب ه ندqوpب صورتباش ن رPدراي استqب Pبѧѧه ترتيѧѧبp وq ندѧѧورت .باشѧѧن صѧѧدرايP  رѧѧبq  تѧѧاس

.باشد pبر  Qاگروتنهااگر 
 يهѧѧѧر :  27قضѧѧѧاگP  وQ  رѧѧѧزدوج بѧѧѧود مѧѧѧه خѧѧѧدو نقطP2 

آنگѧѧاه نيسѧѧتPQباشѧѧند، مѧѧزدوج گذرنѧѧده.خѧѧود خѧѧط يعنѧѧی ي PQب  وج  ز ر .و  ی   ي
. ازدو نقطه خود مزدوج، خود مزدوج نيست
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قطبیقط
يهѧѧزدوج:28قضѧѧم خѧѧود نقطѧѧه يѧѧک شѧѧامل دقيقѧѧا خѧѧط يѧѧک وج :28ي ز و  ل ي   ي  ي  

. است اگروتنهااگر خود مزدوج باشد
ف د:ت کن ض قط~bف ه ک اشد قط طه ا ک فѧѧد :تعريѧѧرض کنيѧѧفb~ عѧѧه مقطѧѧد کѧѧی باشѧѧه قطبѧѧک رابطѧѧي

 ~bخطی را که نسبت به . را به دست می دهد Gمخروطی 

ط ط ا اا . مѧی نѧاميم Gخود مزدوج باشد، مماس بر مقطѧع مخروطѧی 
.  قطب اين خط نقطه تماس ناميده می شود

L

u  v

L
L

u
v مقطع مخروطی خطوط مماس، قطب و قطبی 
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قطبیقط

 ه : نتيجهѧداکثر دردو نقطѧی را حѧع مخروطѧک مقطѧهرخط ي
ک .قطع می کندقط

کند،:تعريف قطع بار دو را مخروطی مقطع يک که خطی خطی که يک مقطع مخروطی را دو بار قطع کند، :تعريف
.  خط قاطع ناميده می شود
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ا ل حاصل ضرب خارجیا
اگرuوvدر ردR3بردارهاي ف ه ب منحصر ردار ب باشند اگرuوvبردارهايی درR ردѧه فѧر بѧردار منحصѧباشند ب

w  هѧѧق بѧѧمتعلR3  رѧѧه ازای هѧѧه بѧѧوری کѧѧه طѧѧود دارد بѧѧوج
zR3داريم: zRريم:

b( w,z ) = det( z,u,v )
Wبيرون رب حاصلض ارج(را هvوu)خ ب بت bنس Wیѧѧرب بيرونѧѧارجی(را حاصلضѧѧخ(u وv  هѧѧبت بѧѧنسb 

می ناميم و می نويسيم 
w = u  vw = u b v

نيزنشѧان  w = uvاگراشتباهی پيش نيايѧد، آن را بصѧورت   
دهيم می
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ا ل حاصل ضرب خارجیا

 اکنون نشان می دهيم
1b( uv w ) = b( u vw ) .1b( uv , w ) = b( u , vw )
.2b( u , uv ) = b( v , uv )
 فرض کنيد :  29قضيهπu  وπv  دونقطه درP2 ندѧباش .

و  πuقطѧب خѧط گذرنѧده از π( uv )درايѧن صѧورت ور ن )ر ز( ور
πv است .
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ا ل حاصل ضرب خارجیا

 فѧѧث : تعريѧѧمثلPQR  درP2  ودѧѧی شѧѧده مѧѧی ناميѧѧود قطبѧѧخ
د اش لش ا ق ل ض قط آن ا ه داگ خ ث ثل ه هرمثلѧѧث خѧѧود . اگѧѧر هѧѧرراس آن قطѧѧب ضѧѧلع مقѧѧابلش باشѧѧد

e1,e2,e3 }قطبѧѧی پايѧѧه ای چѧѧون  بѧѧه . بѧѧه دسѧѧت مѧѧی دهѧѧد {
i طوری که اگر  j  آنگاهb( ei , ej 1b( eiو  0 = ( , ej ) = 

ت ن ک ا ت ا ک ا ا ناbا . می ناميم bاين پايه را يک پايه متعامد يکه نسبت به
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ا ل حاصل ضرب خارجیا
:30قضيه 30قضيه :

e1 }اگر 1. , e2 , e3 .  باشد bيک پايه متعامد يکه نسبت به  {
، داريم e3به جای e3–انگاه درصورت لزوم، با قرار دادنگ

e1  e2 = b( e3 , e3 )e3

e2  e3 = b( e1 , e1)e1

e  e = b( e e )ee3  e1 = b( e2 , e2)e2

b( eiهای موجود درميان  - 1داده شده، تعداد  bبه ازای هر 2. ei ) 
ا ک ا ا ا ا ا قل ا
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ا ل حاصل ضرب خارجیا

 فѧѧѧد : تعريѧѧѧرض کنيѧѧѧفb  یѧѧѧذير، دوخطѧѧѧابع زوال ناپѧѧѧک تѧѧѧي
ت ا ن ا دتق کن ض }ف e e e ه{ ا ک e1 }فѧرض کنيѧد.ومتقѧارن اسѧت , e2 , e3 يѧک پايѧه  {

هѧا درميѧان -1و + 1اگرتعѧداد . باشѧد bمتعامد يکه نيبѧت بѧه 
b( ei , ej باشѧند، آنگѧاه جفѧت  sو  rهابه ترتيب برابѧر بѧا  (

)مرتب r s نشان( يا شاخص ناميمbرا م . می ناميمbرا شاخص يا نشان( r,s )مرتب
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ا ل حاصل ضرب خارجیا

 الѧѧѧѧѧذير : مثѧѧѧѧѧارن وزوال ناپѧѧѧѧѧی متقѧѧѧѧѧابع دوخطѧѧѧѧѧاخص تѧѧѧѧѧش
b:R3→R3تعريف با b:R Rري ب 

b( x,y ) = x1y1 + x2y2 + x3y3

است ولی شاخص(3,0)برابر با  
b( x,y ) = x1y1 + x2y2 – x3y3( ,y ) 1y1 2y2 3y3

. (2,1)برابر است با    
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ا ل حاصل ضرب خارجیا

 هѧبت بѧه را نسѧقضيه زير که حاصلضرب برداری سه گانb 
دهد ت د ده دا ا ژ نقش ات ا د . درمحاسبات نقش ويژه ای دارد.به دست می دهد

اگر:31قضيه(r,s)شاخصb باشد، آنگاه ( , )

( uv )  w = (-1)s ( b(u,w)v – b(v,w)u )
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پنج فصل پنجمفصل

P2هندسه طولی در 
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ثلث ا ا ل فاصله و نامساوی مثلثفا

 هѧѧѧويری رامطالعѧѧѧفحه تصѧѧѧوع صѧѧѧاختار وقѧѧѧا سѧѧѧون تنهѧѧѧا کنѧѧѧت
رادر.کرديم فاصله تابع کنيمP2اکنون می .معرفی يم ر.ر بع  ر يمPون  ی  ی  . ر

فاصله نقطه های :  تعريفP  وQ  متعلق بهP2  اѧرا بd(P,Q) 
کن ف ت ز ت ه ا آن ده :  نشان می دهيم وآن را به صورت زيرتعريف می کنيم نشان

d( P,Q ) = cos-1 | <x,y> |
و  πx = Pاند به طوری کѧه  S2نقاطی از  yو  xکه درآن    

πy = Q
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ثلث ا ا ل فاصله و نامساوی مثلثفا

گ اگر:1قضيهP  ،QوR هѧسه نقطه متعلق بP2  ،ندѧباش
آنگاه

d( P,R ) ≤ d( P,Q ) + d( q,R )

لقPQRقط2ق طP2ت ک سه نقطه :2قضيهP،QوR هѧمتعلق بP2
بريѧک خѧط  

: واقع اند اگروتنهااگر 
.1d( P,Q ) + d( q,R ) = d( P,R )
2d( P Q ) + d( Q R ) + d( R P ) = π
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ت ايزومتریا
ف اميمT:P2→P2نگاشت:تعري ن م ری ايزومت ک راي فѧѧت:تعريѧѧنگاشT:P2→P2 اميمѧѧی نѧѧری مѧѧک ايزومتѧѧراي

داشته باشيم  P2متعلق به  Qو  Pاگر به ازای هر 
d( P,Q ) = d( TP,TQ )

يهѧѧد:3قضѧѧکني ايزومتѧѧریTفѧѧرض اگѧѧرP2يѧѧا وPباشѧѧد ي:3ي ریTرض  يزو ر  Pي  و  Pب 
Q  وR  اهѧسه نقطه واقع بريک خط باشند، آنگTP ،TQ  و

TRان اق خط ک TRبريک خط واقع اند.
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ت ايزومتریا

 ایѧѧری هѧѧايزومتP2  ایѧѧا ايزومتريهѧѧی بѧѧه نزديکѧѧدررابطS2 
.دارنددارند

 فرض کنيد  : 4قضيهT : P2 → P2 دѧيک ايزومتری باش .
وجѧѧود  ASO(3)درايѧѧن صѧѧورت مѧѧاتريس منحصѧѧربفرد 

که طوری به وری دارد ر ب 
T = A~
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ت ايزومتریا

 يهѧѧر :  5قضѧѧاگT  ریѧѧک ايزومتѧѧيP2  هѧѧوری کѧѧه طѧѧد بѧѧباش
قط )ا ا( π( ε1+ε2+ε3وπε3وπε1،πε2چهارنقطѧه را  (

.همانی استTثابت نگه می دارد، آنگاه ر ی یب
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P2ک P2حرکت در

 فرض کنيمL  خطی درS2 اس . باشدѧورت، انعکѧن صѧدراي
خѧѧѧط بѧѧѧه درπLنسѧѧѧبت ايزومتѧѧѧری بѧѧѧهP2يѧѧѧک کѧѧѧه اسѧѧѧت ر πLب ب  ری  يزو   ب  Pي 

. صورت زير تعريف می شود
Ω Ω~ΩπL = Ω~

L

 6قضيه  :ΩπL  هѧه بѧهرنقطπL  بѧوقطπL  هѧت نگѧرا ثاب
. راثابت نگه نمی دارد P2هيچ نقطه ديگر  ΩπL. می دارد
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P2ک P2حرکت در

 فرض کنيدL  خطی درP2  وξ ر . قطب آن باشدѧاگm  وn 
ر ب ده گذرن ط ایΩوΩوξدوخ ه اس انعک ب ترتي ه ب بѧѧه ترتيѧѧب انعکѧѧاس هѧѧای ΩnوΩmو ξدوخѧѧط گذرنѧѧده بѧѧر 

را  ΩmΩnباشѧѧد، حاصلضѧѧرب  nو  mنسѧѧبت بѧѧه خѧѧط هѧѧای 
گذل ط آ  ξازآنجا که هرخط گذرنѧده از .می ناميم ξيک دوران حول

نيѧѧز  Lرا يѧѧک انتقѧѧال در امتѧѧداد ΩmΩn. عمѧѧود اسѧѧت Lبѧѧر  m n

 nو  mاگѧر . را يک لغزه می نѧاميم  ΩmΩnΩL می ناميم و
باشند، Ωعمود Ωناميم می دور نيم يک را
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P2ک P2حرکت در

 ورآن :  7قضيهѧد از محѧف عبارتنѧخطهای ثابت يک انعکاس
ن ا د ط خط ا ت کا .انعکاس وتمام خطوط عمود براين محوران

يهѧѧد، دارای :8قضѧѧانی نباشѧѧا همѧѧدور يѧѧک نيمѧѧه يѧѧی کѧѧدوران
نقطѧه ثابѧت . يک نقطه و يѧک خѧط ثابѧت  منحصѧربفرد اسѧت

ت ا ت ثا خط ا .قطب اين خط ثابت استقط
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P2ک P2حرکت در

 9قضيه  :
ک1 کا ان ه ک ت ا کا ان ک د ن ه هر نيمدور يک انعکاس است وبر عکѧس هرانعکѧاس يѧک 1.

. نيمدور می باشد
. هرلغزه يک دوران است2.

ه ت:نت ز ا تP2ه ا ان د ک هرايزومتری:نتيجهP2يک دوران است .
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P2ک P2حرکت در

 ذکرѧѧاس : تѧѧه انعکѧѧيه سѧѧه قضѧѧان داد کѧѧوان نشѧѧی تѧѧانی مѧѧباآس
در هѧѧѧا انتقѧѧѧال و هѧѧѧا دوران نمѧѧѧايش هѧѧѧای نيѧѧѧزP2وقضѧѧѧيه ر  ل   ن  و  ور يش  ی  ي  ز  Pو ي

. برقرارند
ا ک ان ه ه دقض کن ض خطLف ه اسѧد: قضيه سه انعکѧرض کنيѧفπm،πn  وπL  طѧه خѧس

وجѧود  πkدرايѧن صѧورت خѧط . باشѧند πξمتقارب درنقطѧه 
گط می گذرد و πξدارد که ازنقطه

ΩπmΩπnΩπL= Ωπk
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هندسه بيضوی
اکنP2ن ت ش نا ن از از هندسهP2 ،اکنونѧود تѧازديرباز هندسه بيضوی ناميده می ش

ويزگيهѧѧای وقѧѧوع ومفهѧѧوم رادرايѧѧن هندسѧѧه بررسѧѧی کѧѧرديم و 
ديѧѧѧديم کѧѧѧه هندسѧѧѧه .ايزومتريهѧѧѧای آن را طبقѧѧѧه بنѧѧѧدی نمѧѧѧوديم
. بيضوی ساده شده هندسه کروی است

 فѧѧط در : تعريѧѧاره خѧѧک پѧѧيP2  ورتѧѧه صѧѧه بѧѧمجموعπs 
دران که درsاست، خطѧی طѧولS2پѧاره برابѧرπsاسѧت برابѧر  πsاسѧت طѧول Sپѧاره خطѧی درsاست، که دران
نگѧاره هѧای نقѧاط انتهѧايی  πsنقѧاط انتهѧايی . sاست با طول 

sت تندπت ه
307

sتحتπهستند.



هندسه بيضوی
10قضيه: 10قضيه:

 P2نقѧѧاط انتهѧѧايی دو پѧѧاره خѧѧط در  P2ازنقѧѧاط  { A,B }هرجفѧت 1.
اسѧѧت و اشѧѧتراک آنهѧѧا ABاجتمѧѧاع ايѧѧن دوپѧѧاره خѧѧط، خѧѧط.هسѧѧتند

 .می باشد { A,B }مجموعه 

داريم Bو  Aوبا نقاط انتهايی  Lبه ازای پاره خطی به طول 2.

Lاگ ≤ )dآنگا2/ A B ) L d( A,B ) = L، آنگاهL ≤ π/2اگر     

d( A,B ) = π، آنگاه  L > π/2اگر    - L
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هندسه بيضوی

 پاره خطی به طول : تعريفπ/2  ايیѧاط انتهѧی از نقѧه يکѧک
نѧѧيمخط يѧѧک باشѧѧد شѧѧده حѧѧذف پرتѧѧو(آن شѧѧود)يѧѧا مѧѧی .ناميѧѧده ي و(ن   ب ي  و)ي پر ی  . ي 

. انتهای حذف شده را مبدا نيمخط می ناميم
ه کن11قض ض هPQف لق ت نقطه اP2د فرض می کنيم:11قضيهPوQ دونقطه متعلق بهP2  اѧب

d( P,Q ) < π/2 ندѧѧيمخط . باشѧѧک نѧѧورت يѧѧن صѧѧدراي
طل ايѧن نѧيمخط . وجѧود داردQو شѧاملPمنحصربفرد بѧا مبѧدا 

. نشان می دهيم PQرا با 
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هندسه بيضوی
ه زا ف ت د انن ض ه هند د ه زا ف ت  هѧѧѧف زاويѧѧѧد تعريѧѧѧوی، ماننѧѧѧه بيضѧѧѧه درهندسѧѧѧف زاويѧѧѧتعري

انѧѧدازه زاويѧѧه . درسѧѧاير هندسѧѧه هاسѧѧت PQR  بѧѧبرحس
 Pونماينده هѧای بѧرای  Qراديان، باانتخاب نماينده ای برای 

باشند، و محاسѧبه Qبااين شرط که نزديکترين نقاط بهRو بو رين ي ز ر ين بQب و ب
.اندازه زاويه کروی حاصل به دست می آيد

ااP2ط ا مفهوم نيمخط در صفحهP2داردѧی .وجود نѧن مѧود ايѧا وجѧب
.  توان داخل زاويه را تعريف کرد
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هندسه بيضوی

 ورتѧѧه صѧѧره ای بѧѧوی پيکѧѧه بيضѧѧث در هندسѧѧک مثلѧѧيπΔ 
آن در که طولΔاست، که شرط ااين ب است کروی مثلث مثلثی کروی اسѧت بѧااين شѧرط کѧه طѧول  Δاست، که در آن

. نباشد π/2هرضاع ان بيشتر از 
 يهѧѧѧر :  12قضѧѧѧاگP ،Q  وR  اهمخط درѧѧѧه نѧѧѧه نقطѧѧѧسP2 

راسѧهای بѧا بفѧرد منحصѧر مثلثѧی P2درRوP،Qباشند، ی ه ر ب ر ر ب ی   Pر  Rو  P Qب 
. اين مثلث اجتماع سه پاره خط است. وجود دارد
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شش فصل ششمفصل

صفحه هذلولوی
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مقدمهق
یѧѧاقليدس هندسѧѧه بѧѧرای جانشѧѧينی تصѧѧويری صѧѧفحه کѧѧه ديѧѧديم  یѧѧه اقليدسѧѧرای هندسѧѧينی بѧѧويری جانشѧѧفحه تصѧѧه صѧѧديم کѧѧدي

جانشين ديگری رابѧرای هندسѧه اقليدسѧی درايѧن فصѧل . است
ي ده ا ق ب .    مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧورد بررسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧی قѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧرار مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧی دهѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيمد

پѧاره . وجه تمايز اين هندسѧه را در مثѧال زيѧر بيѧان مѧی کنѧيم
Pط Pک ا ا کل ش بѧѧѧه صѧѧѧورت شѧѧѧکل زيѧѧѧر اختيѧѧѧار کنيѧѧѧد،  P1P2خطѧѧѧی چѧѧѧون

عمѧѧѧود  P1P2رابѧѧѧر  P2Q2و  P1Q1دوپѧѧѧاره خѧѧѧط مسѧѧѧاوی 
. کنيد

Q1 Q2
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مقدمهق

 یѧѧه اقليدسѧѧدرهندسE2 طѧѧاره خѧѧول پѧѧط ،Q1Q2  اѧѧاوی بѧѧمس
ط ا ل Pط Pفا P2ل ، P2ولѧی درصѧفحه تصѧويری .اسѧتP1P2طول پاره خѧط
ر P1P2کѧѧوچکتر از طѧѧول پѧѧاره خѧѧط Q1Q2طѧѧول پѧѧاره خѧѧط پ رQ1Q2و پ و ز ر 1وچ 2

، نشѧѧان خѧѧواهيم داد کѧѧه طѧѧول H2درهندسѧѧه هѧѧذلولوی . اسѧѧت
Q1Q2  بزرگتر ازطولP1P2 است .
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پيشنيازهای جبری

 دѧا خواهѧران بنѧذلولوی بѧه هѧصورت دوخطی ای که هندس
شود می تعريف زير صورت به .شد و ی  ري  ور زير  . ب 

b( x,y ) = x1y1 + x2y2 – x3y3

گ ظ بردار:تعريفv R3رادرنظر می گيريم .
.1Vرѧاميم اگѧی نѧه مѧا گونѧردار فضѧرا بb( v,v )>0  رѧاگ ر م ی و ر ر )ر , ر(

b( v,v ) = 1  ،v  یѧه  مѧا گونѧه فضѧک برداريکѧرا ي
ε1ناميم = (1 0 است(0 گونه فضا برداريکه يک
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ε1ناميم .يک برداريکه فضا گونه است(1,0,0) 



ا ا پيشنيازهای جبریش

. رابѧردار زمѧان گونѧه مѧی نѧاميم b( v,v )< 0  ،vاگѧر 2.
ه ک ت )bد v v ) = 1vان ز که دا ا را برداريکѧه زمѧان b( v,v ) = -1،vدرصѧورتی کѧه
ε3. گونѧه مѧی گѧوييم مثѧالی ازيѧک برداريکѧه  (0,0,1) =
.زمان گونه است

)bاگ ) ا0 ن گئن ن ا ا .    را بѧردار نѧور گئنѧه مѧی نѧاميمb( v,v ) = 0،vاگѧر3.
ε1 – ε3مثالی از يک بردار نور گونه است  .
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ا ا پيشنيازهای جبریش
ل“ ردار”ط )b|يعن(vR3ب v v ا)1/2|( ب نشان|v|را ولѧردارطѧبvR3 )یѧيعن|b( v,v )|1/2( اѧرا ب|v|  یѧان مѧنش

درايѧѧن فصѧѧل . صѧѧدق مѧѧی کننѧѧد v|=1|دهѧѧيم بѧѧردار يکѧѧه درتسѧѧاوی 
طلا که“ا د ا ه”ت ت ن که د ا ت ن ه اbا ک ه بѧه کѧارمی  bرابه معنی متعامد يکه نسبت به ” متعامد يکه“اصطلاح
ε1}توجه می کنيم که . بريم , ε2 , ε3}

يعنی . متعامد يکه ايست   
| ε1 | = | b( ε1,ε1 ) |1/2 = 1| 1 | | ( 1 1 ) |

| ε2 | = | b( ε2,ε3 ) |1/2 = 1  ,  | ε3 | = | b( ε3,ε3 ) |1/2 = 1
b( ε ε ) = b( ε ε ) = b( ε ε ) = 0
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b( ε1,ε2 ) = b( ε2,ε3 ) = b( ε2,ε1 ) = 0   



ا ا پيشنيازهای جبریش
1قضيه: :1ي

يѧѧک ) bنسѧѧبت بѧѧه (هرمجموعѧѧه متشѧѧکل ازسѧѧه برداريکѧѧه، متعامѧѧد 1.
. استR3پايه برای ی بر ي پ

هرپايه متعامد يکه دارای دو بردار فضѧا گونѧه ويѧک بѧردار زمѧان 2.
.گونه است

ازبردارهѧѧѧѧای يکѧѧѧѧه متعامѧѧѧѧد مجموعѧѧѧѧه   {u,v}بѧѧѧѧه ازای هرجفѧѧѧѧت 3.
{u,v,u v} تѧه اسѧد يکѧه متعامѧک پايѧرب . (يѧا حاصلضѧدراينج

).درنظر گرفته می شود bخارجی نسبت به 
، پايه متعامد يکѧه vبه ازای هربردار يکه زمان گونه يا فضا گونه 4.

319

. باشد وجود داردvای که شامل



ا ا پيشنيازهای جبریش

 2قضيه :
}اگر1 e e e رای{ ب يکه د متعام ه پاي R3يک e1 }اگѧر1. , e2 , e3  R3يѧک پايѧه متعامѧد يکѧه بѧرای {

داريم  xR3باشدف آنگاه برای هر 


3

بѧردار زمѧان گونѧه ای باشѧد، بѧه طѧوری کѧه vفرض کنѧيم2.




1

),(),(
i

iiii eeebexbx

م وررض و ن ز ر ر
wv0  وb(v,w)=0 . ورتѧѧن صѧѧدرايw  هѧѧا گونѧѧفض

است
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ا ا پيشنيازهای جبریش

ای -ديديم که نا مساوی کشیѧه هѧشوارتز نقش مهمی درهندس
تز ا ش کش ا نا ز ه قض د د د دا ک ن آفين و کروی دارد در دو قضيه زير نامساوی کشی شوارتز آف

.را در هندسه هذلولوی ارائه می دهيم

 اگر :  3قضيهξ  وη  وریѧه طѧد بѧه باشѧا گونѧردار فضѧدو ب
آنگاξک ت ا ن گ ا ز ξکه ηزمان گونه است آنگاه

b( ξ,η )2 < b( ξ,ξ )b( η,η )
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ا ا پيشنيازهای جبریش

 يهѧѧد :  4قضѧѧرض کنيѧѧفv  وw ندѧѧه باشѧѧان گونѧѧردار زمѧѧدوب .
صورت وردراين ين  ر

b( v,w )2 ≥ b( v,v )b( w,w )
گگ ای:نتيجهѧر بردارهѧاگvوw هѧان گونѧه زمѧای يکѧبرداره

حاصلضѧرب درونѧی يعنѧی  b( v,w) | ≥ 1 |باشѧند، آنگѧاه 
b( v,w )  ایѧااگر علامتهѧت اگروتنهѧمثبت اسb( v,ε3 و   (

b( w,ε3 .متفاوت باشند(
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H2هندسه وقوع در H2ق

 هندسه هذلولویH2 به صورت زير تعريف می شود .

H2 = { x= (x1,x2,x3)R3 | x3>0 , b( x,x ) = -1 }

به عنوان يک مجموعه، نيمه بالائی يѧک هѧذلوليوار H2لذا،  

است .دوپارچه استدوپارچه
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H2هندسه وقوع در H2ق

 فرض کنيد : تعريفξ  اѧبه فضѧه شѧا گونѧيک بردار يکه فض
هاشد ت ن ا Lد { H2 b( ξ ) 0 } L = { xH2درايѧن صѧورت مجموعѧه.باشѧد : b( ξ,x ) = 0 } 

. می ناميم ξ) يا قطب(را خط با برداريکه قائم 

L
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H2هندسه وقوع در H2ق

 ذکرѧѧرخط در : تѧѧروی، هѧѧه کѧѧد هندسѧѧماننH2  عѧѧمقطH2  اѧѧب
مبدا از که است ای هR3صفحه هم ه ک کنيد توجه گذرد م می گذرد توجه کنيد کѧه همѧه Rصفحه ای است که از مبدا

را قطع نمѧی کنѧد بѧااين  R3 ،H2صفحه های گذرنده از مبدا 
گگ مѧی تѧوان  1زمѧان گونѧه باشѧدف بنѧابر قضѧيه ξوصف اگر،

بويژه، نقطѧه هѧايی . آن را به يک پايه متعامد يکه توسعه داد
b( ξ,x )وجود دارند به طوری که  xH2چون  = 0.
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H2هندسه وقوع در H2ق

 هѧورد مطالعѧيل مѧه تفضѧذلولوی را بѧه هѧوط هندسѧاکنون خط
ده ا .قرار می دهيمق

ه:5قضيهѧبه ازای هر دونقطPوQ هѧق بѧمتعلH2 اѧتنه ،
ايѧن خѧط . است P ،Qوجود دارد که شامل  H2يک خط در 

ا نشاPQا .نشان می دهيمPQرا با
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H2هندسه وقوع در H2ق

 فѧѧد : تعريѧѧرض کنيѧѧفL  وm  ائمѧѧای قѧѧا بردارهѧѧايی بѧѧخطه
:اگر.باشندηوξيکه :ر. بηوξي

.1ξη زمان گونه باشد .
گ .2ξηنور گونه باشد.

.3ξηفضا گونه باشد. ξ ηو
را به ترتيب متقѧاطع، مѧوازی و فѧرا مѧوازی  mو  Lآنگاه      

نامي م
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H2هندسه وقوع در H2ق

 ن . خطهای متقاطع، دقيقا يک نقطه تلاقی دارند:  6قضيهѧاي

 ξηاست کѧه مضѧربی از  H2نقطه تلاقی تنها نقطه ای از 

باشد .می باشدم
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ا ت ا خطهای متعامدط

 ه : تعريفѧد يکѧای متعامѧا بردارهѧط بѧدوخξ  وη  دѧرا متعام
اگر ناميم )bم η ξ ) = 0 b( η,ξمی ناميم اگر ) = 0

 ايی :  7قضيهѧط يکتѧاه خѧند، آنگѧوازی باشѧط فرامѧر دو خѧاگ
وجѧѧѧѧود دارد کѧѧѧѧه برهѧѧѧѧر دوی آنهѧѧѧѧا عمѧѧѧѧود اسѧѧѧѧت،  γچѧѧѧѧون 

باشѧѧند، داشѧѧته مشѧѧترک عمѧѧود يѧѧک خѧѧط دو اگѧѧر ر  ب بѧѧرعکس، و  و  ي  ر  س  ر ب
.فراموازيند
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ا ت ا خطهای متعامدط

 8قضيه  :
ندLmاگ1 تقاط اشند د ا ت .متعامد باشند، متقاطعندmوLاگر1.
باشѧند، آنگѧاه تنهѧا يѧک H2خطѧی بѧرLنقطѧه ای و xاگر2.

. عمود است Lگذشته و بر  xخط وجود دارد که از 
ف تلاقFنقطه:ت ازmLا د ا xا نقطه:تعريفFیѧمحا تلاق ،mوL ود ازѧای عمѧرا پx 

)نباشد  Lبر  xبه شرطی که (می ناميم  Lبه 
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خطها دسته خطهادسته
 فѧѧد : تعريѧѧرض کنيѧѧفL  وm  هѧѧه بѧѧائم يکѧѧای قѧѧا بردارهѧѧايی بѧѧخطه

تيب نPعهباشندξηت اي خط ا ازت nتشکل  nمتشѧکل ازتمѧام خطهѧايی چѧون Pمجموعه. باشندηوξترتيب
يѧک دسѧته خطѧوط مѧی . عمѧود اسѧت ξηبѧر  ξکه بردار يکه اش 

کѧѧѧهP.نѧѧѧاميم ايѧѧѧن برحسѧѧѧب يѧѧѧاξηرا نورگونѧѧѧه گونѧѧѧه، زمѧѧѧان ن P.يم ي ب  و ي ξηر بر ور و  ن  ز
فضѧѧѧاگونه باشѧѧѧدف بѧѧѧه ترتيѧѧѧب دسѧѧѧته خطѧѧѧوط متقѧѧѧاطع، مѧѧѧوازی يѧѧѧا 

. فراموازی می ناميم
 تذکر :

کѧѧه بريѧѧک خѧѧط عمودنѧѧد، يѧѧک دسѧѧته H2مجموعѧѧه تمѧѧام خطهѧѧای1. م
خطوط فراموازيند 

يک دسѧته خطѧوط منحصѧر بفѧرد معѧين مѧی  H2هرجفت ازخطوط 2.
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ل H2فا H2فاصله در

 ه : تعريفѧين دونقطѧفاصله بx,yH2  رѧورت زيѧه صѧرا ب
کن ف تعريف می کنيمت

d( x,y ) = cos-1h(-b( x,y ))( ,y ) ( ( ,y ))

= α(t)فѧرض مѧی کنѧيم :  9قضѧيه     ( cosht )e3 + (sinht)e1  .

d( α(t1) , α(t2) ) = | t1دراين صورت – t2 |
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ل H2فا H2فاصله در

 اگر :تعريفt1< t < t2  می گوييمα(t)  بينα(t1)  وα(t2) 
است .واقع استواقع

رديمѧان کѧذلولوی بيѧفحه هѧاکنون که تعريف فاصله را درص .
لازم اسѧѧت بѧѧدانيم کѧѧه ايѧѧن فاصѧѧله درچѧѧه خواصѧѧی ازخѧѧواص 

کنѧѧد مѧѧی صѧѧدق اقليدسѧѧی درهندسѧѧه بѧѧی.فاصѧѧله زيѧѧر قضѧѧيه ی  ق  ی  ي ر  ی .   ر ب ي زي
. درنگ ازتعريف نتيجه می شود
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ل H2فا H2فاصله در

 اگر :  10قضيهP  وQ  نقاطی درH2  باشند، آنگاه

d( P Q ) ≥ 0 .1d( P,Q ) ≥ 0

.2d( P,Q ) =0  اگروتنهااگرP = Q

.3d( P,Q ) = d( Q,P )
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ل H2فا H2فاصله در

يمѧѧده مѧѧی قѧѧرار توجѧѧه مѧѧورد را مثلѧѧث نامسѧѧاوی ايѧѧناکنѧѧون اثبѧѧات يم ی  ر  ر وج  ور  وی  ر  ن . ون  ي ب 
. اسѧѧتوار بѧѧود E3نامسѧѧاوی درهندسѧѧه کѧѧروی، برضѧѧرب بѧѧرداری در 

یدراينجا ضرب برداری در صفحه هѧذلولوی مѧورد اسѧتفاده قѧرار مѧی  ر ر ور وی و ر ری بر رب ج ي ر
. کيرد

مثلث(11قضيه :نامساوی کنيد) درRوP،Qفرض H2نقѧاطی ي) :وی (11ي ر  Rو PQرض   Hی 
:در اين صورت داريم . باشند

d( Q R ) ≤ d( P Q ) + d( P R )d( Q,R ) ≤ d( P,Q ) + d( P,R )
بѧين  Pبريѧک خѧط و  Rو  P ،Qوتساوی برقرار است اگروتنهѧااگر    

QوRباشد واقع
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ا ت H2ا H2ايزومتری های

2گ گ22 نگاشتT : H2→H2رايک ايزومتریH2اگر به ازای هر .می ناميمx  رѧوه

y  متعلق بهH2 داشته باشيم

d( TX,Ty ) = d( x,y )

نيز ايزومتريها همخطی را حفѧظ مѧی  H2در  P2و  E2 ،S2همچون هندسه های    

. بويژه، قضيه زير را داريم. کنند

 فرض کنيد  : 12قضيهT  يک ايزومتریH2 دراين صورت . باشدP ،Q  وR 

گ گ
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کا انعکاسا
د کن ض دαف ائH2خط ق ه ک دا دξا اش دѧѧرض کنيѧѧفαی درѧѧخطH2 ائمѧѧه قѧѧردار يکѧѧا بѧѧبξ دѧѧباش .

xبرای هر  R3  قرار می دهيم
Ωαx = x – 2b( x,ξ )ξ

ه :13قض 13قضيه:
.1Ω2

α = 1α

.2Ωα  يک نگاشت دوسويی است ازR3  بهR3 است .
ا لا
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کا انعکاسا

 به ازای هرخط : نتيجهα  درH2  وهر نقطهxR3  داريم

اشاگ ن گ ا تΩز ا ن گ ا زز ن .نيززمان گونه استΩαxزمان گونه باشد،xاگر1.

. نيز نور گونه است Ωαxنورگونه باشد،  xاگر 2. α

.نيز فضاگونه است  Ωαxفضا گونه باشد،  xاگر 3.

گ .نيز برداری يکه است Ωαxبرداری يکه باشد،xاگر4.

آنگاهxH2اگر5. ،Ωαx  H2.
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کا انعکاسا

 ط : تعريفѧر خѧه ازای هѧبα  درH2 دѧتحدي ،Ωα  هѧبH2  را
.می ناميم αانعکاس نسبت به يمس ی

 هرانعکاس يک ايزومتری : 14قضيهH2 است .
د:15قضيه کني درβفرض ائH2خط ق ه يک ردار ب ا ب د:15قضيهѧفرض کنيβی درѧخطH2 ائمѧه قѧردار يکѧا بѧب

η دراين صورت . باشد
Ω β { H2 | b( Ω ) 0 }Ωαβ= { xH2 | b( x,Ωαη ) = 0 }

باشѧѧد، برداريکѧه قѧѧائم  β ،ηيعنѧی، اگѧر بѧѧردار يکѧه قѧѧائم خѧط    

339

.استΩαηبرابر با Ωαβخط



کا انعکاسا

 16قضيه  :

اک اا2ط درايѧѧѧن صѧѧѧورت .باشѧѧѧدH2نقطѧѧѧه ای درxفѧѧѧرض کنيѧѧѧد1.
Ωαx = xاگروتنهااگرxα.

درايѧѧѧѧن صѧѧѧѧورت . باشѧѧѧѧد H2خطѧѧѧѧی در  βفѧѧѧѧرض کنيѧѧѧѧد 2.
گ گ Ωαβ=βاگروتنهااگرα = βياα┴ β.
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H2ک H2حرکت

 دادیѧѧѧرب تعѧѧѧه حاصلضѧѧѧری ای کѧѧѧته، ايزومتѧѧѧون گذشѧѧѧهمچ
لاوه ع اميم ن م ت حرک ک راي د باش ها ازانعکاس اه متنѧѧاهی ازانعکاسѧѧها باشѧѧد رايѧѧک حرکѧѧت مѧѧی نѧѧاميم عѧѧلاوه متن

 αخطهѧای . برانعکاس چهارنوع حرکѧت ديگѧر وجѧود دارنѧد
گ2 ظ .در نظر می گيريمH2را درβو

صѧѧѧѧورتPدرنقطѧѧѧѧهβوαاگѧѧѧѧر درايѧѧѧѧن باشѧѧѧѧند، متقѧѧѧѧاطع ور Pرβوαر   ن  ي ر ع ب 
ΩαΩβ  يک دوران حولP ناميده می شود .
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H2ک H2حرکت

 رѧѧاگα  وβ  اهѧѧند، آنگѧѧوازی باشѧѧمΩαΩβ  انѧѧر مکѧѧک تغييѧѧي
شود م ناميده .موازی ناميده می شودموازی

باشѧѧد،  Lفرامѧѧوازی بѧѧوده وعمѧѧود مشѧѧترک آنهѧѧا  βو  αاگѧѧر 
ΩαΩβ  را يک انتقال درامتدادL می ناميم .        

در لغѧѧزه بѧѧهH2يѧѧک نسѧѧبت انعکѧѧاس يѧѧک حاصلضѧѧرب ،L ر ز  ب ب Hي  س  رب ي   L 
ومحѧѧѧور لغѧѧѧزه مѧѧѧی  Lخѧѧѧط . اسѧѧѧت Lويѧѧѧک انتقѧѧѧال درامتѧѧѧداد 

نا
342

.ناميم



دورانا

 فرض کنيدP  هѧق بѧواهی متعلѧنقطه دلخH2 دѧه . باشѧمجموع
ل ا اPا )ROTا P ا( ش مѧی . نشѧان مѧی دهѧيمROT( P )رابѧا Pدورانهѧای حѧول

را بѧѧه  ROT( P )خѧѧواهيم ماتريسѧѧهای نمايشѧѧگر اعضѧѧای ی ر ي ی ه ري يم )و ب( ر
گروهѧی يکريخѧت  ROT( P )دست آوريѧم وثابѧت کنѧيم کѧه 

. است SO(2)با 
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دورانا

 هѧد يکѧپايه متعام{e1 , e2 , e3 را چنѧان اختيѧار مѧی کنѧيم  {
ه eک = Pاگαاز ه ک اشد دPخط ذ گ e3کѧه = P. رѧاگαه ازѧد کѧی باشѧخطP  یѧذرد، مѧی گѧم

توان نوشت 

α = { x | b( x,ξ ) = 0 }
آ ک که درآن  

ξ = ( -sinθ)e1 + ( cosθ )e2
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دورانا
اگر قطبβحال با ديگری خط حال اگرβخط ديگری با قطب

η = ( -sinφ )e1 + ( cosφ )e2

ماننѧد مѧاتريس  Ωβمѧی گѧدرد، آنگѧاه مѧاتريس  Pباشد کѧه از    
Ωαدرآن کѧѧه جѧѧایφاسѧѧت گيѧѧردθبѧѧه مѧѧی مѧѧاتريس.قѧѧرار Ωα ن ر   φی رθب ج ي ی  ر  ريس . ر

ΩαΩβ  عبارت است از :






























0

0
)(2

0)(2cos)(2sin
0)(2sin)(2cos 


 rot
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



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دورانا

 دهѧوط گذرنѧه خطѧبت بѧهای نسѧط انعکاسѧگروه توليد شده توس
اPاز دهREF(P)ا Ωنگاشتنشان fθ Ωαنگاشѧت .نشان مѧی دهѧيمREF(P)را باPاز → refθ 

بѧѧه دسѧѧت مѧѧی  O(2)بѧѧه روی  REF(P)يѧѧک يکريختѧѧی از 
يکريخѧѧت  SO(2)بѧѧا  ROT(P)تحѧѧت ايѧѧن يکريختѧѧی . دهѧѧد

گردد .می گرددم
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دورانا

 يهѧѧѧاس( 17قضѧѧѧه انعکѧѧѧيه سѧѧѧد ) : قضѧѧѧرض کنيѧѧѧفα ،β  وγ 
د ط ازH2خط ه ک دPاشند ذ تگ ن ا د درايѧن صѧورت . مѧی گѧذردPباشند کѧه ازH2خطوطی در

وجѧود دارد، بѧه طѧوری  Pگذرنѧده از  δخط چهѧارمی چѧون 
که 

Ω Ω Ω  ΩΩαΩβΩγ= Ωδ
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دورانا

قضيه نمايش دورانها به صورت زيردر می آيد.

 فرض کنيد :  18قضيهP  يک دوران حولP ر . باشدѧاگL 
از گذرنѧѧѧده خطهѧѧѧایPخطѧѧѧی آنگѧѧѧاه وجѧѧѧود ′mوmباشѧѧѧد، وجѧѧѧود mو  mباشѧѧѧد، آنگѧѧѧاه خطهѧѧѧای  Pخطѧѧѧی گذرنѧѧѧده از

می گذرند و  Pدارند که از 

P = ΩLΩm = Ωm′ΩL

348



H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2 
ک ا ت ا ل ذل ف ک نشا اکن  کѧوان يѧی تѧذلولوی را مѧفحه هѧه صѧاکنون نشان می دهيم ک

را بѧѧѧه  P2از  D2زيرمجموعѧѧѧه . تلقѧѧѧی کѧѧѧرد P2زيرهندسѧѧѧه 
صورت زيرتعريف می کنيم

D2 = { πx : b( x,x ) < 0 }{ ( , ) }
را مѧѧѧѧی تѧѧѧѧوان نقѧѧѧѧاط درونѧѧѧѧی مقطѧѧѧѧع مخروطѧѧѧѧی  D2نقѧѧѧѧاط    

b(x x)=0د ک نقاطتلق اطP2اي نق ن طπxي باش b(x,x)=0سايرنقاط.تلقی کردP2 اطѧی نقѧيعنπx  رطѧباش
b( x,x ) > 0 رانقاط خارجی ،D2 می ناميم .
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 درشکل زير مشاهده می کنيم که هرخطی ازR3  داѧه ازمبѧک
و بگѧذرد H2مختصѧات = { x : b( x,x ) = -1 در{ را ر و  H ب  { x : b( x,x )  1 }  ر ر 

. تصѧѧوير مѧѧی گѧѧردد D2نقطѧѧه ای قطѧѧع کنѧѧد، بѧѧه نقطѧѧه ای در 
مخروط روی ه ک )bهرخط x x هر0=( يعن د، باش باشѧѧد، يعنѧѧی هѧѧر  b( x,x )=0هرخطѧѧی کѧѧه روی مخѧѧروط

x2خطی که روی مخروط  + y2 – z2 باشد، بѧه نقطѧه  0 =
ز ددD2ا گ ت .تصوير می گرددD2ای روی مرز

تصوير اسلايد بعدی را ببينيد .
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2
z

B
A

t

O
y

t′
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 درواقع هرخطی که روی مخروطAOB  طѧود، توسѧرسم ش
πمرز از نقطه يک رددD2به گ م خطتصوير وهر πبه يک نقطه از مرزDرددѧی گѧوير مѧی . تصѧر خطѧوه

 H2يعنѧی هرخطѧی کѧه . که در داخل اين مخروط رسѧم شѧود
ل ط ط تصѧوير  D2را در نقطه ای قطѧع کنѧد، بѧه نقطѧه ای درداخѧل 2ط

کѧѧѧه خѧѧѧارج  ot�tونيѧѧѧز تصѧѧѧوير خطѧѧѧی چѧѧѧون . مѧѧѧی گѧѧѧردد
. است D2واقع است، نقطه ای درخارج  AOBمخروط 
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

19قضيه: 19قضيه:
πتصويرطبيعی 1. : R3 – {0}→ P2  تناظری دوسويی ازH2  هѧب

دهدD2ی ت د به .به دست می دهدD2روی
اسѧѧت، تنهѧѧا يѧѧک جفѧѧت      D2کѧѧه خѧѧارج  xP2بѧѧه ازای هѧѧر نقطѧѧه 2.

{ ξ ξ ه{ ک ط ه ا ه ن گ فضا که ا ا از { ξ,-ξ ازبردارهѧای يکѧه فضѧا گونѧه وجѧود دارد بѧه طѧوری کѧه {
πξ = π(-ξ) = x . برعکس هر برداريکه فضا گونه، چنين نقطه

خا اد کندD2ا ن .معين می کندD2ای رادرخارج
روی مقطѧѧѧѧѧع  πvنورگونѧѧѧѧѧه اسѧѧѧѧѧت اگروتنهѧѧѧѧѧااگر  vR3بѧѧѧѧѧردار 3.

گ ا ق ط خ
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H2از ای عه زيرمجم ان P2بعن H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

درقضيه:20قضيه که اگѧر19درالگويی شد، Lتوصيف ر 19درالگويی که درقضيه:20قضيهѧتوصيف شد، اگL 
نقѧاط . است D2وتری درقرص  πLباشد آنگاه  H2خطی در

ای ه عه از يک ي ه ه ب ق ل ت ت اين اي و  D2انتهايی اين وترمتعلѧق بѧه هѧيچ يѧک از مجموعѧه هѧای D2انت
πL نيستند .z

H2 L

πLD2
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

اهي:تذکر ازمف برخ ايش نم شد، بيان که آنچه به جه ت با اهيم :تذکرѧی ازمفѧايش برخѧد، نمѧبا توجه به آنچه که بيان ش
H2  را درD2 درشکل های زيرمی آوريم .

يѧѧѧک خѧѧѧط هѧѧѧذلولوی، وتѧѧѧری کѧѧѧه خطهای موازی 
تند ن خط ز آن ا انت .نقاط انتهايی آن جزوخط نيستندنقاط

خطهای متقاطع خطهای فراموازی
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

د:21قضيه کني رض درLLف اي ندH2خطه نباش دراي يهѧѧد:21قضѧѧرض کنيѧѧفL1وL2 ايی درѧѧخطهH2 ندѧѧن . باشѧѧدراي
صورت 

گ گ طط .1L1وL2ااگرѧѧتند اگروتنهѧѧاطع هسѧѧمتقL~
~Lو1

متقѧѧاطع  D2در  2
.باشند

.2L1  وL2  موازيند اگروتنهااگرL~
~Lو  1

 D2درنقطه ای برمرز  2
.متقاطع باشند ع

.3L1  وL2  ااگرѧѧѧѧѧѧѧد اگروتنهѧѧѧѧѧѧѧفراموازينL~
~Lو  1

 D2درخѧѧѧѧѧѧѧارج  2

باشند متقاطع
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.متقاطع باشند



H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 خطهای :  22قضيهL1  وL2  ااگرѧد اگروتنهѧمتعامدنL~
و  1

L~اشند زد L~
. مزدوج باشند2

يهѧѧد:23قضѧѧرض کنيѧѧفLی درѧѧخطH2 و ،P  وQ  لѧѧمح
درايѧن صѧورت . باشѧند P2با مقطع مخروطѧی در  ~Lتلاقی 
طLقط خ قط ا ا خط تلاق ل محѧѧل تلاقѧѧی خطهѧѧای ممѧѧاس برمقطѧѧع مخروطѧѧی ~Lقطѧѧب

.  است Qو  Pدرنقاط 
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 خطهای : نتيجهm  وL  درH2 اگروتنهااگر. متعامدند m~ 
.  بگذرد~Lازقطب رز

L~

m~m
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

هرنقطه:24قضيهPازP2از خطѧوط دسѧته شѧرحH2يک بѧه ز PزPر :24ي و  رح  Hي   ب 
. زيرمعين می کند

ه1 Pنقط = πxD2از ده، گذرن خطوط ته دس ک راxH2ي را  xHيѧѧک دسѧѧته خطѧѧوط گذرنѧѧده، ازP = πxDنقطѧѧه1.
. معين می کند

Pنقطه2 = πv)کهvاست را)نورگونه وازی م خطوط دسته يک يک دسته خطѧوط مѧوازی را )نورگونه است vکه(P = πvنقطه2.
. معين می کند H2در 

Pنقطه3 = πξ)آن د تξکه ا ه ن گ فضا که ته)دا د ک يѧک دسѧته ) برداريکه فضѧا گونѧه اسѧتξکه درآن(P = πξنقطه3.
عمѧѧود مشѧѧترک ايѧѧن . معѧѧين مѧѧی کنѧѧد H2خطѧѧوط فرامѧѧوازی را در 

نظيرنقطه قطب خط خطوط استPدسته
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.استPدسته خطوط خط قطبی نظيرنقطه



H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 شکل های قضيه قبل  :

P P

P
Q

P

پبالف
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

 الگویD2  رایѧکه دراين قسمت معرفی شد، الگوی کلاين ب
ش ا ل اذل ا گ الگ دوالگѧѧѧوی ديگѧѧѧر ازايѧѧѧن .هندسѧѧѧه هѧѧѧذلولوی ناميѧѧѧده مѧѧѧی شѧѧѧود

بهندسѧѧѧه منسѧѧѧوب بѧѧѧه پوانگѧѧѧاره وجѧѧѧود دارد کѧѧѧه درزيѧѧѧر بѧѧѧه  ر رزي ر و وج ر پو ب وب
اختصѧѧار معرفѧѧی مѧѧی شѧѧوند ثابѧѧت مѧѧی شѧѧود کѧѧه ايѧѧن الگوهѧѧا 

. دوبدو يکريختند
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H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

اقليدس:الف درصفحه قرص رهxoyالگوی داي داخل اط هcنق ب ی:الفѧفحه اقليدسѧرص درصѧالگوی قxoy رهѧل دايѧاط داخѧنقc  هѧب
x2معادلѧه  + y2 = 1 ريمѧی گيѧذلولوی مѧفحه هѧاط صѧر . را نقѧهرقط
برcدايره عمود هردايره از قسمتی داخلcيا که داشѧتهcرا قѧرار قѧرار داشѧته  cرا که داخل cيا قسمتی از هردايره عمود برcدايره

. باشد، يک خط هذلولوی می ناميم
يک خط هذلولوی دگر   

ل ا ا ط ط قاط ا ا ک ش ثا

يک خط هذلولوی

ثابت می شود که اين مجموعه ازنقاط وخطوط درتمام اصѧول هندسѧه   
هدلولوی صدق می کنѧد ايѧن الگѧوی هندسѧه هѧذلولوی صѧدق مѧی کنѧد 

نا انگا ق االگ ل ذل ن الگ ا
362

.    اين الگوی هندسه هذلولوی راالگوی قرص پوانگاره می ناميم



H2ا ا P2ا H2بعنوان زيرمجموعه ای ازP2

فحه:بѧانی درصѧفحه فوقѧوی نيمصѧااگxoy اطѧه نقѧمجموعv = { (x,y) | ر }yی ( ,y) |

y>0 } ريمѧѧی گيѧѧذلولوی مѧѧفحه هѧѧر . راصѧѧع بѧѧی واقѧѧرنيمخط اقايدسѧѧهv  ودѧѧوعم

اق دا ن اقاه ز ک طه خ ک ا رايѧѧک خѧѧط  xبѧѧه مرکѧѧز واقѧѧع برمحѧѧور v، بѧѧاهر نيمѧѧدايره واقѧѧع بѧѧرxبرمحѧѧور

. هذلولوی می ناميم

د کن م صدق هذلولوی هندسه اصول درکليه الگونيز اين که شود م نثابت اي ايѧن . ثابت می شود که اين الگونيز درکليه اصول هندسه هذلولوی صدق مѧی کنѧد  

متѧѧذکر مѧѧی شѧѧويم کѧѧه درالگوهѧѧای . الگѧѧو راالگѧѧوی نيمصѧѧفحه پوانگѧѧاره مѧѧی نѧѧاميم
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.پوانگاره اندازه گيری زاويه ها به طريق اقليدسی صورت می گيرد



ا کا تغييرمکان موازیت

 فرض کنيدP  وازیѧط مѧط دوخѧه توسѧدسته خطوطی باشد ک

باانتخѧѧѧاب . تعيѧѧѧين مѧѧѧی گѧѧѧردد ηو  ξبابردارهѧѧѧای قѧѧѧائم يکѧѧѧه 

e3 و  e1 = ξبردارهای يکه  H2  وe2 = e3 e1  کѧي

ا ک ا ت گR3ا نظ .درنظر می گيريمR3پايه متعامد يکه برای 
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ا کا تغييرمکان موازیت

 نسبت به پايه :  25قضيه{ e1 , e2 , e3 مѧذکور دربѧالا،  {

شѧامل خطهѧای بابردارهѧای  Pفرض می کنѧيم دسѧته خطѧوط 

ائم ق ه 1)يک 0 )و(0 1 μ -μ صورت( دراين Pباشد، μ,-μ,1 )و  (1,0,0)يکѧه قѧائم  Pباشѧد، درايѧن صѧورت (

اسѧت کѧه  ( r,-r,1 )شامل تمام خطوط بابردارهای يکه قѧائم 

. در مجموعه اعداد حقيقی تغيير می کند rدرآن 
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ا کا تغييرمکان موازیت
ا(26ق ک ان قβاگ)ق ل ت خط يهѧѧاس(26قضѧѧه انعکѧѧيه سѧѧر) :قضѧѧاگα،βوγ  هѧѧق بѧѧط متعلѧѧه خѧѧس

متعلѧѧق بѧѧا ايѧѧن دسѧѧته خطѧѧوط  δيѧѧک دسѧѧته خطѧѧوط باشѧѧند، آنگѧѧاه خѧѧط 
موجود است، به طوری کهط

ΩαΩβΩγ=Ωδβ γ

 يهѧѧد :  27قضѧѧرض کنيѧѧفP  تهѧѧل ازدسѧѧوازی حاصѧѧان مѧѧک تغييرمکѧѧي
اگѧѧرPخطѧѧوط درLباشѧѧد خطهѧѧایPخطѧѧی آنگѧѧاه mوmباشѧѧد، رPو ر Lب  ی Pی  ه  mو  mب  

وجود دارند به طوری که  Pمتعلق به 
P = Ω Ω =Ω Ω
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P = ΩLΩm=ΩmΩL



تقال انتقالا

 دѧѧѧرض کنيѧѧѧفP  ودѧѧѧا عمѧѧѧوازی بѧѧѧوط فرامѧѧѧته خطѧѧѧک دسѧѧѧي

 Lيѧѧک برداريکѧѧه قѧѧائم بѧѧر  e1فѧѧرض کنيѧѧد . باشѧѧد Lمشѧѧترک 

هاست گون هeبردارفضا گون ان زم ردار انeوب راچن راچنѧѧان  e3وبѧѧردار زمѧѧان گونѧѧه e2بردارفضѧѧا گونѧѧه.اسѧѧت

e1 }اختيار می کنѧيم کѧه  , e2 , e3 يѧک پايѧه متعامѧد يکѧه  {

. باشد R3برای 
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تقال انتقالا

 فرض کنيدα  يک خط دلخواه متعلق بهP  ائمѧه قѧا برداريکѧب
ξ = (a b c)دا ت ن ا د اشد ξ = (a,b,c)باشد، دراين صورت داريم

ξ = ae1 + be2 + ce3ξ 1 2 3

b(ξ,e1) = a + 0b – 0c = 0

a2 + b2 – c2 = 1
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انتقال

 اگرβ  خط ديگری ازدسته خطوطP  ددѧط عѧباشد که توسv 

: پارامتری می شود آنگاه با محاسبه ای ساده می توان ديد

 001











 kk 2sinh2cosh0
001



= kکه درآن  u – v .
 kk 2cosh2sinh0
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تقال انتقالا
ا(28ق ک ان قβاگ)ق ل ت خط اس(28قضيهѧه انعکѧر) :قضيه سѧاگα،βوγ  هѧق بѧط متعلѧه خѧس

متعلق بѧه ايѧن دسѧته  δسک دسته خطوط فراموازی باشند، آنگاه خط 
ط ط خطوط موجود استف به طوری کهط

ΩαΩβΩγ=Ωδβ γ

 فرض کنيد ) : نمايش انتقالها( 29قضيهP  طѧداد خѧال درامتѧک انتقѧي
Lاگر برmباشد عمود خطهایLخطی آنگاه عمѧودαوαباشد، Lر و برmب  ی Lی  ه و  αو  αب  

وجود دارند به طوری که  Lبر 
P = Ω Ω =Ω Ω
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P = ΩmΩα=ΩαΩm



تقال انتقالا

 دѧѧѧرض کنيѧѧѧفP  وازی وѧѧѧوط فرامѧѧѧته خطѧѧѧک دسѧѧѧيL  ودѧѧѧعم

گѧѧروه توليѧѧد شѧѧده توسѧѧط انعکѧѧاس . باشѧѧد Pمشѧѧترک اعضѧѧای 

وط خط ه ب بت نس ای اPه ب يمREF(P)را ده م ان نش نشѧѧان مѧѧی دهѧѧيم  REF(P)را بѧѧاPهѧѧای نسѧѧبت بѧѧه خطѧѧوط

 Lمجموعѧѧه انتقالهѧѧای درامتѧѧداد  TRANS(L)فѧѧرض کنيѧѧد 

. باشد خصوصيات اين مجموعه را بررسی کنيد
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لغزهل

 ،مѧرار داديѧتفاده قѧورد اسѧل مѧنسبت به پايه ای که دربخش قب
ل Ωا Tآ ا . را به دست می آوريم ΩLTkماتريس لغزه









 kkkL 2sinh2cosh0
001






 kk

kL

2cosh2sinh0

372



کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

 ،مѧرده ايѧه کѧن مطالعѧدرهر يک ازهندسه هايی که پيش از اي
نوشت انعکاس سه دويا صورت به توان م را . هرحرکت را می توان به صورت دويا سѧه انعکѧاس نوشѧتهرحرکت

چون ويژگی های وقѧوع . نيزصحيح است H2اين مطلب در 
ل2 طل ث پيچيده ترند، دراثبات اين مطلب بايد حالتهای زيѧادی H2در

هѧѧدف ايѧѧن اسѧѧت کѧѧه نشѧѧان دهѧѧيم هѧѧر چهѧѧار . را درنظزگرفѧѧت
را مѧѧѧѧی تѧѧѧѧوان بѧѧѧѧه صѧѧѧѧورت  Ωαو  Ωδ ،Ωγ ،Ωβانعکѧѧѧѧاس 

نوشت دوانعکاس حاصلضرب
373

.حاصلضرب دوانعکاس نوشت



کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا
طط ط فرض کنيد:30قضيهpيک نقطه وP وطѧته خطѧيک دس

بهباشندH2در متعلق خطی صورت، داردPدراين وجѧود وجѧود دارد  Pدراين صورت، خطی متعلق به .باشندHدر

اين خط منحصربفرد است مگردرحѧالتی . می گذرد pکه از 

. بگذرد pاز  Pکه اعضای 
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

 فرض کنيد :  31قضيهP1  ،دѧوازی باشѧيک دسته خطوط م
γاگ PPا خط ا ت ل ت ش ط خط ته د دسѧѧته خطѧѧوطی مشѧѧتمل برتمѧѧام خطهѧѧای  P2وγP1اگѧѧر

باشد، آنگاه تنهѧا يѧک خѧط وجѧود دارد کѧه بѧه  γعمود برخط 
.هردو دسته خطوط متعلق است

خط32ق ا ا از ط ازخط ز ا ت ت ط :32قضيهѧهر دودسته متمايز ازخطوط موازی دارای خ
. مشترک منحصربفردی هستند
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

 ذکرѧѧترک : تѧѧط مشѧѧوازی دارای خѧѧای فرامѧѧته ازخطهѧѧدودس
اول دسѧѧѧѧته خطهѧѧѧѧای مشѧѧѧѧترک عمѧѧѧѧود اگروتنهѧѧѧѧااگر ول هسѧѧѧѧتند، ی   ه ر  و  ر  ه رو  
. وعمѧѧود مشѧѧترک خطهѧѧای دسѧѧته دوم خѧѧود فرامѧѧوازی باشѧѧند
ته دودس وقع م ه چ ه ک را وال س ن اي بررس ب مطل ن ايѧѧن مطلѧѧب بررسѧѧی ايѧѧن سѧѧوال را کѧѧه چѧѧه مѧѧوقعی دودسѧѧته اي

اکنѧѧѧѧون . خطѧѧѧѧوط دارای عضѧѧѧѧو مشѧѧѧѧترکند، کامѧѧѧѧل مѧѧѧѧی کنѧѧѧѧد
ن ا دا ت ا د د ش ط اله ل ا اف ک ات اطلاعѧѧات کѧѧافی بѧѧرای حѧѧل مسѧѧاله مطѧѧرح شѧѧده درابتѧѧدای ايѧѧن اطلا

. به شکل اسلايد بعد توجه کنيد. بخش دردست داريم
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

ه قض ک7شکل شت خط ا از ا ف ط خط ته د د
ξ

γηγدودسته خطوط فراموازی با خط مشترک:7شکل قضيه

 ای :  33قضيهѧبه ازای خطهα ،β ،γ  وδ  ایѧخطهu  وv 
که طوری به دارند وجود دارند به طوری کهوجود

ΩαΩβΩγΩδ=ΩuΩv
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کا ا ا ش ل حاصلضرب بيش از سه انعکاسا

 يهѧѧای :  34قضѧѧد خطهѧѧرض کنيѧѧفα ،β  وγ  وطѧѧته خطѧѧيچ دسѧѧه هѧѧب
يѧѧک لغѧѧزه نابѧѧديهی  ΩαΩβΩγخاصѧѧی متعلѧѧق نباشѧѧد، درايѧѧن صѧѧورت  α β γ

. است
ایѧدی حرکتهѧاکنون می توان قضيه رده بنH2 انѧرح زيربيѧه شѧحرا ب

. کرد
يهѧѧای:35قضѧѧحرکته ،H2گѧѧروه انعکاسѧѧها برتمѧѧام اسѧѧت مشѧѧتمل ی:35ي ه ر ه  Hرو  م    بر

دورانها، انتقالها و تغييرمکان های مѧوازی ولغѧزه هرحرکѧت حاصѧل 
.ضرب دو يا سه انعکاس مناسب است
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ا ت ا ثا نقاط ثابت ايزومتريهاقاط

 ریѧѧايزومتp = ΩαΩβ  نѧѧت ايѧѧاط ثابѧѧد نقѧѧر بگيريѧѧدرنظ
و Ωαx = Ωβxيѧا  px =xايزومتѧری جوابهѧای معادلѧه ر αيpيزو β

. هستند H2در
36قضيه: 36قضيه:

. يک انتقال نابديهی دارای نقطه ثابت نيست1.
ا ن ثا نقط ک ا ا ا ق ق نا ا هѧѧردوران نابѧѧديهی دقيقѧѧا دارای يѧѧک نقطѧѧه ثابѧѧت، بѧѧه نѧѧام 2.

. مرکز دوران است
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ا ت ا ثا نقاط ثابت ايزومتريهاقاط

. يک تغييرمکان موازی نابديهی دارای نقطه ثابت نيست3.

ا ک ا ا ثا اط ا ط ا ک ا هرانعکѧѧاس، خطѧѧی ازنقѧѧاط ثابѧѧت بѧѧه نѧѧام محѧѧور انعکѧѧاس 4.
.دارد

.  يک لغزه نابديهی دارای نقطه ثابت نيست5.
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ا ت ا ثا ط خطوط ثابت ايزومتريهاط

 رѧاگΩα ردارѧه بѧد کѧی باشѧهانعکاسѧريکѧائم بѧورآن قѧمحξ 
ا گ آ اΩا ک ا ق ک ا ک ا ا ط خطهѧѧايی را کѧѧه برداريکѧѧه قѧѧائم هريѧѧک از Ωαاسѧѧت، آنگѧѧاه

Ωας=آنها دررابطѧه ξ یѧه مѧت نگѧد، ثابѧی کننѧدق مѧص ب رر αςه ξی ب ی ق
ς=ξعمود باشد يا  ξبايد بر  ςيعنی . دارد
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ا ت ا ثا ط خطوط ثابت ايزومتريهاط
يهѧѧѧѧر:37قضѧѧѧѧاگαوβدر متمѧѧѧѧايز آنگѧѧѧѧاهH2دوخѧѧѧѧط باشѧѧѧѧند، يهѧѧѧѧر :37قضѧѧѧѧاگα وβ ايز درѧѧѧѧط متمѧѧѧѧدوخH  اهѧѧѧѧند، آنگѧѧѧѧباش

. درباره خط ثابت رفتاری به شرح زيردارد ΩαΩβايزومتری 

αتلاقی کننѧد و  pدر نقطه  βو  αاگر 1. ┴ β  دهѧرخط گذرنѧاه هѧآنگ
ثابѧѧت نگѧѧه داشѧѧته مѧѧی شѧѧود درايѧѧن حالѧѧت ΩαΩβ، توسѧѧط pاز αوpز βن ي ر و ی

ΩαΩβ  نيمدورحولp است  .

گگ آ  ΩαΩβتلاقی کنند ولی برهم عمود نباشند، آنگاه pدرβوαاگر2.
.دارای خط ثابتی نيست
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ا ت ا ثا ط خطوط ثابت ايزومتريهاط
ر3 ند،αβاگ باش ازی Ωم Ωت ثاب ط خ دارای دارای خѧѧѧѧط ثابѧѧѧѧت ΩαΩβمѧѧѧѧوازی باشѧѧѧѧند،βوαاگѧѧѧѧر3.

. لذا تغييرمکان موازی خط ثابت ندارد. نيست
باشѧѧند، آنگѧѧاه  pدارای عمѧѧود مشѧѧترک چѧѧون βوαاگѧѧر4.

ΩαΩβخطLی داردѧه مѧط .راثابت نگѧری خѧن ايزومتѧاي α β
. ثابت ديگری ندارد

خط:38قضيه د کني رض ايزγف متم βوαبرخطوط يهѧѧط:38قضѧѧد خѧѧرض کنيѧѧفγ ايزѧѧوط متمѧѧبرخطα  وβ 
تنهѧѧا خѧѧط ثابѧѧت لغѧѧزه  γدرايѧѧن صѧѧورت خѧѧط . عمѧѧود باشѧѧد

د Ωنا Ω Ωت ا
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ثلث ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا

 نقطهp ده از . رادرنظرمی گيريمѧرخط گذرنѧه هѧيم کѧی دانѧم
pد ک ت ا ا ت ه ان ت ا pرا می توان به صورت پارامتری کرد

α(t) = ( cosht )p + ( sinht )ξ( ) ( )p ( )ξ

 L>0اگѧѧѧر . بѧѧѧردار فضѧѧѧا گونѧѧѧه مناسѧѧѧبی اسѧѧѧت ξکѧѧѧه درآن    
. می ناميم Lرايک پاره خط بطول  α([ 0,L ])مجموعه
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ثلث ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا

 39قضيه  :
ايز1 متم ه خطBوAدونقط اره پ ک ي ا دقيق اي انته اط نق نقѧѧاط انتهѧѧايی دقيقѧѧا يѧѧک پѧѧاره خѧѧط Bو Aدونقطѧѧه متمѧѧايز1.

. نشѧѧان مѧѧی دهѧѧيم BAيѧѧا  ABايѧѧن پѧѧاره خѧѧط رابѧѧا . هسѧѧتند
ل اABط )dا A B ت( ا .استd( A,B )برابربا ABطول

بѧѧѧه ازای هرجفѧѧѧت . هѧѧѧرنيمخط دقيقѧѧѧا دارای يѧѧѧک مبدااسѧѧѧت2.
وجѧود دارد کѧه  Aدقيقا يک نيمخط با مبѧدا  Bو  Aازنقاط 

. نشان می دهيمABمی گذرد اين نيمخط راباBاز
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ثل ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا

 فѧѧѧاگونه : تعريѧѧѧه فضѧѧѧبرداريکξ  طѧѧѧف خѧѧѧه درتعريѧѧѧراکα 
نيمخط بردارجهت )αذکرشد، [0 ] م( توجه ناميم م می ناميم توجه می α( [0,] )ذکرشد، بردارجهت نيمخط

b( p,ξکنيم که  ) = 0 .
 اگر : تعريفL  خطی با برداريکه قائمξ  باشد، مجموعه

{ xH2 | b( x ξ )>0 }{ xH | b( x,ξ )>0 }
. ناميده می شود Lيک نيم خط بامرز    
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ثلث ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا
ت:40قضيهѧاس منحصѧربفرد خѧط يѧک نيمصفحه مرزهر ت:40قضيهѧربفرد اسѧط منحصѧک خѧمرزهر نيمصفحه ي .

اجتمѧѧاع ايѧѧن دونѧѧيم صѧѧفحه . هѧѧرخط مѧѧرز دونѧѧيم صѧѧفحه اسѧѧت
H2برابربѧا – Lتѧهاسѧب متعلѧق H2دونقطѧه – Lکѧدري Hبرابربѧا Lتѧه.اسѧق بѧه متعلѧدونقطH L  کѧدري

 Lنيمصѧѧѧفحه هسѧѧѧتند، اگروتنهѧѧѧااگر پѧѧѧاره خѧѧѧط واصѧѧѧل آنهѧѧѧا 
نکند .راقطع نکندراقطع

 فѧه : تعريѧѧدرون زاويPQR  امرزѧѧفحه بѧѧتراک نيمصѧѧاش
QRل ا رزpش ا ب فحه ي لPQن ا تRش ا QRاملѧѧوشpامرزѧѧفحه بѧѧيم صѧѧونPQ املѧѧوشR تѧѧاس .

اين تعريѧف درمѧورد زاويѧه نيمصѧفحه وزاويѧه صѧفر درسѧت 
ت ندارندني ن در ها يه زا اين
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ثلث ا ط ط پاره خط، نيمخط، زاويه و مثلثا

 يهѧد :  41قضѧرض کنيѧفA = PQR  هѧد کѧه ای باشѧزاوي
ر اگ دارد هηوξدرون زاوي ن اي اضلاع جهت ای برداره بردارهѧѧای جهѧѧت اضѧѧلاع ايѧѧن زاويѧѧه ηو ξدرون دارد اگѧѧر

بѧه طѧوری  xباشند، آنگاه درون آن مشتمل است برتمام نقاط 
ثط ط و  ξيک ترکيب خطی مثبѧت از QXکه بردارجهت نيم خط

η يعنی اگر . (استςx  يمخطѧت نѧجهQX  دادѧاه اعѧد آنگѧباش x

ςxوجود دارند به طوری که  bو  aمثبت  = aξ + bη(.
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ا جمع زاويه هاا

 42قضيه  :
ه1 Aزاوي = PQRونقطهxم درنظر را آن رادرداخل رادرداخѧل آن را درنظѧر مѧی xونقطѧه A = PQRزاويѧه1.

درايѧѧن صѧѧورت انѧѧدازه ايѧѧن زاويѧѧه برحسѧѧب راديѧѧان . گيѧѧريم
ها ه زا اانداز ت ا QQا . RQXو  PQXمساوی است بااندازه زاويه های

نقطه ای نѧاواقع  xيک زاويه نيمصفحه و A = PQRاگر 2.
 XQPباشد، آنگاه مجموع انѧدازه هѧای زاويѧه هѧای  PQبر
.πبرابراست باXQRو
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ا جمع زاويه هاا

 وقتی زاويهPQR  ،نيمصفحه استς  بѧرانميتوان برحس
ξوηت نيازنيس ورد م م ه ای ه رابط ين چن ه البت ت نوش ξوη تѧѧѧورد نيازنيسѧѧѧم مѧѧѧه ای هѧѧѧين رابطѧѧѧه چنѧѧѧت البتѧѧѧنوش

تسѧѧاوی مѧѧورد نيѧѧاز درايѧѧن حالѧѧت بѧѧه تسѧѧاوی زيѧѧر تبѧѧديل مѧѧی 
.گرددگ

cos-1b( ξ,ς ) + cos-1( -ξ,ς ) = πcos b( ξ,ς )  cos ( ξ,ς )  π
. است cos-1اين رابطه يکی از ويژگيهای تابع    
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ا جمع زاويه هاا

 تقيم : تذکرѧای مسѧتمام تعريفهای اقليدسی مربوط به پيکره ه
ا آ ا ا ژگ ط اH2ال اق بѧѧا . نيزبرقرارنѧѧد H2الخѧѧط و ويژگيهѧѧای وابسѧѧته بѧѧه آنهѧѧا در

، پيکѧѧره هѧѧای  H2وجѧѧود ايѧѧن، بѧѧه دليѧѧل هندسѧѧه وقѧѧوع خѧѧاص ص وع و ي ب ن ي و یوج ر پي
. امکان وجود دارند H2ديگری در
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ل ذل ثلثا مثلث ومثلثات هذلولویثلث

 ا درѧѧانترازمطالعه انهѧѧذلولوی آسѧѧه هѧѧا درهندسѧѧه مثاثهѧѧمطالع
زيѧѧرا درايѧѧن هندسѧѧه .هندسѧѧه کѧѧروی ياهندسѧѧه بيضѧѧوی اسѧѧت و ي ي نرو ي ر ر زي
درهندسѧه هѧذلولوی هѧر . پاره خطها صѧورت سѧاده ای دارنѧد

یجفت ازنقاط متمѧايز، يѧک پѧاره خѧط منحصѧربفرد تعيѧين مѧی  ر ر ر پ ز ز
را بѧه صѧورت  PQRمی توانيم مثلѧث  E2لذا مانند . کنند

. تعريѧѧف مѧѧی کنѧѧيمPrوPQ،QRاجتمѧѧاع پѧѧاره خطهѧѧای ر پ مع ی ر
درون مثلѧѧѧث، اشѧѧѧتراک . هرمثلѧѧѧث دارای سѧѧѧه زاويѧѧѧه اسѧѧѧت
.دورانهای زاويه های آن مثلث است
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ل ذل ثلثا مثلث ومثلثات هذلولویثلث

 مثلث :  43قضيهABC  را درنظر می گيريم اگرa  وb  و
c به ترتيب اندازه اضلاع مقابل به زاويه هایA ،B  وC وي ز ع ز ي ور

  : باشند، آنگاه داريم 

b
acbA

i hi h
coshcoshcoshcos 



csbsassA
cb

))sinh()sinh()sinh((sinh2sin
sinhsinh

2/1


BcocCAa

cbaa
coscoscosh

sinhsinhsinhsinh



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ا مثلث جانبیثلث
در لH2هرخط ت ا ازی م ط خط ته د د به متعلق هرخطی درH2 یѧت ولѧوازی اسѧوط مѧمتعلق به دودسته خط

. هѧѧرنيمخط تنهѧѧا يѧѧک دسѧѧته خطѧѧوط مѧѧوازی تعيѧѧين مѧѧی کنѧѧد
اگ طاق اPXا گ آ اش  p + ςباشѧد، آنگѧاه PXبردارجهѧت نѧيمخطςدرواقѧع اگѧر

يک بردار نورگونه است با اين خاصيت که 
{ ξ | b( ξ , p + ς ) = 0 }

وط خط ته دس ک بري د متعام ه يک ای برداره ه مجموع مجموعѧѧѧѧه بردارهѧѧѧѧای يکѧѧѧѧه متعامѧѧѧѧد بريѧѧѧѧک دسѧѧѧѧته خطѧѧѧѧوط   
به آن نيز  PXدسته خطوط ديگرکه خط ( منحصربفرد است
ط ت د دا لق pت ςدد گ ن )ت
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ا مثلث جانبیثلث
دѧѧکني وPQفѧѧرض خѧѧط پѧѧاره نيمخطهѧѧایQYوPXيѧѧک دѧѧرض کنيѧѧفPQط وѧѧاره خѧѧک پѧѧيPX وQY  ایѧѧنيمخطه

درايѧن . موازی باشند که يک دسته خطوط را تعيين می کننѧد
اع ت ا کPQت ت ث ثل ک اي خط ي ن د ن اي وايѧѧѧن دونѧѧѧيمخط رايѧѧѧک مثلѧѧѧث تѧѧѧک PQصѧѧѧورت اجتمѧѧѧاع
مثلث تک مجانبی را می تѧوان يѧک مثلѧث . مجانبی می ناميم
ا ک ا ک”ا“ل لق . تلقی کرد”بينهايت“معمولی با يک راس در

P
Q

P + ςX

Y P

X

Y دومنظره از مثلث تک مجانبی
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ا مثلث جانبیثلث

 يمخطѧѧت نѧѧک جفѧѧيPX  وPY  تهѧѧترک دسѧѧط مشѧѧا خѧѧراه بѧѧهم
ا نيمخطه ازاين هريک توسط شده تعيين موازی خطوط های خطوط موازی تعيين شده توسط هريک ازاين نيمخطهѧا های

. يک مثلث دومجانبی ناميده می شود

دوچشم انداز از مثلث دومجانبی
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ا مثلث جانبیثلث

 ایѧѧلاع آن خطهѧѧه اضѧѧت کѧѧی اسѧѧانبی مثلثѧѧه مجѧѧث سѧѧک مثلѧѧي
اند موازی .دوبدو موازی انددوبدو

دو چشم انداز از مثلث سه مجانبیث
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ا ل چهارضلعی هاا

 دѧѧدب ماننѧѧلعی محѧѧک چهارضѧѧيABCD  ارهѧѧاع چهارپѧѧاجتم
هDAوAB،BC،CD)ضلع(خط ک طوری ه ب است اسѧت بѧه طѧوری کѧه DAوAB ،BC،CD)ضѧلع(خط

هرضѧѧلع دريکѧѧی ازنيمصѧѧفحه هѧѧايی کѧѧه توسѧѧط ضѧѧلع مقѧѧابلش 
.معيين می گردد قرار داردگ

A

B
D

چهارضلعی محدب 
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ها چهارضلعی هاچهارضلع
د انن ت نم محدب چهاضلعيهای ی ل ذل ه ه درهند اگرچه  دѧی تواننѧدب نمѧلعيهای محѧذلولوی چهاضѧه هѧاگرچه درهندس
چهارزاويه قائم داشته باشѧند چنѧدين چهارضѧلعی وجѧود دارد 

ل ا ش تلق ل تط ل ذل ا ت کѧѧه همتѧѧای هѧѧذلولوی مسѧѧتطيل تلقѧѧی مѧѧی شѧѧوند چهارضѧѧلعی ک
اولѧѧين آنهاسѧѧت کѧѧه دارای ويژگيهѧѧای زيѧѧر  ABCDسѧѧاکری 

:است
D( A,B ) = d( C,D )   ,   AB ┴ BC   ,   CD ┴ BC

A D
ساکری چهارضلعی
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ا ل چهارضلعی هاا

 چهارضلعی لامبرتABCD  ذلولویѧيکی ديگر ازهمتای ه
است اندمستطيل قائمه چهارضلع اين زاويه سه . سه زاويه اين چهارضلعی قائمه اند.مستطيل است

A DA

B

D

C

چهار ضلعی لامبرت 
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تظ ا ل چهارضلعی های منتظما

 لعѧداد ضѧتظم باهرتعѧلعی منѧد ضѧک چنѧذلولوی يѧدرهندسه ه
رد ک رسم زير بصورت اگربخواهيمراميتوان ال، مث رای ب بѧرای مثѧال، اگربخѧواهيم .راميتوان بصورت زير رسѧم کѧرد

ضلع رسم کنيم، دوران  nيک چند ضلعی منتظم با 





  0)(2sin)(2cos 












100
0)(2cos)(2sin T
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تظ ا ل چهارضلعی های منتظما
ک کن انتخا نا )2ا θ ) 2 ا/ هѧيم کѧی کنѧ2راچنان انتخاب م( θ – φ ) = 2π/n  ورتѧن صѧدراي

رتبه عضو 






 02sin2cos

nn


















100

02cos2sin
nn

nn
T 

، دوران حول Tاست حال اگر  nدرگروه دورانهای هذلولوی برابربا    
جزQوPنقطه به دلخواه کهPنقطه اين به توجه با آنگاه باشد،



باشد، آنگاه با توجه به اين که Pنقطه دلخواهی به جزQوPنقطه
T  يک ايزومتری است نتيجه می گيريم که :

Q TQ T 1Q
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تظ ا ل چهارضلعی های منتظما

 رئوس يکn شکل زير را ببينيد. ضلعی منتظم هستند .

P
Q

ارنѧѧتق تقѧѧارنnگѧѧروه گѧѧروه بѧѧا حاصѧѧل ضѧѧلعیnضѧѧلعی

Q

ارنѧѧروه تقѧѧگn ارنѧѧروه تقѧѧا گѧѧل بѧѧلعی حاصѧѧضn  لعیѧѧض
. منتظم هندسه اقليدسی يکسان است
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منتظم های مچهارضلعی ی  ی  ر چه
 هѧث درهندسѧای مثلѧه هѧوع زاويѧه مجمѧن کѧه ايѧه بѧبه طورکلی، باتوج

انѧدازه زاويѧه  θاست، نتيجه می گيѧريم کѧه اگѧر  πهذلولوی کمتر از 
n 2ضلعی منتظم باشد، آنگاهπ + nθ < nπ 

θ > 0وبنابراين  < ( I – 2/n )π
است درست هم مطلب اين هرعکس ازای به الاθيعن ب شرط ا ب ، ، بѧا شѧرط بѧالا θيعنی به ازای هѧر.عکس اين مطلب هم درست است  

.رسم کرد θمی توان يک ضلعی منتظم با زاويه 
θ/2

P
α θ/2
θ/2

2π + nθ = nα + ( θ/2 + θ/2 ) < nπ
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اق ط ا ل قا ا قضيه های قابليت انطباقق

 يهѧѧوری :  44قضѧѧه طѧѧود دارد بѧѧربفردی وجѧѧاس منحصѧѧانعک
ش ا قط ف ک کH2ک ا ا ا . را جابجا می کندH2که يک جفت نقطه داده شده در

يهѧѧѧت:45قضѧѧѧجف يѧѧѧک کѧѧѧه دارد وجѧѧѧود دوانعکѧѧѧاس دقيقѧѧѧا يهѧѧѧت :45قضѧѧѧک جفѧѧѧه يѧѧѧود دارد کѧѧѧاس وجѧѧѧا دوانعکѧѧѧدقيق
رابا هم جابجا می کند H2خطوط داده شده در
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ا ت H2ا H2رده بندی ايزومتری های

رѧѧه هѧѧت کѧѧب اسѧѧن مطلѧѧات ايѧѧش اثبѧѧن بخѧѧلی ايѧѧدف اصѧѧه
درH2ايزومتری حرکت قضيهاستH2يک د چن نخست نخسѧت چنѧد قضѧيه .اسѧتHيک حرکѧت درHايزومتری

. درباره يگانگ می آوريم
 يهѧѧری :  46قضѧѧد ايزومتѧѧرض کنيѧѧفT  هѧѧنقطP  طѧѧوخL  را

از داردPکه مѧی نگѧه ثابت گذرد خѧط.می کنيѧد mفѧرض ز  Pر ی  ب   ر  ي  .ی   mرض 
خطѧѧѧی  Lدرايѧѧѧن صѧѧѧورت . عمѧѧѧود اسѧѧѧت Lگذشѧѧѧته در  Pاز 

ت ثا ΩاTازنقاط Tت ا
406
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ا ت H2ا H2رده بندی ايزومتری های

 يهѧѧѧѧد :  47قضѧѧѧѧرض کنيѧѧѧѧفT  ریѧѧѧѧک ايزرومتѧѧѧѧيH2  تѧѧѧѧاس
خطTاگر ،Lاه آنگ دارد، نگه ت ثاب نقطه به نقطه Tرا =  = Tرا نقطه به نقطه ثابѧت نگѧه دارد، آنگѧاه L، خطTاگر
ΩL  ياT همانی است .

يه ت:48قض حرک ک ي ذلولوی ه فحه ص ری هرايزومت يهѧѧѧت :48قضѧѧѧک حرکѧѧѧذلولوی يѧѧѧفحه هѧѧѧری صѧѧѧهرايزومت
. است
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ا ت H2ا H2رده بندی ايزومتری های

درقضيه که طوری بѧهديѧديم25به تѧوان مѧی را فѧوق حاصلضѧرب ي  ر وری   يم25ب  ن ب .ي و ی  وق ر  رب 
اين نکته را دراينجا . صورت حاصلضرب حداکثرسه انعکاس نوشت

يѧѧک  T2T3T4، 17بنѧѧا بѧѧر قضѧѧيه.مѧѧی تѧѧوان مسѧѧتقيما مشѧѧاهده کѧѧرد ر ي ن و يی ر ب 2ب 3 ي4
مѧی  Pيѧا يѧک انعکѧاس نسѧبت بѧه خطѧی اسѧت کѧه از  Pدوران حول 

T = T1( T2T3T4بنѧѧابراين نتيجѧѧه مѧѧی گيѧѧريم کѧѧه.گѧѧذرد يѧѧک  ( )1م 2 3 4 )
علاوه براين تمام اطلاعات لازم . دوران، انعکاس، يا يک لغزه است

.ها مهياست Tiبرای پيداکردن  i

 هرايزومتری : نتيجهH2  انѧيک انعکاس، يک دوران، يک تغييرمک
.موازی، يک انتقال، يا يک لغزه است

408



ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها

 فѧѧѧه : تعريѧѧѧنقطc  ددѧѧѧوعr ≥ 0  ريمѧѧѧی گيѧѧѧر مѧѧѧرادر نظ
Pمجموعه = { xH2 | d( x c ) = r ه{ ب ره داي را P = { xHمجموعѧه | d( x,c ) = r }  هѧره بѧرا داي

.می ناميم rوشعاع  cمرکز 
 فرض کنيد :  49قضيهP  هѧده ازنقطѧدسته خطوط گذرنc  و

pباشد دلخواه ای مدار.نقطه صورت گѧروهpدراين تحѧت pو ب ی  ر .  ور  ين  رو  pر  
REF(P)  زѧه مرکѧره بѧدايc  عاعѧوشr = d( p,c ) تѧاس .

د ش ل ا ت ن ا ه دا ه ک
409
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها

 فѧѧد : تعريѧѧرض کنيѧѧفm  ط وѧѧک خѧѧيr دѧѧت باشѧѧددی مثبѧѧع .
ه از ت }ق x H2 : d( x m ) = r ک{ د ه ک xH2 }قسمتی ازمجموعه : d( x,m ) = r }  یѧه دريکѧک

قراردارد، يک منحنی  mازنيمصفحه های تعيين شده توسط 
خѧود يѧک منحنѧی همفاصѧله  mهمفاصله ناميده می شود خط 

rبا = است0 .است r = 0با
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها

 درشکا زير، درالگوی نيمصفحه، پوانکاوه منحنيهای : تذکر
خط به وابسته ايمmهمفاصله کرده رسم دردوحالت .را ب ب  يمm و ر  م  و ر ر . ر 

m

c
c1دومنحنیc1, c2همفاصله های c1c2منحنی

m
c2

ی ی c1, c2و ی 
.است mوابسته به خط 

توجه می کنيم که درحالѧت کلѧی، يѧک منحنѧی همفاصѧله يѧک    
در،”خط“ تH2خط ا درآن منحن يک بلکه ت ني
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها
ه د:50قض کن ض کPف شت د ا ط خط ته د د،:50قضيهѧفرض کنيP ترکѧود مشѧا عمѧوط بѧته خطѧدس

m  وp دار . نقطه ای دلخواه باشدѧورت مѧدراين صp  تѧتح
REF(P) تѧله اسѧѧی همفاصѧѧک منحنѧی . يѧѧرعکس هرمنحنѧѧب

.همفاصله با اين صورت به دست می آيد ي ی ب ور ين ب

M

1 2
2

P X

منحنی هم فاصله 
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها
کني:تعريف م ازیPفرض م ط ازخط ای ته pد فرض می کنيم:تعريفP وازی وѧوط مѧته ای ازخطѧدسp 

را يک دايره  REF(P)تحت  pمدار . نقطه ای دلخواه باشد
ا .زمانی می ناميما

ره:تذکرѧز ”دايره زمانی را می توان حالت حدی دايѧه مرکѧب
  ویѧѧѧانی رادرالگѧѧѧره زمѧѧѧک دايѧѧѧکل زيريѧѧѧرد درشѧѧѧی کѧѧѧتلق

کنيد می مشاهده .کلاين ي ی  .ين  

دايره زمانی
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ل فا ا ا دايره، دايره زمانی ومنحنی هم فاصلها

 فرض کنيد :  51قضيهv  فردرѧر صѧک بردارغيѧيR3  وa 
باشد حقيق عدد مجموعهيک صورت، دراين دراين صورت، مجموعه . يک عدد حقيقی باشد

{ xH2 | b( x,v ) = a }
. تهѧѧی، دايѧѧره، منحنѧѧی هѧѧم فاصѧѧله يѧѧا دايѧѧره زمѧѧانی اسѧѧت  

صورت ه ب ای ه ه معادل ا ه مجموعه ازاين هريک برعکس هريک ازاين مجموعه هѧا معادلѧه هѧای بѧه صѧورت برعکس
b(x,v) = a دارد .
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