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ببكتابكتاب
در آن كاربرد و دررياضيات آن كاربرد و ررياضيات ن  ربر  ي و  رري ن  ربر  ي و  ري

يرييريمديريتمديريت
مديريت و حسابداري ھاي مديريترشته و حسابداري ھاي رشته ھاي حسابداري و مديريترشته ھاي حسابداري و مديريترشته



خ::ؤلفؤلف ف دا خل ف دا ل ليدا فرخيليدا فرخي::مؤلفمؤلف

پوينت پاور ي پوينتتھيه پاور ي ميرزايي::تھيه ميرزايياردوان اردوان ور پوي ور پويھي ي پ يي::ھي ي پ يرز ن  و يير يرز ن  و ر
٣٣: : تعداد واحد تعداد واحد 



درس درساھداف اھداف درساھداف درساھداف

توانايي حل مسئلهتوانايي حل مسئله
رياضي تفكر رياضيتقويت تفكر يتقويت ر ري يوي  ر ري وي 

  بردارھابردارھا: : آشنايي باآشنايي با
ماتريس و دترمينانماتريس و دترمينان

خط اب ت خط ادلات تگا خطد اب ت خط ادلات تگا دستگاه معادلات خطي و توابع خطيدستگاه معادلات خطي و توابع خطيد

متغيره چند متغيرهتوابع چند ديفرانسيلووتوابع ديفرانسيلمعادلات معادلات ير بع چ  يرو بع چ  يلووو ر ي يللا  ر ي لا 

انتگرالانتگرال



مطالب مطالبفھرست فھرست مطالبفھرست مطالبفھرست

بردارھابردارھا: : فصل اولفصل اول

ل لف اف اا ا ماتريس و دترمينانماتريس و دترمينان::فصل دومفصل دوم

سو سوفصل خط::فصل توابع و خط معادلات خطدستگاه توابع و خط معادلات دستگاه دستگاه معادلات خطي و توابع خطيدستگاه معادلات خطي و توابع خطي::فصل سومفصل سوم

چھارم چھارمفصل متغيره::فصل چند متغيرهتوابع چند توابع رم رمل چھ ير::ل چھ بع چ  يرو بع چ  و

معادلات ديفرانسيلمعادلات ديفرانسيل::فصل پنجمفصل پنجم

انتگرالانتگرال: : فصل ششمفصل ششم



اول اولفصل بردارھابردارھا::فصل بردارھابردارھا::فصل اولفصل اول

بردارھا در صفحهبردارھا در صفحه      

ضرب عددي دو بردارضرب عددي دو بردار

بردارھا در فضاي سه بعديبردارھا در فضاي سه بعدي

ضرب برداري بردارھاضرب برداري بردارھا

بردارھا در فضايبردارھا در فضايnn   بعد بعد



دوم دومفصل دترمينان::فصل و دترمينانماتريس و ماتريس ماتريس و دترمينانماتريس و دترمينان::فصل دومفصل دوم

 ماتريس ماتريس

  دترميناندترمينان

وارون ماتريسوارون ماتريس



سوم سومفصل خطي::فصل توابع و خطي معادلات خطيدستگاه توابع و خطي معادلات دستگاه دستگاه معادلات خطي و توابع خطيدستگاه معادلات خطي و توابع خطي::فصل سومفصل سوم

 دستگاه معادلات دستگاه معادلات

استقلال و وابستگي خطياستقلال و وابستگي خطي

رتبه ي يك ماتريسرتبه ي يك ماتريس

توابع خطيتوابع خطي



چھارم چھارمفصل متغيره::فصل چند متغيرهتوابع چند توابع توابع چند متغيرهتوابع چند متغيره::فصل چھارمفصل چھارم

توابع چند متغيرهتوابع چند متغيره

تگ تگد تغد ند ا تغت ند ا ت توابع چند متغيرهتوابع چند متغيرهحد و پيوستگيحد و پيوستگي

جزيي ھاي جزييمشتق ھاي مشتق ي جزيي ي جزييق  ق 

ديفرانسيل كل و مشتقگيري ضمنيديفرانسيل كل و مشتقگيري ضمني

 توابع دو متغيرهتوابع دو متغيره  ماكسيمم و مينيمم ماكسيمم و مينيمم

 توابع نسبت به شرايط داده شدهتوابع نسبت به شرايط داده شده  ماكسيمم و مينيمم ماكسيمم و مينيمم



پنجم پنجمفصل ديفرانسيل::فصل ديفرانسيلمعادلات معادلات معادلات ديفرانسيلمعادلات ديفرانسيل::فصل پنجمفصل پنجم

آشنايي معادلات ديفرانسيلآشنايي معادلات ديفرانسيل

 معادلات ديفرانسيل جدايي پذير معادلات ديفرانسيل جدايي پذير



ششم ششمفصل انتگرالانتگرال::فصل انتگرالانتگرال::فصل ششمفصل ششم

ل لگ گ انتگرالانتگرال



اول اولفصل بردارھابردارھا::فصل بردارھابردارھا::فصل اولفصل اول



د ا ن ك ت ك شتا ا ت انند ا ت دك ا ن ك ت ك شتا ا ت انند ا ت كميتھايي مانند سرعت يا شتاب يك متحرك و نيروي وارد بر كميتھايي مانند سرعت يا شتاب يك متحرك و نيروي وارد بر ك

سو اندازه بر علاوه كه شوند مي مشخص ھنگامي جسم سويك اندازه بر علاوه كه شوند مي مشخص ھنگامي جسم يك جسم ھنگامي مشخص مي شوند كه علاوه بر اندازه سويك جسم ھنگامي مشخص مي شوند كه علاوه بر اندازه سويك

اين نوع كميت ھا را برداري مياين نوع كميت ھا را برداري مي..و جھتشان نيز معين باشدو جھتشان نيز معين باشد ز زو يو ري ر ر يوع ري ر ر وع

..ناميمناميم



برخي از كميت ھا ھنگامي كه اندازه ي آنھا بر حسب واحد برخي از كميت ھا ھنگامي كه اندازه ي آنھا بر حسب واحد 

..مشخصي داده شود كاملا معين مي شوندمشخصي داده شود كاملا معين مي شوند

د آ د ھزينه ، ل ط ، ت، ا ي ه د دانند آ د ھزينه ، ل ط ، ت، ا ي ه د . . مانند درجه ي حرارت، جرم، طول و حجم ، ھزينه و درآمدمانند درجه ي حرارت، جرم، طول و حجم ، ھزينه و درآمدانند

ناميم مي اسكالر يا عددي را ھا كميت گونه ناميماين مي اسكالر يا عددي را ھا كميت گونه يماين ي  ر  ي ي  ي ھ ر  و  يمين  ي  ر  ي ي  ي ھ ر  و  ..ين 



ربردارھا در صفحهبردارھا در صفحه١.١١.١ ر ربر ر بر



١ ١ ١١ ١ تعريفتعريف١.١.١١.١.١تعريفتعريف١
ط ك آ آ است، يك پاره خط ط B و انتھاي آن A كه ابتداي آنAB پاره خط

:به شكل زير توجه كنيد. ناميده مي شودجھت دار
B

ر وھ ي يي و زير

A

نمايش ميدھيم  AB مي ناميم و با برداررايك   ABپاره خط جھت دار
ناميم بردارَمي انتھاي را B ي نقطه و مبدا را A ي .را انتھاي بردارمي ناميمنقطه B را مبدا و نقطه ي A نقطه ي



١ ١ ٢١ ١ بردار٢ دو بردارتساوي دو تساوي تساوي دو بردارتساوي دو بردار  ١.١.٢١.١.٢
گگ را برابر يا ھمسنگ مي ناميم و مينويسيم را برابر يا ھمسنگ مي ناميم و مينويسيم CDCDووABABدو برداردو بردار

AB=CDAB=CDاگر اندازه و جھت آنھا يكي باشد، اگر اندازه و جھت آنھا يكي باشد ،.. يي

B
DD

A C



١ ١ ٣١ ١ بردارھا٣ بردارھاجمع جمع جمع بردارھاجمع بردارھا١.١.٣١.١.٣
گ گظ ظ  AB+CD AB+CDمجموعمجموع..را در نظر مي گيريمرا در نظر مي گيريمCDCDووABABدو برداردو بردار

كه به يكي از دو روش زير به دست كه به يكي از دو روش زير به دست   VVبرداري است مانندبرداري است مانند يييي
..مي آيدمي آيد

با توجه به تعريف تساوي دو بردار، مي توان دو برداررا كه با توجه به تعريف تساوي دو بردار، مي توان دو برداررا كه 
..داراي يك مبدا نباشند نيز با يكديگر جمع كردداراي يك مبدا نباشند نيز با يكديگر جمع كرد



اول روش اولروش
. رسم مي كنيم  CDرا برابر با بردار BEبردار Bاز نقطه ي 

.است  CDو ABمجموع دو برذار  V=AEبردار

E D

V AE

A B C

V=AE

V=AB+BE=AB+CD



دوم روش دومروش

دلخواه ي نقطه برابرPاز دو ،PQوPRبا برابر ترتيب به كه را و برPز  ي  و بر  PQوPR بر ب يب بر ر ر  ب 
قطرمتوازي  PSبردار. ھستند ، رسم مي كنيم CDو ABبردارھاي

با برابر بردار دو اين از حاصل بردارVالاضلاع دو ABمجموع  ABمجموع دو بردارVالاضلاع حاصل از اين دو بردار برابر با
. است CDو

R SR
V

S

Q D
B

P CA

P=V=PQ=AB+CD



١ ١ ۴١ ١ صفر۴ صفربردار بردار بردار صفربردار صفر۴.۴١.١.١.١
گگ ،،  V =V =00برابر صفر باشد يعنيبرابر صفر باشد يعنيVVاگر اندازه ي برداراگر اندازه ي بردار  

بنابنا..با نشان مي دھيمبا نشان مي دھيم00مي ناميم ومي ناميم و  بردار صفرراراVVبرداربردار م مي مي مي ي
برابر صفر است ، ولي جھت آن برابر صفر است ، ولي جھت آن    0 0بر اين اندازه يبر اين اندازه ي
نيست نيستمشخص ..مشخص نيستمشخص نيستمشخص



١ ١ ۵١ ١ بردا۵ در عدد برداضرب در عدد اسكالر((ررضرب اسكالرضرب ))ضرب ))ضرب اسكالرضرب اسكالر((ررضرب عدد در برداضرب عدد در بردا۵.۵١.١.١.١

منظور منظور ..عددي حقيقي باشدعددي حقيقي باشدCCبرداري دلخواه وبرداري دلخواه وVVفرض مي كنيمفرض مي كنيم
ي C Cبرداري است با اندازه يبرداري است با اندازه يVVدر برداردر بردار   C Cاز حاصلضرب عدداز حاصلضرب عدد يي ي

V V   و ھمجھت باو ھمجھت با  VVاگراگرC>C>00  و در خلاف جھتو در خلاف جھتV V   اگراگرC<C<00  .  .
عدد عددحاصلضرب بردارCCحاصلضرب برداردر باVVدر بارا دھيمCVCVرا مي دھيمنشان مي دردرنشان ار C Cرب رب  ارر بر ھيم CV CVرا برا بVVر بر ي  ھيمن  ي  رر..ن 

..برابر است با  بردار صفربرابر است با  بردار صفر   CV CVآنگاهآنگاه  C=C=00اگراگر::شكل شكل 

VV VCV CV



١ ١ ٧١ ١ تعريفتعريف٧ تعريفتعريف١.١.٧١.١.٧
ط آ طآ آ آ را كه ابتداي آن مبدا مختصات و انتھاي آن نقطه ي را كه ابتداي آن مبدا مختصات و انتھاي آن نقطه ي VVبرداربردار

(a(a11 , a, a22))است در صفحه ي  مختصاتاست در صفحه ي  مختصاتxoy xoy  است ، بردار است ، بردار (( ,, yyيي((
را را   aa22و و   aa11اعداد اعداد . . مي ناميممي ناميم   ( a(a1 1 , a, a22))نظير زوج مرتبنظير زوج مرتب
بردار ھاي بردارمؤلفه ھاي نويسيمVVمؤلفه مي و نويسيمميناميم مي و ::ميناميم ::ميناميم و مي نويسيمميناميم و مي نويسيمVVمؤلفه ھاي بردارمؤلفه ھاي بردار

V= ((aa1 1 ,, aa22))
aa11 (a(a11 , a, a22))

V

aa22aa220



١ ١١١ قضيهقضيه١١ قضيهقضيه١.١١١.١١
گگگ گآ آ دو بردار باشند ، آنگاهدو بردار باشند ، آنگاه VV22=(b=(b11,b,b22) )وو VV11=(a=(a11,a,a22) )اگراگر

VV11+V+V2مجموعمجموع  2 ::برابر است بابرابر است با  عع

V1+V2= (a1+b1 , a2+b2)



١ ١ ١٣١ ١ بردار١٣ يك ي قرينه بردارتعريف يك ي قرينه تعريف تعريف قرينه ي يك بردارتعريف قرينه ي يك بردار١.١.١٣١.١.١٣
گگگ گآ آ   VVرا قرينه ي برداررا قرينه ي بردار ( (aa11,,--aa22--))، آنگاه بردار، آنگاه بردارV=(aV=(a11,a,a22))اگراگر

::پسپس..نشان مي دھيمنشان مي دھيم V V--مي ناميم و بامي ناميم و با م مي مي مي پپي

-V=(-a1 -a2)-V=(-a1, -a2)



١ ١ ١۴١ ١ بردار١۴ دو تفاضل بردارتعريف دو تفاضل تعريف تعريف تفاضل دو بردارتعريف تفاضل دو بردار١.١.١۴١.١.١۴
است است  U Uبا قرينه يبا قرينه ي V Vرا كه مساوي با جمعرا كه مساوي با جمع V+(V+(--U) U)برداربردار

باVVازازUUتفاضلتفاضل و ناميم بامي و ناميم دھيمVV--UUمي مي دھيمنشان مي ::يعنييعني..نشان يم و بVVزز U Uلل يم و بي  VVي  U U يم ي  يمن  ي  ي. . ن  يي ::ي

V-U=V+(-U)V-U=V+(-U)



١ ١۵١ ھندسي١۵ ھندسيتعبير بردارتعبير دو بردارتفاضل دو تفاضل تفاضل دو بردارتفاضل دو بردارتعبير ھندسيتعبير ھندسي١.١۵١.١۵
. . را از يك نقطه رسم مي كنيمرا از يك نقطه رسم مي كنيمUUوو  VVنمايش ھاي دو بردارنمايش ھاي دو بردار  

ي نقطه آن مبدا كه داري جھت خط پاره صورت، اين يدر نقطه آن مبدا كه داري جھت خط پاره صورت، اين ن  ي در ب  ري   ر  جھ  ور پ ين  ن  ي ر  ب  ري   ر  جھ  ور پ ين  ر 
   V Vو انتھاي آن، نقطه ي انتھايي نمايشو انتھاي آن، نقطه ي انتھايي نمايش   U Uانتھايي نمايشانتھايي نمايش

ا ش ا ن ك ااش ش ا ن ك VVاش UUت تا فا ت نا ا فز ت نا ا ز زيرا بنا بر تعريفزيرا بنا بر تعريف..استاست VV--U Uباشد ، يك نمايش بردارباشد ، يك نمايش بردار
::جمع بردارھا داريمجمع بردارھا داريم

U+(V-U)=VU+(V-U)=V



١ ١ ١۶١ ١ برداراندازهاندازه١۶ يك برداري يك ي ي يك برداري يك برداراندازهاندازه  ١.١.١۶١.١.١۶

: : برابر است بابرابر است باV=(aV=(a11,a,a22))اندازه ي برداراندازه ي بردار

V = a1+a2
2 2

V =   a1+a2



١ ١ ١٨١ ١ قضيهقضيه١٨ قضيهقضيه١.١.١٨١.١.١٨
درWWووUUووVVاگراگر دربردارھاي وVVبردارھاي وبوده حقيقddووccبوده حقيقاعدادي اعدادي اعدادي حقيقي اعدادي حقيقي ddووccبوده وبوده وVVبردارھايي دربردارھايي درWWووUUووVVاگراگر

باشند، آنگاه جمع برداري و ضرب اسكالر داراي خواص باشند، آنگاه جمع برداري و ضرب اسكالر داراي خواص 
::زيرندزيرند

x

::زيرندزيرند
U+V=V+U   U+V=V+U      ) )قانون جا به جايي جمعقانون جا به جايي جمع((
U+(V+W)=(U+V)+WU+(V+W)=(U+V)+W  ))قانون شركت پذيري جمعقانون شركت پذيري جمع((
مانند مانندبرداري كهVVدردر00برداري طوري به دارد كهوجود طوري به دارد V+V+00=V=Vوجود دردر00برداري مانندبرداري مانندVV  وجود دارد به طوري  كهوجود دارد به طوري  كهV+V+00 VV  

) ) وجود ھماني نسبت به عمل جمعوجود ھماني نسبت به عمل جمع((
انند ي دا انندب ي دا كهVVVVب ي ط به ت ھ كهد ي ط به ت ھ د برداري مانندبرداري مانند--V V ووVV  در ھست به طوري  كهدر ھست به طوري  كه

V+(V+(--V)=V)=00))وجود قرينه ي ھندسي نسبت به عمل جمعوجود قرينه ي ھندسي نسبت به عمل جمع((



ادامهادامهادامهادامه
(cd) V=c (dV)(cd) V=c (dV) ) )قانون شركت پذيريقانون شركت پذيري((
C (U+V)=cU+cVC (U+V)=cU+cV))بخشپذيري بخشپذيريقانون ))قانون C (U+V) cU+cVC (U+V) cU+cV))يري پ يريون ب پ ))ون ب
(c+d)U=cU+dU(c+d)U=cU+dU   ) )قانون بخشپذيريقانون بخشپذيري((
U=UU=U  ))وجود ھماني نسبت به ضرب اسكالروجود ھماني نسبت به ضرب اسكالر(( +-



١ ١ ٢٠١ ١ حقيقيفضايفضايتعريفتعريف٢٠ حقيقيبرداري برداري برداري حقيقيبرداري حقيقيفضايفضايتعريفتعريف١.١.٢٠١.١.٢٠

مجموعه اي است از بردارھا، ھمراه مجموعه اي است از بردارھا، ھمراه    V Vبرداري حقيقيبرداري حقيقيفضايفضاي
، با دو عمل جمع، با دو عمل جمع))اسكالرھااسكالرھا((با مجموعه اعداد حقيقي با مجموعه اعداد حقيقي  عع))((يي

  UUبرداري و ضرب اسكالر، به طوري كه ھر جفت برداربرداري و ضرب اسكالر، به طوري كه ھر جفت بردار
اسكالرVVدردرVVوو ھر اسكالرو ھر بردارھايccو بردارھاي، ،U+VU+VووcUcUطوريطوري طوريطوري  cUcUوو U+V U+V، بردارھاي، بردارھايccو ھر اسكالرو ھر اسكالرVVدردرVVوو

..تعريف شده باشند كه در خواص قضيه ي قبل صدق كنندتعريف شده باشند كه در خواص قضيه ي قبل صدق كنند



يكه يكهبردارھاي بردارھاي يكهبردارھاي يكهبردارھاي
آآ است، آنھا است، آنھا   ١١، برابر با ، برابر با ))٠٠وو١١((وو))١١وو٠٠((اندازه ي ھر دو برداراندازه ي ھر دو بردار
م..را بردارھاي يكه مي ناميم و با نمادھاي زير نشان ميدھيمرا بردارھاي يكه مي ناميم و با نمادھاي زير نشان ميدھيم ي م ي مي ي م ي ي

j (0 1)i = (1,0) j = (0,1)



بهبه   V=(aV=(a11,a,a22) )با توجه به نماد گذاري گذشته براي ھر برداربا توجه به نماد گذاري گذشته براي ھر بردار

:دست مي آوريمدست مي آوريم  

(a1 a2)=a1 (1 0)+a2 (0 1)=a1 i+ a2 j(a1,a2)=a1 (1,0)+a2 (0,1)=a1 i+ a2 j



ا ا انا ا كVV22نا ت ك ت ا ت كا ت ك ت ا ت ا در را مي توان به صورت يك تركيب در را مي توان به صورت يك تركيب VV22بنابر اين ھر برداربنابر اين ھر بردار

بردار دو از بردارخط دو از صورت((jjووiiخط به صورتعبارت به aa11عبارت i + ai + a22 jjيك يكرا را aa1 1 i + ai + a2عبارتي به صورتعبارتي به صورت(( j jوو i iخطي از دو بردارخطي از دو بردار  2  jj را يك را يك

از خطي ازتركيب خطي نامندjjووiiتركيب نامندمي بردارھاي..نوشتنوشت.).)مي رو اين بردارھاياز رو اين jjووiiاز ز ي  يب  زر ي  يب  ي..وو.).)ي ي  j jوو i iر ر ين رو بر يز  ر ين رو بر  j jوو   i iز 

تعداد عناصرتعداد عناصر. . تشكيل مي دھند تشكيل مي دھند VV22يك پايه براي فضاي بردارييك پايه براي فضاي برداري   ي ي ي يپ ي ي ييپ

..بعد فضاي برداري نام داردبعد فضاي برداري نام دارديك پايه يك فضاي برداري ،يك پايه يك فضاي برداري ،  

. . يك فضاي برداري دو بعدي استيك فضاي برداري دو بعدي است   VV2 2بنابر اينبنابر اين  



١ ١ ٢۵١ ١ بردارھا٢۵ توازي بردارھاتعريف توازي تعريف تعريف توازي بردارھاتعريف توازي بردارھا١.١.٢۵١.١.٢۵
را موازي مي ناميم ، در صورتي كه را موازي مي ناميم ، در صورتي كه   VVووUUدو بردار نا صفردو بردار نا صفر

وجود داشته باشد، به طوريوجود داشته باشد، به طوري   c c))عدد حقيقيعدد حقيقي((اسكالراسكالر يي))يي((
..   V=cU V=cUكهكه



١ ١ ٢۵١ ١ قضيهقضيه٢۵ قضيهقضيه١.١.٢۵١.١.٢۵
گگگ گآ آ بردار نا صفري باشد ، آنگاهبردار نا صفري باشد ، آنگاهVVاگراگر

U VU V1U =     VU =     Vv

.استاست    V  Vھم جھت باھم جھت با) ) واحدواحد( ( بردار يكه بردار يكه 



ييضرب عددي دو بردارضرب عددي دو بردار١.٢١.٢



١ ٢ ١١ ٢ بردار١ دو عددي ضرب بردارتعريف دو عددي ضرب تعريف تعريف ضرب عددي دو بردارتعريف ضرب عددي دو بردار١.٢.١١.٢.١
گگگ گآ آ باشند ، آنگاهباشند ، آنگاه  VV22دو بردار دردو بردار درV=(bV=(b11,b,b22))ووU=(aU=(a11,a,a22))اگراگر

نشان مينشان مي   U.V U.Vرا بارا باVVووUUبرداربردار  حاصلضرب عددي دوحاصلضرب عددي دو يييي
::دھيم و به صورت زير تعريف مي كنيمدھيم و به صورت زير تعريف مي كنيم

U.V=(aU.V=(a11,a,a22).(b).(b11,b,b22)=a)=a1 1 bb11+a+a2 2 bb2           2           



توجه مي كنيم كه حاصلضرب عددي دو بردار ، عددي توجه مي كنيم كه حاصلضرب عددي دو بردار ، عددي     
ل لل ل اين حاصلضرب داخلي يااين حاصلضرب داخلي يا..حقيقي است و بردار نيستحقيقي است و بردار نيست
شود مي ناميده نيز بردار دو اي نقطه شودحاصلضرب مي ناميده نيز بردار دو اي نقطه ..حاصلضرب نقطه اي دو بردار نيز ناميده مي شودحاصلضرب نقطه اي دو بردار نيز ناميده مي شودحاصلضرب



١ ٢ ۴١ ٢ قضيهقضيه۴ قضيهقضيه۴.۴١.٢.١.٢
ااگاگ اا اشا كال ا اشك كال ا ك ..يك اسكالر باشديك اسكالر باشد c cبوده وبوده وVV22بردارھايي دربردارھايي درWWووVVووUUاگراگر

::آنگاهآنگاه
U.V=V.U                            .U.V=V.U                            .1                 1                 
U (V+W)=U V+U WU (V+W)=U V+U W 22U.(V+W) U.V+U.W         .U.(V+W) U.V+U.W         .2                 2                 
(U+V).W=U.W+V.W         .(U+V).W=U.W+V.W         .3                 3                 
c(U.V)=(cU).V=U.(cV)       .c(U.V)=(cU).V=U.(cV)       .4                 4                 
00.U=.U=0                                 0                                 ..5                 5                 
V.V= V                              .V.V= V                              .6                 6                 



١ ٢ ۵١ ٢ بردار۵ دو بين ي زاويه بردارتعريف دو بين ي زاويه تعريف تعريف زاويه ي بين دو بردارتعريف زاويه ي بين دو بردار۵.۵١.٢.١.٢

 U Uدو بردار نا صفر باشند به طوريدو بردار نا صفر باشند به طوري  VVوو   U Uفرض مي كنيمفرض مي كنيم

از كال ا ض ازكه كال ا ض اشVVكه اشن تOPOPOQOQاگاگن ت ته ت ه به ترتيب به ترتيب   OQOQووOPOPاگراگر..نباشدنباشدVVكه مضرب اسكالري ازكه مضرب اسكالري از
نمايشگر نمايشگربردارھاي بين..باشندباشندVVووUUبردارھاي ي زاويه بينآنگاه ي زاويه VVووUUآنگاه ر ي ي  ر ربر ي ي  ر وي ي بين..ببVVوو  UUبر وي ي بين ز   VVوو U U ز

تعريف تعريف   OQOQوو   OP OPرا كوچكترين زاويه ي بين دو پاره خطرا كوچكترين زاويه ي بين دو پاره خط
..مي كنيممي كنيم



شكل زيرزاويه ي بين دو بردار را ذر حالتي كه مضربشكل زيرزاويه ي بين دو بردار را ذر حالتي كه مضرب    
دھد مي نشان نباشد، از دھداسكالري مي نشان نباشد، از ::اسكالري از نباشد، نشان مي دھداسكالري از نباشد، نشان مي دھد::اسكالري
y

Q
P

uv

P

θ
x

θ



١ ٢ ۶١ ٢ قضيهقضيه۶ قضيهقضيه۶.۶١.٢.١.٢
گگگ گآ آ ::باشد،آنگاهباشد،آنگاهVVووUUزاويه ي بين دو بردارزاويه ي بين دو بردارθθاگراگر

U V= U V cosU V= U V cos θθU.V= U  V  cos U.V= U  V  cos θθ



١ ٢ ٨١ ٢ نتيجهنتيجه٨ نتيجهنتيجه١.٢.٨١.٢.٨

بر ھمبر ھم  VVووUUاز قضيه ي قبل نتيجه مي شود كه دو برداراز قضيه ي قبل نتيجه مي شود كه دو بردار
اگر))متعامدندمتعامدند((عمودندعمودند تنھا و اگراگر تنھا و ::اگر ر))((وو ھ ا ر و  را ھ ا ر و  ::ا

U.V=U.V=0                                   0                                   



١ ٢ ١٠١ ٢ ديگر١٠ بردار روي بر بردار يك ديگرتصوير بردار روي بر بردار يك تصوير تصوير يك بردار بر روي بردار ديگرتصوير يك بردار بر روي بردار ديگر١.٢.١٠١.٢.١٠

گگ به ترتيب نمايشگرھاي بردارھاي به ترتيب نمايشگرھاي بردارھاي OQOQوو OP OPفرض مي كنيمفرض مي كنيم
UUووVVتصويرتصوير..باشندباشندOQOQدر جھتدر جھتOPOPبردار،بردار،OROR   است،كه است،كه QQ

ي بر خطي است كه از دو ي بر خطي است كه از دو    Q Qپاي عمود از نقطهپاي عمود از نقطه   R Rدر آندر آن
نقطه دو از كه ي نقطهنقطه دو از كه ي گذردPPووDDنقطه گذردمي مي ..مي گذردمي گذردPPوو D Dنقطه ي كه از دو نقطهنقطه ي كه از دو نقطه



PPبر روي برداربر روي بردار  VVتصوير بردارتصوير بردار::شكلشكللل

yy

p
Q

v u

RRθθ
x

o



١ ٢ ١١١ ٢ تعريفتعريف١١ تعريفتعريف١.٢.١١١.٢.١١
  UUروي بردارروي بردار V Vبردار ناصفري باشد، تصوير برداريبردار ناصفري باشد، تصوير برداريUUاگراگرگگ

م::به صورت زير تعريف مي كنيمبه صورت زير تعريف مي كنيم مي ي

Proj = uv U.V
Proj   =        uu U

2



با توجه با توجه ..است است   V  cosV  cosθθبرابر بابرابر با U UرويرويVVتصوير اسكالرتصوير اسكالرلل
مم::به قضيه داريمبه قضيه داريم

VU U
V  cosθ =             =V.(          )

V.U

U

U

U



فف بردارھا در فضاي سه بعديبردارھا در فضاي سه بعدي١.٣١.٣



١ ٣ ١١ ٣ تعريفتعريف١ تعريفتعريف١.٣.١١.٣.١

مجمو عه ي تمام سه تايي ھاي مرتب از اعداد حقيقي را مجمو عه ي تمام سه تايي ھاي مرتب از اعداد حقيقي را       
بعدي سه عددي بعديفضاي سه عددي بافضاي و ناميم بامي و ناميم دھيمRRمي مي دھيمنشان مي نشان . . نشان مي دھيمنشان مي دھيم   R Rمي ناميم و بامي ناميم و با  فضاي عددي سه بعديفضاي عددي سه بعدي

را يك نقطه در فضاي عددي را يك نقطه در فضاي عددي ) ) xxوو  yyوو  zz((ھر سه تايي مرتب ھر سه تايي مرتب 
..سه بعدي مي ناميمسه بعدي مي ناميم



١ ٣ ٢١ ٣ قضيهقضيه٢ قضيهقضيه١.٣.٢١.٣.٢
ط طل برابربرابر  xx((ppووyyووzz((ووpp))xxووyyووzz((فاصله ي بين دو نقطهفاصله ي بين دو نقطهل

::است بااست با
1 1 12 2 2

pp  =   (x –x )+(y –y )+(z –z )
11 11 2 2 22



١ ٣ ۴١ ٣ تعريفتعريف۴ تعريفتعريف۴.۴١.٣.١.٣

يك بردار در فضاي سه بعدي، يك سه تايي مرتب از اعداديك بردار در فضاي سه بعدي، يك سه تايي مرتب از اعداد
صورت به صورتحقيقي به راراaaووaa،،aaاعداداعداداستاست))aaووaaووaa((حقيقي ور ي ب  وري ي ب  ا..اا))aaووaaوو a a((ي اا رارا a aوو   a a   ،،a aا
مجموعه تمام مجموعه تمام . . ناميمناميمميمي)) a aووaaوو a a((مولفه ھاي بردار مولفه ھاي بردار 

11

1

22

2

33

3
نشان مينشان مي  VV33را بارا با))aaوو a aوو a a((بردارھايي به صورت بردارھايي به صورت 

..دھيمدھيم
321

..يميم



::عبارت باشند ازعبارت باشند ازkkوو  jjوو i iاگر بردارھاي يكهاگر بردارھاي يكهگگ

i=(1,0,0)          j=(0,1,0)         k=(0,0,1)

V=(a1,a2,a3)V3آنگاه ھر بردار                    در    را مي توان به صورت

:زير نوشت 

V=(a1,a2,a3)=a1 i+ a2 j+ a3 k



١ ٣ ۵١ ٣ تعريفتعريف۵ تعريفتعريف۵.۵١.٣.١.٣
نا صفر به ترتيب نا صفر به ترتيب VVزوايايي كه بردارزوايايي كه بردارδδووββووααسه زاويه يسه زاويه ي

زوايايزوايايمي سازد را مي سازد را zzووyyوو x xبا جھت مثبت محورھايبا جھت مثبت محورھاي ييييyyيي
توجه كنيد كه ھر زاويه ي ھادي بزرگتر توجه كنيد كه ھر زاويه ي ھادي بزرگتر ..مي ناميممي ناميم  VVھاديھادي

مساوي مساوييا مساوي00يا يا كوچكتر مساويو يا كوچكتر استاستппو ..استاستппو كوچكتر يا مساويو كوچكتر يا مساوي00يا مساوييا مساوي



در شكل نشان داده شده  V=(a1,a2,a3((زواياي ھادي بردار زواياي ھادي بردار 
z.استاست

a3

p =(a1,a2,a3 )

yo
a2

p ( , , )

α
βδ V

a1

x

R



ل لل آآل اعدادي مثبت و زواياي ھادي آن مثبت اعدادي مثبت و زواياي ھادي آن مثبت    V Vدر شكل مؤلفه ھايدر شكل مؤلفه ھاي
به طوري كه در شكل ديده مي به طوري كه در شكل ديده مي ..از ھستنداز ھستند//٢٢ппو كوچكترو كوچكتر يچچ يي ي

::است و داريم است و داريم   OPROPRشود، مثلث قايم الزاويهشود، مثلث قايم الزاويه

OR a1
COSα= OR

OP

a1

V
=



ازا ه اخ ت د كه داد نشاشن ان ازات ه اخ ت د كه داد نشاشن ان пппп//22ت ≤≤αα≤≤ ≥≥пппп//2 2 ≤≤ααمي توان نشاشن داد كه دستور اخير به ازايمي توان نشاشن داد كه دستور اخير به ازاي
و         و           COSCOSββدستور ھاي مشابھي برايدستور ھاي مشابھي براي..نيز بر قرار استنيز بر قرار است

آآ ααCOSCOSبه دست مي آيندبه دست مي آيند..

a2 a3
COSCOSββ = COS COS αα =a2 a3

V V



ھاديδδCOSCOSووCOSCOSββووααCOSCOSاعداداعداد ھاديراكسينوسھاي راكسينوسھاي راكسينوسھاي ھاديراكسينوسھاي ھاديδδCOSCOSوو  COSCOSββووααCOSCOSاعداداعداد
..مي نامندمي نامند  VVبرداربردار

توجه كنيد كه بردار صفر ، زواياي ھادي و در نتيجه كسينوس توجه كنيد كه بردار صفر ، زواياي ھادي و در نتيجه كسينوس 
..ھاي ھادي نداردھاي ھادي ندارد ر ي ري ي ي



١ ٣ ٧١ ٣ نكتهنكته٧ نكتهنكته١.٣.٧١.٣.٧
آ آگ اگر اندازه ي يك بردار و كسينوسھاي ھادي آن معلوم اگر اندازه ي يك بردار و كسينوسھاي ھادي آن معلوم گ

يباشند،آنگاه بردار به طور منحصر به فردي معي است،باشند،آنگاه بردار به طور منحصر به فردي معي است، يي ي
::زيرازيرا

COS COS αα Va1=

COSCOSββ

COSCOS δδ V

Va2=

a3= COS COS δδ Va3=



١ ٣ ٨١ ٣ قضيهقضيه٨ قضيهقضيه١.٣.٨١.٣.٨
كسينوسھاي ھادي برداركسينوسھاي ھادي بردارCOS COS δδو و COSCOSββووCOS COS ααاگراگرگگ

VVباشند،آنگاهباشند،آنگاه::

COSCOS COSCOSββ COSCOS δδ 1
2 2 2

COS COS αα COSCOSββ COS COS δδ+ + = 1



١ ٣ ١۵١ ٣ نتيجهنتيجه١۵ نتيجهنتيجه١.٣.١۵١.٣.١۵
از قضيه و تعريف كسينوسھاي ھادي نتيجه مي شمد كه مؤلفه از قضيه و تعريف كسينوسھاي ھادي نتيجه مي شمد كه مؤلفه 

..ھاي يك بردار يكه كسينوسھاي ھادي آن ھستندھاي يك بردار يكه كسينوسھاي ھادي آن ھستند ي ي يي ي ي



) Vبردار يكه ھم جھت با  V=(a1,a2,a3((به عبارت ديگر اگر به عبارت ديگر اگر 
    :باشد آنگاه



در مورد بردارھاي فضايي اعمال جمع ، تفريق،ضرب اسكالر در مورد بردارھاي فضايي اعمال جمع ، تفريق،ضرب اسكالر 
دردر  VV22،مشابه آنچه،مشابه آنچهVV33و ضرب عددي دو بردار درو ضرب عددي دو بردار در ر ر ر و ي ر رو ر ر و ي ر ررچچو

..تعريف مي شوندتعريف مي شوند
كني ض كنيف ض Uف ( 1 2 3)V (b1 b2 b3)كال ا كاليك ا يك يك اسكالر يك اسكالر   V=(b1,b2,b3)ووU=(a1,a2,a3)فرض مي كنيمفرض مي كنيم

::داريمداريم..باشدباشد



الف

ب



پ

ت



١ ٣ ١۴١ ٣ نكتهنكته١.٣.١۴١.٣.١۴نكتهنكته١۴
::به آساني مي توان نشان داد كهبه آساني مي توان نشان داد كهآآ

1

0



١ ٣ ١۵١ ٣ قضيهقضيه١.٣.١۵١.٣.١۵قضيهقضيه١۵

گگگ گآ آ ::باشد آنگاهباشد آنگاه  VV33دردرVVووUUزاويه ي بين دو بردار نا صفرزاويه ي بين دو بردار نا صفرθθاگراگر



١ ٣ ١۶١ ٣ تعريفتعريف١.٣.١۶١.٣.١۶تعريفتعريف١۶
گ گگ گ را موازي مي ناميم اگر و تنھا اگر يكي ازرا موازي مي ناميم اگر و تنھا اگر يكي ازVV33دو بردار دردو بردار در

..بردارھا مضرب اسكالري از ديگري باشدبردارھا مضرب اسكالري از ديگري باشد ي يي ي



١ ٣ ١٧١ ٣ قضيهقضيه١.٣.١٧١.٣.١٧قضيهقضيه١٧
گ گگ گ موازي اند اگر و تنھا اگر زاويه ي موازي اند اگر و تنھا اگر زاويه ي   VV33دو بردار نا صفر دردو بردار نا صفر در

..باشدباشدппيايا00بين آنھابين آنھا



١ ٣ ١٨١ ٣ قضيهقضيه١.٣.١٨١.٣.١٨قضيهقضيه١٨
گ گگ گ متعامدند اگر و تنھا اگرمتعامدند اگر و تنھا اگرVV33دردر  VVووUUدو بردار نا صفردو بردار نا صفر

U V=U V=00U.VU.V 0                                  0                                  



          
١ ۴١ بردارھاضربضرب۴ بردارھابرداري برداري ارھربرب.. اري بر ارھبر اري بر بر



١ ۴ ١١ ۴ تعريفتعريف١.۴.١١.۴.١تعريفتعريف١
لگگ گ لآ گ آ آنگاه حاصل ضرب آنگاه حاصل ضرب V=(b1,b2,b3)ووU=(a1,a2,a3)اگراگر

برداري است كه به برداري است كه به ..مي دھيممي دھيمU*VU*Vبا نشانبا نشانVVدردرUUبرداريبرداري ميي مي ييي
::صورت زير تعريف مي شودصورت زير تعريف مي شود

U*V=(a2b3 a3b2 a3b1 a1b3 a1b2 a2b1)U*V=(a2b3-a3b2,a3b1-a1b3,a1b2-a2b1)



دستور سپردن ذھن به و يادگيري در سھولت دستوربراي سپردن ذھن به و يادگيري در سھولت ازU*VU*Vبراي از، ، ور  ن  پر ھن  يري و ب  ر ي ھو  ي  ور بر ن  پر ھن  يري و ب  ر ي ھو  ي  Uبر VU V ز ز    
يك دترمينان مرتبه ي دوم را يك دترمينان مرتبه ي دوم را ..نماددترمينين استفاده مي كنيمنماددترمينين استفاده مي كنيم
كن ف ت ز ت كنه ف ت ز ت ::به صورت زير تعريف مي كنيمبه صورت زير تعريف مي كنيم::ه



بهبهU*VU*Vبا استفاده از نماد دترمينان دستور محاسبه ي با استفاده از نماد دترمينان دستور محاسبه ي 
::صورت زير در مي آيدصورت زير در مي آيد يي



داد نشان زير نماد با توان مي را اخير عبارت راست دادسمت نشان زير نماد با توان مي را اخير عبارت راست ::سمت ن  ن ب  زير  و ي  ير ر  ر  ب ن  ر  ن ب  زير  و ي  ير ر  ر  ب :: ر 



١ ۴ ٣١ ۴ قضيهقضيه١.۴.٣١.۴.٣قضيهقضيه٣
گگگ گآ آ ::باشند، آنگاهباشند، آنگاهVV33بردارھايي دربردارھايي درVVووUUاگراگر

U*V= - (V*U)



١ ۴ ۴١ ۴ قضيهقضيه١.۴.۴١.۴.۴قضيهقضيه۴
گگگ گآ آ ::باشند، آنگاهباشند، آنگاهVV33بردارھاي يكه يبردارھاي يكه يkkووjjووiiاگراگر



١ ۴ ۵١ ۴ قضيهقضيه١.۴.۵١.۴.۵قضيهقضيه۵
گگگ آ ل گك آ ل ك ::يك اسكالر باشد آنگاهيك اسكالر باشد آنگاهccووVV33بردارھايي دربردارھايي درWWووVVووUUاگراگر



١ ۴ ٧١ ۴ قضيهقضيه١.۴.٧١.۴.٧قضيهقضيه٧
گگگ گآ آ ::باشد،آنگاهباشد،آنگاهVVووUUزاويه ي بينزاويه ي بينθθوو  VV33دو برداردو بردارVVووUUاگراگر

U*V  =  U   V  sinθ



١ ۴ ٩١ ۴ نتيجهنتيجه١.۴.٩١.۴.٩نتيجهنتيجه٩
گگگ گآ آ باشند آنگاه و موازي اند باشند آنگاه و موازي اند VV33دو بردار نا صفر دردو بردار نا صفر درVVووUUاگراگر

U*V=U*V=0اگر و تنھا اگراگر و تنھا اگر    0    



١ ۴ ١١١ ۴ قضيهقضيه١.۴.١١١.۴.١١قضيهقضيه١١
گگگ گآ آ ::باشند، آنگاهباشند، آنگاهVV33سه بردار درسه بردار درWWووVVووUUاگراگر



١ ۴ ١٢١ ۴ تعريفتعريف١.۴.١٢١.۴.١٢تعريفتعريف١٢
  وV=(b1,b2,b3)ووU=(a1,a2,a3)فرض مي كنيمفرض مي كنيم

=(c1,c2,c3)WW..حاصلضربحاصلضربU.(V*W) U.(V*W)  را را ( , , )( )( )
مي مي   WWوو  VVووUUحاصلضرب عددي سه گانه بردارھاي حاصلضرب عددي سه گانه بردارھاي 

..ناميمناميمناميمناميم



::حاصلضرب عددي سه گانه برابر است باحاصلضرب عددي سه گانه برابر است با



..حاصلضرب عددي سه گانه يك اسكالر استحاصلضرب عددي سه گانه يك اسكالر است ر ي ي رر ي ي ر



١ ۴ ١٣١ ۴ قضيهقضيه١.۴.١٣١.۴.١٣قضيهقضيه١٣
گگگ گآ آ ::دو بردار نا صفر در باشند آنگاهدو بردار نا صفر در باشند آنگاهVVووUUاگراگر



١ ۵١ ا۵ اا فضافضاا بعديبعدي n nفضايفضاي  بردارھايبردارھاي۵.۵١.١



١ ۵ ١١ ۵ تعريفتعريف١.۵.١١.۵.١تعريفتعريف١
تايي مرتب تايي مرتب  n nعدد صحيح مثبتي باشد،عدد صحيح مثبتي باشد، n nفرض كنيدفرض كنيد

(x(x11,x,x22…,xn)…,xn)مجموعه اي ازمجموعه اي ازnnعدد است كه به ترتيبعدد است كه به ترتيب (( ,, , ), يي(
..معيني نوشته شده اندمعيني نوشته شده اند



ل لل ل را به ترتيب مؤلفه ھاي اول را به ترتيب مؤلفه ھاي اول xn,……,xxn,……,x22,x,x11اعداد حقيقياعداد حقيقي
تايي تايي nnمجموغه ي تماممجموغه ي تمام..تايي مرتب مي خوانيمتايي مرتب مي خوانيمnnام اينام اينnnتاتا ممم ي مي ي مي مي ييي

..نشان مي دھيمنشان مي دھيم   R Rھاي مرتب را باھاي مرتب را با n



را را   X=(xX=(x11,x,x22,…xn),…xn)وو  Y=(yY=(y11,y,y22,…yn),…yn)دو تايي مرتبدو تايي مرتب
گ گگ داشته داشته   i=i=11,,22,…n,…nبرابر مب ناميم اگر و تنھا اگر براي ھربرابر مب ناميم اگر و تنھا اگر براي ھرگ

مم::باشيمباشيم
xi=yi                                  xi=yi                                  



١ ۵ ٣١ ۵ تعريفتعريف١.۵.٣١.۵.٣تعريفتعريف٣
دودوV=(bV=(b11,b,b22,…bn),…bn)ووU=(aU=(a11,a,a22,…an),…an)فرض مي كنيمفرض مي كنيم
..باشدباشد))اسكالراسكالر((عدد حقيقيعدد حقيقيccووVnVnبردار دربردار در ))((يي



ععمجموع دو بردار و ضرب اسكالر عدد در بردار به صورت مجموع دو بردار و ضرب اسكالر عدد در بردار به صورت 
::زير تعزيف مي شودزير تعزيف مي شود

U+V=(aU+V=(a11+b+b11 aa22+b+b22 an+bn)an+bn)U+V=(aU+V=(a11+b+b11,a,a22+b+b22,…,an+bn)         ,…,an+bn)         
cU=(cacU=(ca11,ca,ca22,…,can)                      ,…,can)                      



١ ۵ ۴١ ۵ قضيهقضيه١.۵.۴١.۵.۴قضيهقضيه۴
دودو  kkوو  ccووVnVnسه بردار درسه بردار درWWو و VVووUUفرض مي كنيمفرض مي كنيم

در اين صورتدر اين صورت..باشندباشند))عدد حقيقيعدد حقيقي((اسكالراسكالر ))يي((
جمع بردارھا جا به جايي پذير است، يعني جمع بردارھا جا به جايي پذير است، يعني ))الفالف

U V V UU V V UU+V=V+U                               U+V=V+U                               



جمع بردارھا شركت پذير است، يعنيجمع بردارھا شركت پذير است، يعني))بب ي)) يع ع
((U+V)+W=U+(V+W)                   U+V)+W=U+(V+W)                   

عمل جمع داراي عضو خنثي است يعنيعمل جمع داراي عضو خنثي است يعني))پپ ي))پپ ي ي ر يع ي ي ر ع
مؤلفه اي وجود دارد به مؤلفه اي وجود دارد به   nnبردار صفربردار صفر  ((00,…,,…,00,,00)=)=00برداربردار

كه كهطوري طوري كهطوري كهطوري
U+U+00=U                               =U                               



وجود دارا به طوري كهوجود دارا به طوري كه  –– U Uبردار قرينه بردار قرينه    U Uبراي ھربراي ھر) ) تت
U+(U+(--U)=U)=0                                 0                                 

c))ثث (U+V)=c U +c Vc (U+V)=c U +c V                       c (U+V)=c U +c V                      c (U+V)=c U +c V))ثث
                          U=c (k U)                          (c k) U=c (k U) (c k))) ج ج
                       U=c U +k U                       (c+ k) U=c U +k U (c+ k)))حح
ن))خخ كال ا ض ه ت ن ان ھ ند كال ا ض ه ت ن ان ھ د وجود ھماني نسبت به ضرب اسكالر،يعنيوجود ھماني نسبت به ضرب اسكالر،يعني))خخ

11U=U                                   U=U                                   



١ ۵ ۵١ ۵ تعريفتعريف١.۵.۵١.۵.۵تعريفتعريف۵
ل لط برابر است بابرابر است باU=(aU=(a11,a,a22,…an),…an)طول بردارطول بردارط



دو دوفصل دترمينان::فصل و دترمينانماتريس و ماتريس ماتريس و دترمينانماتريس و دترمينان::فصل دومفصل دوم



يدر اين فصل با معرفي ماتريس مفھوم بردار را تعميم ميدر اين فصل با معرفي ماتريس مفھوم بردار را تعميم مي م م يي م م ي
ھمچنين انواع ماتريس،ماتريسھاي خاص و اعمال ھمچنين انواع ماتريس،ماتريسھاي خاص و اعمال ..دھيمدھيم

را ماتريس وارون و ،دترمينين ھا ماتريس روي راجبري ماتريس وارون و ،دترمينين ھا ماتريس روي ريس رجبري رون  ين و و ي ر ريس   ريس رجبري روي  رون  ين و و ي ر ريس   جبري روي 
..مورد مطالعه قرار مي دھيممورد مطالعه قرار مي دھيم



ماتريسماتريس٢.١٢.١



٢ ١ ١٢ ١ تعريفتعريف٢.١.١٢.١.١تعريفتعريف١
ل لل ككططل ستون باشد،يك ستون باشد،يك nnسطر وسطر وmmھر جدولي از اعداد را كه شاملھر جدولي از اعداد را كه شامل

م..مي ناميم و به شكل زير نشان مي دھيممي ناميم و به شكل زير نشان مي دھيمnnدردرmmماتريسماتريس ي م مي ي م ي

يا



را يك عنصر يا درايه ماتريس مي را يك عنصر يا درايه ماتريس مي    aij aijھر يك از اعدادھر يك از اعداد
انديس ستون است،به بيانانديس ستون است،به بيانjjانديس سطر وانديس سطر و i iدر اينجادر اينجا..ناميمناميم

امام   j jام و ستونام و ستونiiدر محل تلاقي سطردر محل تلاقي سطرaijaijديگر ،عنصرديگر ،عنصر jjممييjjمم
..ماتريس قرار داردماتريس قرار دارد



٢ ١ ٢٢ ١ تعريفتعريف٢.١.٢٢.١.٢تعريفتعريف٢
طگگلل طك ك تنھا داراي يك سطر تنھا داراي يك سطر  A=(aij)mn A=(aij)mnھر گاه ماتريسھر گاه ماتريس))الفالف

،اين ماتريس را يك ماتريس سطري،اين ماتريس را يك ماتريس سطريm=m=11باشد،يعنيباشد،يعني يييي
..مي ناميممي ناميم))بردار سطريبردار سطري((

است]]٣٣وو۴۴وو١١[[ماتزيسماتزيس سطري ماتريس استيك سطري ماتريس يك ..يك ماتريس سطري استيك ماتريس سطري است]]--٣٣وو۴۴وو١١    [    [ماتزيسماتزيس



يعني يعني ..تنھا داراي يك ستون باشدتنھا داراي يك ستون باشد   A=(aij)mn A=(aij)mnاگر ماتريس اگر ماتريس 
ن11== ت ي ات يك ا ي ات ن،اين ت ي ات يك ا ي ات ن((،اين ت دا نب ت دا ))ب n=n=11مي مي ))بردار ستونيبردار ستوني((،اين ماتريس را يك ماتريس ستوني،اين ماتريس را يك ماتريس ستوني
..ناميمناميم

..يك ماتريس ستوني استيك ماتريس ستوني استماتريس ماتريس 



صفر باشند آن را صفر باشند آن را A=(aij)mnA=(aij)mnاگر تمام عناصر ماتريساگر تمام عناصر ماتريس))پپ ريس))پپ ر م ريسر ر م )ر j)( j)ر ن رر ن ر
يا يا    A=A=00mn mnماتريس صفر مي ناميم و به صورتماتريس صفر مي ناميم و به صورت

A=A=00دھيم مي دھيمنشان مي ::مانندمانندنشان A=A=00مانندمانند..نشان مي دھيمنشان مي دھيم::

Fصفر ماتريس است٣*٢يك Fاست٢٣يك ماتريس صفر.



٢ ١ ٣٢ ١ تعريفتعريف٢.١.٣٢.١.٣تعريفتعريف٣
ماتريسي را كه تعداد سطرھا و تعداد ستونھايش برابر باشد،ماتريسي را كه تعداد سطرھا و تعداد ستونھايش برابر باشد،

يك يك A=(aij)mnA=(aij)mnبه بيان ديگربه بيان ديگر..يك ماتريس مربع مي ناميميك ماتريس مربع مي ناميم م ي مع ي )ع j)( j)
  m=nm=nماتريس مربع است اگر و تنھا اگرماتريس مربع است اگر و تنھا اگر



،قطري را كه شامل عناصر ،قطري را كه شامل عناصر   A=(aij)mnA=(aij)mnدر ماتريس مربع در ماتريس مربع  ( j)( j)
aa1111,a,a2222,…,ann,…,ann   قطر اصلي و اين عناصر را عناصر قطر اصلي و اين عناصر را عناصر

ناميم مي اصلي ناميمقطر مي اصلي يم..قطر ي  ي  يمر  ي  ي  ..ر 





٢ ١ ۴٢ ١ تعريفتعريف٢.١.۴٢.١.۴تعريفتعريف۴
كك   n*nn*nرا يك ماتريس ھماني يا واحدرا يك ماتريس ھماني يا واحدA=(aij)mnA=(aij)mnماتريس مربعماتريس مربع

و ھمه و ھمه ١١مي ناميم اگر ھر يك از عناصر قطر اصلي برابر مي ناميم اگر ھر يك از عناصر قطر اصلي برابر  ي م يي م ي
..ي عناصر ديگر آن صفر باشندي عناصر ديگر آن صفر باشند



ا اات اات اا ااشاشاا ::مانندمانند..نشان مي دھيمنشان مي دھيمIIرا با را با n*nn*nماتريس واحدماتريس واحد



٢ ١ ۵٢ ١ ماتريس۵ دو تساوي ماتريستعريف دو تساوي تعريف تساوي دو ماتريستعريف تساوي دو ماتريس٢.١.۵٢.١.۵تعريف
گگ را برابر مي گوييمرا برابر مي گوييمB=(bij)pqB=(bij)pqوو  A=(aij)mnA=(aij)mnدو ماتريسدو ماتريس

jjووiiو براي ھرو براي ھرn=qn=qووm=pm=pاگراگر ppqqييjj
 aij=bij aij=bijداشته باشيمداشته باشيم  j=j=11,,22,…n,…nووi=i=11,,22,…m,…mكهكه



::براي مثالبراي مثاللل



٢ ١ ٧٢ ١ تعريفتعريف٢.١.٧٢.١.٧تعريفتعريف٧
دو ماتريسدو ماتريسB=(bij)mnB=(bij)mnوو  A=(aij)mnA=(aij)mnفرض مي كنيمفرض مي كنيم

m*nm*nووkkعددي حقيقي باشدعددي حقيقي باشد.. ي يي ي



ا))الفالف ا ات د ن ا ل اا ا ات د ن ا ل هA+BA+Bا داد هنشان داد نشان نشان داده و به نشان داده و به  A+B A+Bحاصل جمع اين دو ماتريس را باحاصل جمع اين دو ماتريس را با))الفالف
::صورت زير تعريف مي كنيمصورت زير تعريف مي كنيم



نشان نشان    kA kAماتريس را باماتريس را با  AAدردر   k kحاصل ضرب عدد حقيقيحاصل ضرب عدد حقيقي))بب
::داده و به صورت زير تعريف مي كنيمداده و به صورت زير تعريف مي كنيم



توجه توجه ..ھستندھستند  m*nm*nماتريسھاي ماتريسھاي   kAkAو و   A+BA+Bتوجه كنيد كه توجه كنيد كه 
داشته باشيد كه جمع دو ماتريس كه داراي تعداد سطرھاي داشته باشيد كه جمع دو ماتريس كه داراي تعداد سطرھاي 
..متفاوت يا تعداد ستونھاي متفاوت باشند تعريف نشده استمتفاوت يا تعداد ستونھاي متفاوت باشند تعريف نشده است يي



٢ ١ ٩٢ ١ تعريفتعريف٢.١.٩٢.١.٩تعريفتعريف٩
مي مي AAرا قرينه ي ماتريسرا قرينه ي ماتريس))--١١((AAماتريس ماتريس A=(aij)mA=(aij)m00اگراگرگگ

..نشان مي دھيمنشان مي دھيم––A=(A=(--aij)maij)m00ناميم و باناميم و با ))مم j)j)م مي ي
::بنابر تعريف داريمبنابر تعريف داريم    B=(bij)mnB=(bij)mnو و   A=(aij)mnA=(aij)mnاگر اگر 

AA B A (B A ( B)B)AA--B=A+(B=A+(--B)                           B)                           



٢ ١ ١١٢ ١ قضيهقضيه٢.١.١١٢.١.١١قضيهقضيه١١
دو عدد حقيقي باشند دو عدد حقيقي باشند hhووkkوو m*n m*nسه ماتريسسه ماتريسCCووBBووAAاگراگرگگ

::آنگاهآنگاه



٢ ١ ١٣٢ ١ تعريفتعريف٢.١.١٣٢.١.١٣تعريفتعريف١٣
ظظ را در نظر ميرا در نظر ميB=(bij)pnB=(bij)pnوو    A=(aij)mpA=(aij)mpماتريسھاي ماتريسھاي 

اياي m*n m*nماتريسماتريسBBدردرAAمنظور از حاصل ضربمنظور از حاصل ضرب..كيريمكيريم ييمم
به طوري كهبه طوري كه   c cچونچون

ض ل انABا نشاABا .نشان مي دھيم ABرا باcيعنيBدرAحاصل ضرب



٢ ١ ١۵٢ ١ قضيهقضيه٢.١.١۵٢.١.١۵قضيهقضيه١۵
گككگگ گآ آ ::باشد آنگاهباشد آنگاه n*n n*nيك ماتريس مربعييك ماتريس مربعيA=(aij)mnA=(aij)mnاگراگر



٢ ١ ١۶٢ ١ قضيهقضيه٢.١.١۶٢.١.١۶قضيهقضيه١۶
گگگ گآ آ آنگاه آنگاه C=(cij)qnC=(cij)qnووB=(bij)pqB=(bij)pqووA=(aij)mpA=(aij)mpاگراگر

A(BC)=(AB)CA(BC)=(AB)CA(BC) (AB)C                          A(BC) (AB)C                          



٢ ١ ١٩٢ ١ قضيهقضيه٢.١.١٩٢.١.١٩قضيهقضيه١٩
C=(cij)mpC=(cij)mpووB=(bij)pnB=(bij)pnووA=(aij)pnA=(aij)pnاگراگرگگ

C(A+B)=CA+CBC(A+B)=CA+CBC(A+B) CA+CB                        C(A+B) CA+CB                        



٢ ١ ٢٠٢ ١ تعريفتعريف٢.١.٢٠٢.١.٢٠تعريفتعريف٢٠
ططگگ جاي سطرھا و ستونھا را باجاي سطرھا و ستونھا را باA=(aij)mnA=(aij)mnاگر در ماتريساگر در ماتريس

مميكديگر عوض كنيم، ماتريس حاصل رايكديگر عوض كنيم، ماتريس حاصل را
  AAمي ناميم و آن را با مي ناميم و آن را با   AAماتريس ماتريس   (Transpose(Transpose))ترانھادهترانھاده

دھيم مي دھيمنشان مي ديگرنشان بيان ديگربه بيان برايA=(bij)nmA=(bij)nmبه آن در برايكه آن در iiكه

T

T Aبه بيان ديگربه بيان ديگر..نشان مي دھيمنشان مي دھيم (bij)nmA (bij)nmكه در آن برايكه در آن برايii  
:  :  داريمداريم  jjوو

bij=aij                                 bij=aij                                 



٢ ١ ٢١٢ ١ قضيهقضيه٢.١.٢١٢.١.٢١قضيهقضيه٢١
آآگگ ::عددي حقيقي باشد آنكاهعددي حقيقي باشد آنكاهkkووm*nm*nدو ماتريسدو ماتريسBBووAAاگراگر

ماتريسA(A)=A=(A)))الفالف با ماتريس ترانھاده ، ترانھاده ماتريسيعني با ماتريس ترانھاده ، ترانھاده يعني TT (((A) A(A) Aريس ريس ب  ھ  ر ھ   ر ي  ريسي ريس ب  ھ  ر ھ   ر ي  ي
..برابر استبرابر است

(((kA) k(A)(kA) k(A)ا ات ك از ا ان ت ان ات ك از ا ان ت ن T T
يعني ترانھاده مضربي از يك ماتريس بايعني ترانھاده مضربي از يك ماتريس باk(A)(kA)=k(A)=(kA)))بب

..ھمان مضرب ترانھاده ماتريس بربار استھمان مضرب ترانھاده ماتريس بربار است

T



T T T
،يعني ترانھاده مجموع دوماتريس با ،يعني ترانھاده مجموع دوماتريس با A+ B(A+B) = A+ B = (A+B)))پپ

..مجموع ترانھاده ھاي دو ماتريس برابر استمجموع ترانھاده ھاي دو ماتريس برابر است

T

ي يع ع
   B A (AB)=B A=(AB)دو ماتريس مربع باشند،آنگاهدو ماتريس مربع باشند،آنگاه  BBوو  AAاگراگر) ) تت

لضرب حا با اتري د لضرب حا ي ترانھاده ن لضرب،ي حا با اتري د لضرب حا ي ترانھاده ن ،ي

T T T

،يعني ترانھاده ي حاصلضرب دو ماتريس با حاصلضرب ،يعني ترانھاده ي حاصلضرب دو ماتريس با حاصلضرب 
ترانھاده ماتريس دومي در ترانھاده ماتريس  اولي برابر ترانھاده ماتريس دومي در ترانھاده ماتريس  اولي برابر 

..استاستاا



٢ ١ ٢٣٢ ١ تعريفتعريف٢.١.٢٣٢.١.٢٣تعريفتعريف٢٣
Tگگلل ..AA = =AAرا متقارن مي ناميم اگررا متقارن مي ناميم اگرAAماتريس مربعماتريس مربع))الفالف

است متقارن زير ماتريس مثال استبراي متقارن زير ماتريس مثال دربراي كه كنيد درتوجه كه كنيد توجه

T

رن ا ريس زير  ل  رن ابراي  ريس زير  ل  ر..براي  ي   روج  ي   وج 
ماتزيس متقارن عناصر ماتريس نسبت به قطر اصلي ماتزيس متقارن عناصر ماتريس نسبت به قطر اصلي 

ھستند ھستندمتقارن .                          .                          متقارن ھستندمتقارن ھستندمتقارن



..A=AA=Aمربع را شبه متقارن مي ناميم اگرمربع را شبه متقارن مي ناميم اگر A Aماتريسماتريس))بب T رريسريس)) يم ي رن ر ع رر يم ي رن ر ع ر
داشته داشته   jjوو  iiاگر يك ماتريس شبه متقارن باشد بايد براي ھراگر يك ماتريس شبه متقارن باشد بايد براي ھر

=aij=aijباشيمباشيم aijaijاز ازاما =aii=aiiاما aiiaiiشود مي شودنتيجه مي پسپسaii=aii=00نتيجه پس پس .. aii=aii=0 0نتيجه مي شودنتيجه مي شودaii=aii=--aiiaiiاما ازاما از aij=aij=--aij aijباشيمباشيم
عناصر قطر اصلي در ماتريس شبه متقارن  ھمگي برابر عناصر قطر اصلي در ماتريس شبه متقارن  ھمگي برابر 

ند ندف ..صفرندصفرندف



مربع را قطري مي ناميم اگر ھمه ي عناصر مربع را قطري مي ناميم اگر ھمه ي عناصر    A Aماتريسماتريس) ) پپ
::مانندمانند..غير واقع بر قطر اصلي آن صفر باشندغير واقع بر قطر اصلي آن صفر باشند



را يك ماتريس اسكالر مي ناميم، اگر را يك ماتريس اسكالر مي ناميم، اگر    S Sماتريس قطريماتريس قطري) ) تت
باشد، يعنيباشد، يعني   K Kعناصر قطر اصلي آن برابر عدد ثابتعناصر قطر اصلي آن برابر عدد ثابت



::را متعامد مي گوييم اگر را متعامد مي گوييم اگر   ccوو   n*n n*nماتريس ماتريس ) ) ثث



ثال ثالا ::براي مثالبراي مثالا

آنگاه

استcپس متعامد .ماتريسي ي   cپس .ري



را ماتريس مثلثي بالا مي ناميم، اگر تمام را ماتريس مثلثي بالا مي ناميم، اگر تمام   UUماتريس مربعماتريس مربع))جج
باشد صفر آن اصل قطر زير باشدعناصر صفر آن اصل قطر زير ::مانندمانندعناصر ::مانندمانند..عناصر زير قطر اصلي آن صفر باشدعناصر زير قطر اصلي آن صفر باشد



را ماتريس مثلثي پايين مي ناميم، اگر تمام را ماتريس مثلثي پايين مي ناميم، اگر تمام LLماتريس مربع ماتريس مربع ))چچ
اش ف آ ل ا قط الا اشنا ف آ ل ا قط الا اننانننا ::مانندمانند..عناصر بالاي قطر اصلي آن صفر باشدعناصر بالاي قطر اصلي آن صفر باشد



٢ ١ ٢۵٢ ١ تعريفتعريف٢.١.٢۵٢.١.٢۵تعريفتعريف٢۵
ل لط ط مجموع تمام قطر اصلي را اثر مجموع تمام قطر اصلي را اثر  A=(aij)nn A=(aij)nnدر ماتريس مربعدر ماتريس مربع

AAمي ناميم و بامي ناميم و باtr(A) tr(A)   پسپس..نشان مي دھيمنشان مي دھيم : : م مي )ي )( م( مي پپي



٢ ٢٢ نا٢ نات ت دترميناندترمينان  ٢.٢٢.٢



..نشان مي دھيمنشان مي دھيم    A  Aيايا  det Adet Aرا بارا با   A Aدترمينان ماتريسدترمينان ماتريس



٢ ٢ ١٢ ٢ تعريفتعريف٢.٢.١٢.٢.١تعريفتعريف١
كك است، دترميناناست، دترمينانaa1111تنھا داراي يك عنصرتنھا داراي يك عنصر١١**١١ماتريسماتريس))١١
م..تعريف مي كنيمتعريف مي كنيمaa1111اين ماتريس را برابر  با عدداين ماتريس را برابر  با عدد مي ي



٢٢**٢٢دترمينان ماتريس دترمينان ماتريس ))٢٢

به صورت زير تعريف مي شود

a11 a12
Det A= A =              =  a11a22-a12a21

a21 a22



٢ ٢ ٢٢ ٢ تعريفتعريف٢.٢.٢٢.٢.٢تعريفتعريف٢
گ گظ ظ  Mij Mijفرض كنيدفرض كنيد..را در نظر مي گيريمرا در نظر مي گيريم A=(aij)nn A=(aij)nnماتريسماتريس

ام  ام   j jام و ستونام و ستونiiباشد كه از حذف سطرباشد كه از حذف سطر ( n(n--11)*(n)*(n--11))ماتريسيماتريسي ))يي ) () ( ممjjمم((
،يعني ،يعني MijMijدترمينان ماتريس دترمينان ماتريس . . به دست آمده استبه دست آمده است   A Aماتريسماتريس

MijMijناميم مي ماتريس در عنصر مينور ناميمرا مي ماتريس در عنصر مينور را MijMijرا مينور عنصر در ماتريس مي ناميمرا مينور عنصر در ماتريس مي ناميم..



٢ ٢ ٣٢ ٢ تعريفتعريف٢.٢.٣٢.٢.٣تعريفتعريف٣
نشاننشان Aij Aijرا بارا باA=(aij)nnA=(aij)nnدر ماتريسدر ماتريسaijaijھمسازه عنصرھمسازه عنصر

::مي دھيم وبرابر با عدد زير استمي دھيم وبرابر با عدد زير است م مي ي



٢ ٢ ۴٢ ٢ تعريفتعريف٢.٢.۴٢.٢.۴تعريفتعريف۴
را به صورترا به صورتA=(aij)nnA=(aij)nnدترمينان ماتريسدترمينان ماتريس

اك اطگ امiبر حسب سطر Aمي گوييم دترمينيان.تعريف مي كنيم
است شده داده .بسط داده شده استبسط



بنابر اين تعريف براي محاسبه ي دترمينان يك ماتريس، يك بنابر اين تعريف براي محاسبه ي دترمينان يك ماتريس، يك 
ك ا ت ا ا ت ك ا كط ا ت ا ا ت ك ا تط ا ط تا ا ط ا اين سطر يا ستون اين سطر يا ستون ..سطر يا يك ستون را انتخاب مي كنيمسطر يا يك ستون را انتخاب مي كنيم

را در ھمسازه اش ضرب ، سپس مقادير حاصل را با ھم را در ھمسازه اش ضرب ، سپس مقادير حاصل را با ھم 
..جمع مي كنيمجمع مي كنيم



اگر دترمينان را بر حسب سطر يا ستوني كه بيشترين تعداد اگر دترمينان را بر حسب سطر يا ستوني كه بيشترين تعداد 
مي كوتاھتر محاسبات كنيم، مي محاسبه دارد را ميصفر كوتاھتر محاسبات كنيم، مي محاسبه دارد را يصفر ر  ھ و ب  يم  ي  ب  ر  ير ر  ر  ھ و ب  يم  ي  ب  ر  ر ر 

شود، زيرا نيازي به محاسبه ي ھمسازه ھاي صفر شود، زيرا نيازي به محاسبه ي ھمسازه ھاي صفر 
ت تني فرني اي ازه ھ ھر در فر لضرب حا ن فرچ اي ازه ھ ھر در فر لضرب حا ن چ چون حاصلضرب صفر در ھر ھمسازه اي صفرچون حاصلضرب صفر در ھر ھمسازه اي صفر..نيستنيست
..استاست



٢ ٢ ٧٢ ٢ دترمينان((قضيهقضيه٧ دترمينانخواص ))خواص ))خواص دترمينانخواص دترمينان((قضيهقضيه٢.٢.٧٢.٢.٧
برابر استبرابر است A Aو ترانھادهو ترانھاده A Aدترمينان ماتريس مربعدترمينان ماتريس مربع))١١

::يعنييعني..
T

يي
A  = A                                  A  = A                                  

ات))٢٢ ت ك ا ط ك نا ا ت اتاگ ت ك ا ط ك نا ا ت ففAAاگ

T

صفرصفر  AAاگر تمام عناصر يك سطر يا يك ستون ماتريس اگر تمام عناصر يك سطر يا يك ستون ماتريس ))٢٢
باشند، آنگاهباشند، آنگاه

A =A =0                                    0                                      



 r rدر عدددر عدد  AAاگر تمام عناصر يك سطر يا يك ستون ماتريس اگر تمام عناصر يك سطر يا يك ستون ماتريس ) ) ٣٣
با اب ب ل ا ي ات ينان دت آنگا كني ب باض اب ب ل ا ي ات ينان دت آنگا كني ب ضرب مي كنيم آنگاه دترمينان ماتريس حاصل برابر باضرب مي كنيم آنگاه دترمينان ماتريس حاصل برابر باض

AA  rrاستاست..
دترمينان ماتريس حاصل از تعويض دو سطر يا دو ستون دترمينان ماتريس حاصل از تعويض دو سطر يا دو ستون ) ) ۴۴

دترمينانAAماتريسماتريس منھاي با است دترمينانمساوي منھاي با است ..AAمساوي نAAريسريس ي ر ي  ھ نوي  ب  ي ر ي  ھ . . AAوي  ب 



اگر دو سطر يا دو ستون ماتريسي برابر باشند، آنگاه اگر دو سطر يا دو ستون ماتريسي برابر باشند، آنگاه ) ) ۵۵
..مقدار دترمينان آن برابر با صفر استمقدار دترمينان آن برابر با صفر است

سطر))۶۶ يك از اسكالري مضرب جمع از حاصل سطردترمينان يك از اسكالري مضرب جمع از حاصل يايا((دترمينان يا يا ((دترمينان حاصل از جمع مضرب اسكالري از يك سطردترمينان حاصل از جمع مضرب اسكالري از يك سطر))۶۶
مساوي مساوي   AAديگر از ماتريس ديگر از ماتريس ) ) يا ستونييا ستوني( ( با سطري با سطري ) ) ستونستون

ينان دتر با ت ينانا دتر با ت AAا . . AAاست با دترميناناست با دترمينان



دترمينان حاصلضرب دو ماتريس برابر با حاصلضرب دترمينان حاصلضرب دو ماتريس برابر با حاصلضرب ) ) ٧٧
ا ا آ ا ا ات ا آ ا ا دترمينانھاي آنھا است يعنيدترمينانھاي آنھا است يعنيت

AB =AB = A  B                              A  B                              
دترمينان يك ماتريس قطري برابر است با حاصلضرب دترمينان يك ماتريس قطري برابر است با حاصلضرب ) ) ٨٨

آن ل ا قط آننا ل ا قط ..عناصر روي قطر اصلي آنعناصر روي قطر اصلي آننا
دترمينان ماتريس واحد برابر يك است، يعنيدترمينان ماتريس واحد برابر يك است، يعني))٩٩ يي))

In  =In  = 1                                1                                  



٢ ٢ ١۵٢ ٢ تعريفتعريف٢.٢.١۵٢.٢.١۵تعريفتعريف١۵
برابر صفر باشد ، ماتريس برابر صفر باشد ، ماتريس A=(aij)nnA=(aij)nnاگر دترمينان ماتريساگر دترمينان ماتريسگگ

AAدر غير اين صورت ماتريس را غير در غير اين صورت ماتريس را غير . . را منفرد مي ناميمرا منفرد مي ناميم م مي ي
..منفرد مي ناميممنفرد مي ناميم

است منفرد زير استماتريس منفرد زير .  .  ماتريس زير منفرد استماتريس زير منفرد استماتريس



٢ ٣٢ ات٣ اتا ا وارون ماتريسوارون ماتريس٢.٣٢.٣



٢ ٣ ١٢ ٣ تعريفتعريف٢.٣.١٢.٣.١تعريفتعريف١
گگ را وارون پذير مي ناميم ، اگر ماتريسي را وارون پذير مي ناميم ، اگر ماتريسي A=(aij)nnA=(aij)nnماتريسماتريس

وجود داشته باشد به طوري كهوجود داشته باشد به طوري كه  B=(bij)nnB=(bij)nnمانندمانند ( j)( j)يي
AB=BA=In                            AB=BA=In                            

نAAاگاگ آ ا آنگا اش ذ ا نات آ ا آنگا اش ذ ا ات ماتريسي وارون پذير باشد، آنگاه وارون آن منحصر به ماتريسي وارون پذير باشد، آنگاه وارون آن منحصر به   AAاگراگر
.  .  نشان مي دھيمنشان مي دھيم  AAفرد است و آن را با فرد است و آن را با  ١-



٢ ٣ ۵٢ ٣ مقدماتي۵ سطري مقدماتياعمال سطري اعمال سطري مقدماتياعمال سطري مقدماتي٢.٣.۵٢.٣.۵اعمال
لظظ لك ك ھر يك از اعمال ھر يك از اعمال ..را در نظر مي كيريمرا در نظر مي كيريمA=(aij)nnA=(aij)nnماتريسماتريس

انجام مي پذيرد، انجام مي پذيرد، AAزير را كه بر روي سطر ھاي ماتريسزير را كه بر روي سطر ھاي ماتريس ي يي پي ي پم ي م
..يك عمل سطري مقدماتي مي ناميميك عمل سطري مقدماتي مي ناميم

ماتريس))١١ سطر دو ماتريستعويض سطر دو AAتعويض ..AAتعويض دو سطر ماتريستعويض دو سطر ماتريس))١١
..در يك عدد نا صفردر يك عدد نا صفر  AAضرب يك سطر ماتريس ضرب يك سطر ماتريس ) ) ٢٢
..به سطري ديگربه سطري ديگر  AAافزودن مضربي از يك سطر ماتريس افزودن مضربي از يك سطر ماتريس ) ) ٣٣



  RRبراي اختصار در نوشتن اعمال سطري مقدماتي ، از حرفبراي اختصار در نوشتن اعمال سطري مقدماتي ، از حرف
كل ل كلا ل تفاRRا ا ز ت ط تفانا ا ز ت ط نا به معناي سطر به صورت زير استفاده به معناي سطر به صورت زير استفاده RowRow، اول كلمه ي، اول كلمه ي
..مي كنيممي كنيم

امام  jjام و سطرام و سطر  iiبه معناي تعويض سطربه معناي تعويض سطر  Ri      RjRi      Rj) ) الفالف
((kRkR11ط ض نا طه ض نا فiiه نا دد د ات فا نا دد د ات kkا kkام ماتريس در عدد ناصفرام ماتريس در عدد ناصفرiiبه معناي ضرب سطربه معناي ضرب سطرkRkR11))بب
به معناي افزودن برابر سطر ام به سطر امبه معناي افزودن برابر سطر ام به سطر امRj+kRiRj+kRi))پپ ((jjم م مي م ي



٢ ٣ ٨٢ ٣ قضيهقضيه٢.٣.٨٢.٣.٨قضيهقضيه٨
لگگ ل ل ك لل ل ل ك ل به وسيله ي يك سلسله اعمالبه وسيله ي يك سلسله اعمالAAاگر ماتريس وارون پذير اگر ماتريس وارون پذير 

ممقدماتي تبديل به ماتريس واحد شود، آنگاه با انجام ھمينمقدماتي تبديل به ماتريس واحد شود، آنگاه با انجام ھمين مي ي
سلسله اعمال سطري مقدماتي بر روي ماتريس واحد ، سلسله اعمال سطري مقدماتي بر روي ماتريس واحد ، 

ماتريس ماتريسوارون آيدAAوارون مي دست آيدبه مي دست به ..به دست مي آيدبه دست مي آيدAAوارون ماتريسوارون ماتريس



معمولا اعمال سطري معمولا اعمال سطري   AAبراي به دست آوردن وارون ماتريس براي به دست آوردن وارون ماتريس 
ات ا ز ط ا ات اتق ا ز ط ا ات وو  AAمقدماتي را به طور ھم زمان بر روي ماتريس مقدماتي را به طور ھم زمان بر روي ماتريس AAق

را را   [A  I][A  I]لذا ماتريس مركبلذا ماتريس مركب..ماتريس واحد  انجام مي دھندماتريس واحد  انجام مي دھند
در نظر گرفته و با انجام يك سلسله اعمال مقدماتي سطري در نظر گرفته و با انجام يك سلسله اعمال مقدماتي سطري 

بنا بر قضيه ي بالا، برابربنا بر قضيه ي بالا، برابر..ميكنيمميكنيم   [I  B] [I  B]آن را تبديل بهآن را تبديل به ب ي ب ر بن ي ب ر ]ن ][ يم[ يمي بري بر ب ي ي بر برب بر ب ي ي بر ب
..وارون ماتريس استوارون ماتريس است



٢ ٣ ١١٢ ٣ تعريفتعريف٢.٣.١١٢.٣.١١تعريفتعريف١١
را ماتريسرا ماتريس  AAترانھاده  ماتريس ھمسازه ھاي ماتريس مربعترانھاده  ماتريس ھمسازه ھاي ماتريس مربع

::مي ناميم و با نشان مي دھيم ، پسمي ناميم و با نشان مي دھيم ، پسAAالحاقيالحاقي پيي م ي م پي م ي م ي



٢ ٣ ١٣٢ ٣ قضيهقضيه٢.٣.١٣٢.٣.١٣قضيهقضيه١٣
گككگگ گآ آ ::باشد آنگاهباشد آنگاه   n*n n*nيك ماتريسيك ماتريسAAاگراگر



٢ ٣ ١٣٢ ٣ قضيهقضيه٢.٣.١٣٢.٣.١٣قضيهقضيه١٣
گگگ گآ آ ،آنگاه وارون وجود دارد و برابر است با،آنگاه وارون وجود دارد و برابر است باdetA=detA=00اگراگر

ا ا اشاگك ذ ا وارون پذير باشد  Aيعني اگر.عكس اين نتيجه نيز درست است
، آنگاه



٢ ٣ ١٧٢ ٣ قضيهقضيه٢.٣.١٧٢.٣.١٧قضيهقضيه١٧
گگگ گآ آ و وارون پذير باشند آنگاه و وارون پذير باشند آنگاه  n*n n*nدو ماتريس مربعدو ماتريس مربعBBووAAاگراگر

و))الفالف است پذير وارون حاصلضرب وماتريس است پذير وارون حاصلضرب ماتريس ير  و)) رون پ رب و ير  وريس  رون پ رب و ريس 

وارون پذير است ووارون پذير است و   A Aماتريس ترانھادهماتريس ترانھاده) ) بب



است ، يعنياست ، يعنيAAبرابربرابر A Aوارون ماتريس وارونوارون ماتريس وارون))پپ

ماتريس))تت وارون ماتريسدترمينان وارون دترمينانAAدترمينان معكوس با دترمينانبرابر معكوس با AAبرابر   AAبرابر با معكوس دترمينانبرابر با معكوس دترمينانAAدترمينان وارون ماتريسدترمينان وارون ماتريس))تت
است يعنياست يعني



ل لف خطف ا ت خط لا ا خطتگا ا ت خط لا ا تگا دستگاه معادلات خطي و توابع خطيدستگاه معادلات خطي و توابع خطي::فصل سومفصل سوم



در اين فصل با استفاده از مفھوم ماتريس و دترمينان روشي در اين فصل با استفاده از مفھوم ماتريس و دترمينان روشي 
ط لا ا تگا ا ا ث ل طا لا ا تگا ا ا ث ل براي حل و بحث در وجود جوابھاي دستگاه معادلات خطي براي حل و بحث در وجود جوابھاي دستگاه معادلات خطي ا

سپس استقلاال و وابستگي خطي يك مجموعه از سپس استقلاال و وابستگي خطي يك مجموعه از . . ارائه دھيمارائه دھيم
در خاتمه ي فصل با در خاتمه ي فصل با . . بردارھا را مورد بررسي قرار دھيمبردارھا را مورد بررسي قرار دھيم

ويم..توابع خطي آشنا مي شويمتوابع خطي آشنا مي شويم ي ي بع ويمو ي ي بع و



٣ ١٣ خط١ لا ا خطتگا لا ا تگا دستگاه معادلات خطيدستگاه معادلات خطي٣.١٣.١



با با   aa11xx11+a+a22xx22+…+anxn=+…+anxn=00معادله اي به صورت معادله اي به صورت 
22لل ي11 ادله يك يا ادله يك خطا خطل ل مجھولي خطي مجھولي خطي  n nرا يك معادله يرا يك معادله يxn,…,xxn,…,x22,x,x11مجھولمجھول
از اعداد حقيقي را كه در از اعداد حقيقي را كه در    (x(x11,x,x22,…,xn) ,…,xn)تاييتايي n n..مي ناميممي ناميم

ا آ ا ك ك ل ا اا آ ا ك ك ل ا .  .  اين معادله صدق  كنند يك جواب آن مي ناميماين معادله صدق  كنند يك جواب آن مي ناميما



٣ ١ ١٣ ١ تعريفتعريف٣.١.١٣.١.١تعريفتعريف١
مجموعه اي از معادلات خطيمجموعه اي از معادلات خطي

..مجھولي مي ناميممجھولي مي ناميم   n nمعادله ي خطيمعادله ي خطي   m mرا يك دستگاهرا يك دستگاه



تايي از اعداد حقيقي را در تمام معادله ھاي دستگاه صدق كند تايي از اعداد حقيقي را در تمام معادله ھاي دستگاه صدق كند 
نا تگا ا ا ناك تگا ا ا ..يك جواب اين دستگاه مي ناميميك جواب اين دستگاه مي ناميمك



اين دستگاه را ميتوان به صورت معادله ي ماتريسي زير اين دستگاه را ميتوان به صورت معادله ي ماتريسي زير 
::نوشتنوشت::نوشتنوشت



با فرضبا فرض

ا ا ل اا ا ل معادله ي ماتريسي اخير به صورت خلاصه ي زير در ميمعادله ي ماتريسي اخير به صورت خلاصه ي زير در ميا
AX=BAX=B.                         .                         آيدآيد
AA را ماتريس ضرايب را ماتريس ضرايبXX  را ماتريس مجھولھا ورا ماتريس مجھولھا وBB   را ماتريس را ماتريس

ناميم مي خطي معادلات دستگاه دوم ناميمطرف مي خطي معادلات دستگاه دوم ..طرف دوم دستگاه معادلات خطي مي ناميمطرف دوم دستگاه معادلات خطي مي ناميمطرف



توجه كنيد يك دستگاه معادلات خطي ممكن است داراي يك توجه كنيد يك دستگاه معادلات خطي ممكن است داراي يك 
اصلا ويا باشد جواب بينھايت يا فرد به منحصر اصلاجواب ويا باشد جواب بينھايت يا فرد به منحصر جواب منحصر به فرد يا بينھايت جواب باشد ويا اصلاجواب منحصر به فرد يا بينھايت جواب باشد ويا اصلاجواب

..جوابي نداشته باشدجوابي نداشته باشد



اينك به معرفي روشھايي براي حل يك دستگاه معادلات خطي اينك به معرفي روشھايي براي حل يك دستگاه معادلات خطي 
پردازيم پردازيمم ..مي پردازيممي پردازيمم

روش حذف گوسيروش حذف گوسي  --١١
دستور كرامردستور كرامر  --٢٢



٣ ١ ٢٣ ١ گوسي٢ حذف گوسيروش حذف روش حذف گوسيروش حذف گوسي٣.١.٢٣.١.٢روش
آ آگ ميتوان نشان داد دو دستگاه معادلات خطي كه يكي از آنھا به ميتوان نشان داد دو دستگاه معادلات خطي كه يكي از آنھا به گ

يوسيله ي انجام اعمال زير روي معادلات دستگاه ديگري به وسيله ي انجام اعمال زير روي معادلات دستگاه ديگري به  ي م يي ي م ي
::دست آمده باشد داراي جواب يا جوابھاي يكسان ھستنددست آمده باشد داراي جواب يا جوابھاي يكسان ھستند



..ضرب يك معادله ي دستگاه در عددي غير صفرضرب يك معادله ي دستگاه در عددي غير صفر١١))
تگا د ادله د ل ض تگات د ادله د ل ض ت تعويض محل دو معادله ي دستگاه وتعويض محل دو معادله ي دستگاه و٢٢))

..افزودن مضربي از يك معادله به معادله ي ديكر دستگاهافزودن مضربي از يك معادله به معادله ي ديكر دستگاه٣٣)) ي)) يي ي



بايد تا جايي كه ممكن است به بايد تا جايي كه ممكن است به    AX=B AX=Bپس براي حل دستكاهپس براي حل دستكاه
ماتريس مقدمات سطري اعمال ي ماتريسوسيله مقدمات سطري اعمال ي A]]وسيله B]A B]به بهرا را را بهرا به   [A B [A B]]وسيله ي اعمال سطري مقدماتي ماتريسوسيله ي اعمال سطري مقدماتي ماتريس

ماتريس ساده تري تبديل كنيم تا جوابھا به آساني به دست ماتريس ساده تري تبديل كنيم تا جوابھا به آساني به دست 
ند ندآ ..آيندآيندآ



٣ ١ ۶٣ ١ قضيهقضيه٣.١.۶٣.١.۶قضيهقضيه۶
گ گگ اگر تعداد مجھولھا با تعداد معادله ھا ي يك دستگاه معادلاتاگر تعداد مجھولھا با تعداد معادله ھا ي يك دستگاه معادلاتگ

و و ) ) مجھوليمجھولي n nمعادلاتمعادلات n nدستگاهدستگاه((خطي برابر باشدخطي برابر باشد ))يي((يي
ماتريس ضرايب دستگاه وارون پذير باشد آنگاه دستگاه ماتريس ضرايب دستگاه وارون پذير باشد آنگاه دستگاه 

است فرد به منحصر جواب يك داراي استھمواره فرد به منحصر جواب يك داراي ..ھمواره داراي يك جواب منحصر به فرد استھمواره داراي يك جواب منحصر به فرد استھمواره



٣ ١ ٨٣ ١ كرامر٨ كرامردستور دستور كرامردستور كرامر٣.١.٨٣.١.٨دستور
تگا ك ا تگااگ ك ا لااگ لاا ذا ا ذل ا ل مجھولي وارون پذيرمجھولي وارون پذير n nمعادلاتمعادلات   n nاگر ضرايب يك دستگاهاگر ضرايب يك دستگاه

باشد آنگاه جواب دستگاه برابر است با باشد آنگاه جواب دستگاه برابر است با 

ماتريس حاصل از جايگزين كردن ماتريس حاصل از جايگزين كردن   AiAiكه درآن كه درآن 
ااا اا ااا ..استاست   A Aام ماتريسام ماتريسiiدر ستوندر ستونستونيستونيماتريسماتريس

..را دستور كرامر مي ناميمرا دستور كرامر مي ناميم* * فرمول فرمول 



٣ ١ ١٠٣ ١ تعريفتعريف٣.١.١٠٣.١.١٠تعريفتعريف١٠
طللگگ ل طط ل ط خطي مجھولي طرف دوم تمام خطي مجھولي طرف دوم تمام  n nمعادله يمعادله ي m mاكر در دستگاهاكر در دستگاه

در غيردر غير. . معادلات صفر باشند دستگاه را ھمگن مي ناميممعادلات صفر باشند دستگاه را ھمگن مي ناميم م مي ي
.  .  اين صورت دستگاه را غير ھمگن مي ناميماين صورت دستگاه را غير ھمگن مي ناميم



گ گا ك ا گش گا ك ا روشن است كه در دستگاه ھمگنروشن است كه در دستگاه ھمگنش
اين اين . . يك جواب دستگاه ھستيك جواب دستگاه ھست   xx11=x=x22=…=xn==…=xn=0 0ھموارهھمواره

..جواب به جواب بديھي دستگاه موسوم استجواب به جواب بديھي دستگاه موسوم است



٣ ١ ١١٣ ١ قضيهقضيه٣.١.١١٣.١.١١قضيهقضيه١١
ط طل كل گ كل گ ل مجھولي ھمگن داراي يك جواب مجھولي ھمگن داراي يك جواب  n nمعادله ي خطيمعادله ي خطي n nدستكاهدستكاه

اگر و تنھا اگر دترميناناگر و تنھا اگر دترمينان..استاست))غير صفرغير صفر((غير بديھيغير بديھي ))((يي
..ضرايب دستگاه صفر باشدضرايب دستگاه صفر باشد



٣ ١ ١٣٣ ١ نتيجهنتيجه٣.١.١٣٣.١.١٣نتيجهنتيجه١٣
گ گك گللك ل گط ل ط خطي مجھولي ھمگن ھموارهخطي مجھولي ھمگن ھمواره n nمعادله يمعادله ي m mيك دستگاهيك دستگاه

است اگراست اگر))غير صفرغير صفر((داراي يك جواب غير بديھيداراي يك جواب غير بديھي ي يي ))((ي
m<n                                   m<n                                   



٣ ١ ١۵٣ ١ قضيهقضيه٣.١.١۵٣.١.١۵قضيهقضيه١۵
گگگ گگ گ باشندباشند  AX=BAX=Bدو جواب دستگاه غير ھمگندو جواب دستگاه غير ھمگنXX22ووXX11اگراگر

..استاست  AX=AX=00جوابي براي دستگاه ھمگنجوابي براي دستگاه ھمگنXX22--XX11آنگاهآنگاه ي يي ي



٣ ١ ١٣٣ ١ نتيجهنتيجه٣.١.١٣٣.١.١٣نتيجهنتيجه١٣
گ گگ ككگ داراي يك جواب منحصر به فرد داراي يك جواب منحصر به فرد AX=BAX=Bدستگاه غير ھمگندستگاه غير ھمگن

..منحصر به فرد باشدمنحصر به فرد باشدAX=AX=00است اگر و تنھا اگر جواباست اگر و تنھا اگر جواب



٣ ٢٣ خط٢ تگ ا تقلال خطا تگ ا تقلال استقلال و وابستگي خطياستقلال و وابستگي خطي٣.٢٣.٢ا



٣ ٢ ١٣ ٢ تعريفتعريف٣.٢.١٣.٢.١تعريفتعريف١
از عناصر فضاياز عناصر فضاي{Vn,…,{VV11,V,V22,…,Vn}}برداربردار m mمجموعه يمجموعه ي
را مستقل خطي مي ناميم اگر ھيچ مجمو عه اي را مستقل خطي مي ناميم اگر ھيچ مجمو عه اي  R Rبرداريبرداري ييي چ م ي يي چ م ي ي

 cc11=c=c22=…=cm==…=cm=0 0به جزبه جز   cc11,c,c22,…,cn ,…,cnاز اعداد حقيقياز اعداد حقيقي
كه طوري به باشد نداشته كهوجود طوري به باشد نداشته وجود نداشته باشد به طوري كهوجود نداشته باشد به طوري كهوجود



مستقل مستقل   {V{V11,V,V22,…,Vn},…,Vn}برداربردار m mبه بيان ديگر مجموعه يبه بيان ديگر مجموعه ي ي و ر ي ن يي و ر ي ن ري رر }}ر ,, , , }, , }
خطي است تنھا جواب معادله يخطي است تنھا جواب معادله ي

ا اا 11ا 22 تاشاش00 ا تغ ا غ در غير اين صورت در غير اين صورت ..باشدباشدcc11=c=c22=…=cm==…=cm=00برابر بابرابر با
..اين مجموعه را وابسته ي خطي مي ناميماين مجموعه را وابسته ي خطي مي ناميم



٣ ٣٣ ات٣ ك ه اتت ك ه ت رتبه ي يك ماتريسرتبه ي يك ماتريس٣.٣٣.٣



در اين بخش به ھر ماتريس عدد صحيح و مثبتي به نام رتبه در اين بخش به ھر ماتريس عدد صحيح و مثبتي به نام رتبه 
دھيم م نسبت را ماتريس دھيمي م نسبت را ماتريس دري عدد اين از استفاده دربا عدد اين از استفاده با با استفاده از اين عدد دربا استفاده از اين عدد در..ي ماتريس را نسبت مي دھيمي ماتريس را نسبت مي دھيم

مورد جوابھاي دستگاھھاي معادلات خطي را بررسي مس مورد جوابھاي دستگاھھاي معادلات خطي را بررسي مس 
..كنيمكنيمكنكن



٣ ٣ ١٣ ٣ تعريفتعريف٣.٣.١٣.٣.١تعريفتعريف١
طط حداكثر تعداد سطرھايحداكثر تعداد سطرھاي..باشدباشد m*n m*nماتريسيماتريسي A Aفرض كنيمفرض كنيم

مي ناميم و مي ناميم و    A Aرا رتبه ي ماتريسرا رتبه ي ماتريس A Aمستقل خطي ماتريسمستقل خطي ماتريس ميييي مي ي
..مي دھيممي دھيم   r(A) r(A)با نشانبا نشان



   A Aسطرھاي ماتريسسطرھاي ماتريس  RR11,R,R22,…,Rm,…,Rmبه عبارت ديگر اگربه عبارت ديگر اگر
ي تبه يباشند تبه تقلباشند ھاي دا ب داد ت داكث با اب تقلب ھاي دا ب داد ت داكث با اب ب برابر با حداكثر تعداد بردارھاي مستقلبرابر با حداكثر تعداد بردارھاي مستقل a aباشند رتبه يباشند رتبه ي

. . استاست  {R{R11,R,R22,…,Rm,…,Rm}}خطي در مجموعه يخطي در مجموعه ي



اين است كه بزرگترين اين است كه بزرگترين    A Aيك روش تعيين رتبه ي ماتريسيك روش تعيين رتبه ي ماتريس
مربع ماتريس مربعزير ماتريس باشدAAزير صفر مخالف دترمينانش كه باشدرا صفر مخالف دترمينانش كه را را كه دترمينانش مخالف صفر باشد را كه دترمينانش مخالف صفر باشد   AAزير ماتريس مربعزير ماتريس مربع

به دست آوريم ، تعداد سطرھاي اين ماتريس برابر رتبه ي به دست آوريم ، تعداد سطرھاي اين ماتريس برابر رتبه ي 
تAAاتات تا ا ..استاستAAماتريسماتريس



٣ ٣ ۶٣ ٣ ماتريس۶ ي رتبه ماتريسخواص ي رتبه خواص رتبه ي ماتريسخواص رتبه ي ماتريس٣.٣.۶٣.٣.۶خواص
::است، يعنياست، يعني n nبرابر بابرابر با In Inرتبه ي ماتريس واحدرتبه ي ماتريس واحد))الفالفلل

ماتريس))بب ي ماتريسرتبه ي يAAرتبه ترانھاده ي رتبه يبا ترانھاده ي رتبه ،AAبا است ،برابر است برابر برابر است ، برابر است ،   AAبا رتبه ي ترانھاده يبا رتبه ي ترانھاده ي A Aرتبه ي ماتريسرتبه ي ماتريس))بب
: : يعنييعني



اگر و تنھا اگر و تنھا    r(A)=n r(A)=nباشد آنگاهباشد آنگاهn*nn*nماتريس ماتريس   AAاگر اگر ) ) پپ
گگگگگ گگ گ اگر و تنھا اگراگر و تنھا اگرr(A)<nr(A)<nبه بيان ديگربه بيان ديگرdet A=det A=00اگراگر

det A=det A=00det Adet A 00..
رتبه ي حاصلضرب دو ماتريس ھمواره نابيشتر از رتبه ي حاصلضرب دو ماتريس ھمواره نابيشتر از ) ) تت

ا ات ت كت اك ات ت كت ::كوچكترين رتبه دو ماتريس است ، يعنيكوچكترين رتبه دو ماتريس است ، يعنيك



٣ ٣ ٧٣ ٣ نتيجهنتيجه٣.٣.٧٣.٣.٧نتيجهنتيجه٧
اينك با استفاده از مفھوم رتبه ي ماتريس به طور خلاصه به اينك با استفاده از مفھوم رتبه ي ماتريس به طور خلاصه به 

دردر  AX=BAX=Bبررسي جوابھاي دستگاه معادلات خطيبررسي جوابھاي دستگاه معادلات خطي ي ي يي ي ي
..حالتھاي مختلف مي پردازيمحالتھاي مختلف مي پردازيم
ضرايب ماتريس كني م ضرايبفرض ماتريس كني م باشدAAفرض باشد، ،mmتعداد با تعدادبرابر با برابر برابر با تعداد برابر با تعداد mm..، باشد، باشدAAفرض مي كنيم ماتريس ضرايب فرض مي كنيم ماتريس ضرايب 

رتبه رتبه . . مساوي با تعداد مجھولھاي دستگاه استمساوي با تعداد مجھولھاي دستگاه است  nnمعادلات ومعادلات و
ك كا اا اا شاشاا ..نشان مي دھيمنشان مي دھيم r(A B) r(A B)را بارا با [A B] [A B]ي ماتريس  مركبي ماتريس  مركب



آنگاه دستگاه داراي حداقل يك جواب آنگاه دستگاه داراي حداقل يك جواب   r(A B)=r(A)r(A B)=r(A)اگراگر) ) الفالف
..استاستاستاست

آنگاه دستگاه داراي يك جواب آنگاه دستگاه داراي يك جواب   r(A B)=r(A)=nr(A B)=r(A)=nاگر اگر ) ) بب
..منحصر به فرد استمنحصر به فرد است

n<nr(A>اگراگر))پپ B)=r(A)r(A B)=r(A)نھايت بي داراي دستگاه نھايتآنگاه بي داراي دستگاه آنگاه n<nr(A B)>رر))پپ r(A)r(A B) r(A)ي ھ ي بي  ر ي   ھ ي بي  ر   
وابسته ي خطي وابسته ي خطي   AAجواب و مجمو عه سطر ھاي ماتريس جواب و مجمو عه سطر ھاي ماتريس 

ت تا ..استاستا
..آنگاه دستگاه جواب نداردآنگاه دستگاه جواب ندارد  r(A B)=r(A)r(A B)=r(A)اگر اگر ) ) تت



٣ ۴٣ خط۴ ا خطت ا توابع خطيتوابع خطي٣.۴٣.۴ت



در اين بخش به مطالعه ي توابع خطي كه توابعي از يك در اين بخش به مطالعه ي توابع خطي كه توابعي از يك 
م ھستند ديگري برداري فضاي به برداري مفضاي ھستند ديگري برداري فضاي به برداري فضاي برداري به فضاي برداري  ديگري ھستند ميفضاي برداري به فضاي برداري  ديگري ھستند ميفضاي

..پردازيمپردازيم



٣ ۴ ١٣ ۴ تعريفتعريف٣.۴.١٣.۴.١تعريفتعريف١
m

 R Rبه فضاي برداريبه فضاي برداري R Rاز فضاي بردارياز فضاي برداري f fمتغيره يمتغيره يnnتابعتابع
تايي تايي nnو ھر دوو ھر دو r rرا كه به ازاي ھر عدد حقيقيرا كه به ازاي ھر عدد حقيقي

nm

ي يي ييي

در دو شرط زير صدق مي كند، يك تابع خطي مي در دو شرط زير صدق مي كند، يك تابع خطي مي   RRاز از 
نانا

n

..ناميمناميم



٣ ۴ ٣٣ ۴ قضيهقضيه٣.۴.٣٣.۴.٣قضيهقضيه٣
لطط گ لگ گ گ

n n
اگر و تنھا اگر ھر مؤلفه مقدا رتابعاگر و تنھا اگر ھر مؤلفه مقدا رتابع..خطي استخطي است f: R    R f: R    Rتابعتابع

n n

  ffبه صورت يك تركيب خطي از اعداد به صورت يك تركيب خطي از اعداد   دردر

xx11,x,x22,…,xn ,…,xn باشدباشد..



تابع خطي با تابع خطي با    f : R    R f : R    Rاز اين قضيه نتيجه مي شود كه اگراز اين قضيه نتيجه مي شود كه اگر
حقيقي اعداد آنگاه حقيقيشد اعداد آنگاه شد

n m

ي ي ي    ي    

كه طوري به دارند كهوجود طوري به دارند وجود دارند به طوري كهوجود دارند به طوري كهوجود



اين بر خطيA=(aij)m*nبنا تابع مقدار دادن fقرار Aبنا بر اين (aij)m n قرار دادن مقدار تابع خطيf  
به صورت ماتريسي  x    Rرا ميتوان به ازاي ھر n

F(x)=Ax

.ميناميمFرا يك ماتريس نمايشگر تابع خطي   Aماتريس.نوشت



٣ ۴ ۶٣ ۴ تعريفتعريف٣.۴.۶٣.۴.۶تعريفتعريف۶
فتاتا ت ا ك فا ت ا ك ا mn را كه براي ھر به صورت زير تعريف مي را كه براي ھر به صورت زير تعريف مي   F : R     R  F : R     Rتابعتابع

..شود، تابع صفر مي ناميمشود، تابع صفر مي ناميم
mn

..تابع ھماني مي ناميمتابع ھماني مي ناميم..تعريف ميشود تعريف ميشود 



٣ ۴ ٧٣ ۴ تعريفتعريف٣.۴.٧٣.۴.٧تعريفتعريف٧
n nn

X X ЄЄرا كه براي ھررا كه براي ھر I: R      R I: R      Rتابعتابع R R به صورتبه صورت
n nn



٣ ۴ ٨٣ ۴ تعريفتعريف٣.۴.٨٣.۴.٨تعريفتعريف٨
گطط گظ ظ

mnn m
::را در نظر مي گيريمرا در نظر مي گيريمg : R    Rg : R    Rو و f : R    Rf : R    Rخطيخطيتوابعتوابع

باggووffمجموعمجموع١١)) بارا زيرf+gf+gرا صورت به و ميدھيم زيرنشان صورت به و ميدھيم نشان

mnn m

وع)) وعج ور زير  f+g f+gر بر بggوو  f  fج يم و ب  ي ور زير ن  يم و ب  ي ن 
::تعريف مي كنيمتعريف مي كنيم

((f )( ) f( ) ( )f )( ) f( ) ( )((f+g)(x)=f(x)+g(x)                      f+g)(x)=f(x)+g(x)                      
حاصلضرب عددحاصلضرب عدد..عددي حقيقي باشدعددي حقيقي باشد k kفرض ميكنيمفرض ميكنيم))٢٢ يم)) ي يمرض ي برض ي ي بي ي ي ربربي

ميدھيم و به صورت زير مي ميدھيم و به صورت زير مي  kf kfرا با نشان را با نشان   ffدردر   k kحقيقيحقيقي
. . نويسيمنويسيمنويسيمنويسيم

((kf)(x)=k f(x)                          kf)(x)=k f(x)                            



ا ل اف ل تغف ن ا تغت ن ا ت   توابع چند متغيرهتوابع چند متغيره::فصل چھارمفصل چھارم



در فصل ھاي قبل با توابعي سر و كار داشتيم كه تنھا وابستھبه در فصل ھاي قبل با توابعي سر و كار داشتيم كه تنھا وابستھبه 
بودند متغير بودنديك متغير ناميميك م متغيره يك را توابع نوع ناميماين م متغيره يك را توابع نوع ولولاين ولي ولي ..اين نوع توابع را يك متغيره مي ناميماين نوع توابع را يك متغيره مي ناميم..يك متغير بودنديك متغير بودند

اكثر توابع در اقتصاد و مديريت به بيش از يك متغير اكثر توابع در اقتصاد و مديريت به بيش از يك متغير 
اند ته اندا ته ..وابسته اندوابسته اندا



فرض كنيد ھزينه ي ماھانه ي خانواده اي بستگي به مقدار فرض كنيد ھزينه ي ماھانه ي خانواده اي بستگي به مقدار 
و مسكوني غذايي،پوشاك،خدمات مواد از آنھا ومصرف مسكوني غذايي،پوشاك،خدمات مواد از آنھا ي ومصرف و پو  يي و  ز  ھ  ي ور  و پو  يي و  ز  ھ  ر 

پس مس توان گفت تابع پس مس توان گفت تابع ..خدمات بھداشتي و درماني داردخدمات بھداشتي و درماني دارد
تابع يك خانواده اين ي تابعھزينه يك خانواده اين ي است۴۴ھزينه استمتغيره متغيره ..متغيره استمتغيره است۴۴ھزينه ي اين خانواده يك تابعھزينه ي اين خانواده يك تابع



۴ ١۴ ه١ تغ ند ع ا هت تغ ند ع ا توابع چند متغيرهتوابع چند متغيره۴.١۴.١ت



و برد آن زير و برد آن زير   RRكه قلمرو آن زير مجموعه اي ازكه قلمرو آن زير مجموعه اي از   f fتابعتابع
باشد حقيق اعداد از اي باشدمجموعه حقيق اعداد از اي تابعمجموعه تابعيك مnnيك ممتغيره متغيره

n

متغيره ميمتغيره مي n nيك تابعيك تابع..مجموعه اي از اعداد حقيقي باشدمجموعه اي از اعداد حقيقي باشد
..ناميمناميم



تايي تايي    n nمتغيره باشد ھر عنصر قلمرو آن ،متغيره باشد ھر عنصر قلمرو آن ،   n nيك تابعيك تابع  ffاگراگر
(x(x11 xx22 xn)xn)عنصر اين ازاي به تابع مقدار ، عنصراست اين ازاي به تابع مقدار ، است ، مقدار تابع به ازاي اين عنصراست ، مقدار تابع به ازاي اين عنصر(x(x11.x.x22,…,xn),…,xn)است

..نشان مي دھيمنشان مي دھيم  f(xf(x11.x.x22,…,xn),…,xn)قلمرو را با قلمرو را با 



۴ ١ ٣۴ ١ تعريفتعريف۴.١.٣۴.١.٣تعريفتعريف٣
گگگ گآ آ

n
و ھر و ھر   RRازاز  xxبراي ھربراي ھرمتغيره باشند آنگاهمتغيره باشند آنگاه n nدو تابعدو تابع f,g f,gاگراگر

..، اعمال جبري زير تعريف مي شود، اعمال جبري زير تعريف مي شودkkعدد حقيقيعدد حقيقي

n

ييي يي ي



۴ ٢۴ چند٢ ابع ت تگ پي چندحد ابع ت تگ پي حد و پيوستگي توابع چندحد و پيوستگي توابع چند۴.٢۴.٢حد
متغيرهمتغيرهمتغيرهمتغيره



۴ ٢ ١۴ ٢ تعريفتعريف۴.٢.١۴.٢.١تعريفتعريف١
گ گك ك  f fيك تابع دو متغيره باشد مي گوييم حد تابعيك تابع دو متغيره باشد مي گوييم حد تابع f fفرض مي كنيمفرض مي كنيم

)يي  (x,y)(x,y)ھنگامي كه نقطهھنگامي كه نقطه..استاستLLبرابر بابرابر با(a,b)(a,b)در نقطه يدر نقطه ي , )( , )يي( ,y)( ,y)
به به   f(x,y)f(x,y)نزديك و نزديكتر مي شود مقدارنزديك و نزديكتر مي شود مقدار   (a,b) (a,b)به نقطه يبه نقطه ي
حقيقي حقيقيعدد شودLLعدد نزديكتر و شودنزديك نزديكتر و نزديك ..نزديك و نزديكتر شودنزديك و نزديكتر شود L Lعدد حقيقيعدد حقيقي



ق ق ك ا شا ا قت ق ك ا شا ا در صورت وجوددر صورت وجود L Lمي توان نشان داد كه عدد حقيقيمي توان نشان داد كه عدد حقيقيت
..را با نماد زير نشان مي دھيمرا با نماد زير نشان مي دھيم   L Lمنحصر به فرد است و لذامنحصر به فرد است و لذا



متغيره نيز به ھمين متغيره نيز به ھمين    n nحد توابع سه متغيره و به طور كليحد توابع سه متغيره و به طور كلي
شود مي تعريف شودصورت مي تعريف بخشصورت اين در كه مطالبي بخشتمام اين در كه مطالبي تمام و ي  ري  وور   ي  ري  ش..ور   ين ب ر  بي   شم  ين ب ر  بي   م 

متغيره متغيره    n nبراي توابع دو متغيره عنوان مي شود براي توابعبراي توابع دو متغيره عنوان مي شود براي توابع
است درست استنيز درست ..نيز درست استنيز درست استنيز



۴ ٢ ٢۴ ٢ قضيهقضيه۴.٢.٢۴.٢.٢قضيهقضيه٢
گگگ گآ آ آنگاهآنگاهf(x,y)=x  ,  g(x,y)=yf(x,y)=x  ,  g(x,y)=yاگراگر

))))الفالف



)kاگاگ))بب ) kk( ) kآنگا اشد ت ثا آنگاتا اشد ت ثا تا تابعي ثابت باشد آنگاهتابعي ثابت باشد آنگاهk(x,y)=kk(x,y)=kاگراگر))بب
Lim k(x,y)=k                          Lim k(x,y)=k                          ( y)( y)
(x,y)     (a,b)                            (x,y)     (a,b)                              

آ آكه تkkكه ا ت تثا ا ت ثا ..عددي ثابت استعددي ثابت است k kكه در آنكه در آن



۴ ٢ ٣۴ ٢ قضيهقضيه۴.٢.٣۴.٢.٣قضيهقضيه٣
ططگگ باشدباشد  LLبرابربرابر(a,b)(a,b)در نقطه يدر نقطه ي f fاگر حد تابع دو متغيره ياگر حد تابع دو متغيره ي

آنگاهآنگاه



گگگ گآ آ  f fحد تابع حد تابع آنگاهآنگاهlim f(x.y)=Llim f(x.y)=Lاين قضيه بيان مي كند كه اگراين قضيه بيان مي كند كه اگر
به تقطه به تقطه    x=a x=aيايا y=b y=bدر مسيرھايدر مسيرھاي (x,y (x,y))وقتي كه نقطه يوقتي كه نقطه ي

(x,y)   (a,b)
ي يي ))ي ,y),y)ييyy

..استاست   L Lي ميل كند برابر باي ميل كند برابر با



۴ ٢ ۵۴ ٢ قضيهقضيه۴.٢.۵۴.٢.۵قضيهقضيه۵
گگگگ كه بر روي دو منحني متمايز به كه بر روي دو منحني متمايز به  (x,y) (x,y)ھنگاميھنگامي f fاگر حد تابعاگر حد تابع

)يي   f fنزديك مي شود متفاوت باشد آنگاه حد تابعنزديك مي شود متفاوت باشد آنگاه حد تابع(a,b)(a,b)نقطه ينقطه ي , )( , ع( عي ي
..در اين نقطه وجود ندارددر اين نقطه وجود ندارد



۴ ٢ ۶۴ ٢ نتيجهنتيجه۴.٢.۶۴.٢.۶نتيجهنتيجه۶
اگراگرگگ

..حد نداردحد ندارد   (a,b) (a,b)در نقطه يدر نقطه ي   f fآنگاه تابعآنگاه تابع



ا ت ا ك ات ت ا ك ثات ثاا ا را ثابترا ثابت   x xتوجه كنيد در                                   ابتداتوجه كنيد در                                   ابتدا
وجوفرض كرده                              را در صورت وجودفرض كرده                              را در صورت وجود ور ر ر ر وجورض ور ر ر ر رض

سپس حد عبارت به دست آمده را كه تابعيسپس حد عبارت به دست آمده را كه تابعي..محاسبه مي كنيممحاسبه مي كنيم  
قاا قا ااا ..پيدا مي كنيمپيدا مي كنيمx   ax   aاست وقتي كهاست وقتي كهxxازاز



۴ ٢ ٨۴ ٢ قضيهقضيه۴.٢.٨۴.٢.٨قضيهقضيه٨
گگططگگ اگر حداگر حد (a,b) (a,b)در نقطه يدر نقطه يggووffاگر حد توابع دو متغيره ياگر حد توابع دو متغيره ي

وجود داشته باشد وجود داشته باشد  (a,b) (a,b)در نقطه يدر نقطه ي  ggووffتوابع دو متغيره يتوابع دو متغيره ي ي يع )ييggع , )( , )
آنگاهآنگاه

ت،))١١ ا آنھا حدھاي ع ج با برابر تابع د ع ج ت،حد ا آنھا حدھاي ع ج با برابر تابع د ع ج حد حد مجموع دو تابع برابر با مجموع حدھاي آنھا است،حد مجموع دو تابع برابر با مجموع حدھاي آنھا است،))١١
::يعنييعني



ثا))٢٢ ثاا kkا  k kبراي ھر عدد ثابتبراي ھر عدد ثابت))٢٢



::حد تفاضل دو تابع برابر با حدھاي آنھاست يععنيحد تفاضل دو تابع برابر با حدھاي آنھاست يععني))٣٣



حد حاصلضرب دو تنبع برابر با حاصلضرب حدھاي حد حاصلضرب دو تنبع برابر با حاصلضرب حدھاي ))۴۴
::يعنييعني..آنھاستآنھاست ي..ھھ يي ::ي



ا))۵۵ ق ا ا ا ا ق اا ق ا ا ا ا ق ا حد خارج قسمت دو تابع برابر با  خارج قسمت حدھايحد خارج قسمت دو تابع برابر با  خارج قسمت حدھاي))۵۵
آنھاست مشروط بر اينكه حد تابع مخرج مخالف صفر باشد، آنھاست مشروط بر اينكه حد تابع مخرج مخالف صفر باشد، 

::يعنييعني



۴ ٢ ١٠۴ ٢ قضيهقضيه۴.٢.١٠۴.٢.١٠قضيهقضيه١٠
ككگگ پيوستهپيوسته  LLدردر   g gيك متغيرهيك متغيرهاگر                             و تابعاگر                             و تابع

::باشد آنگاهباشد آنگاه  



۴ ٢ ١٢۴ ٢ تعريفتعريف۴.٢.١٢۴.٢.١٢تعريفتعريف١٢
گگطط پيوسته مي ناميم اگر پيوسته مي ناميم اگر (a,b)(a,b)را در نقطه يرا در نقطه ي f fتابع دو متغيره يتابع دو متغيره ي
..شرايط زير بر قرار باشدشرايط زير بر قرار باشد

معين معين ff  (a,b)(a,b)تعريف شده باشد يعني تعريف شده باشد يعني   (a,b)(a,b)در نقطه ي در نقطه ي    f fتابعتابع))١١
..باشدباشدباشدباشد

..وجود داشته باشدوجود داشته باشد)                    )                    ٢٢



٣٣))٣٣((

ا ا ا ق ط ا ا اا ا ا ق ط ا ا ااا رارا  ffدر صورتي كه يكي از اين شرايط بر قرار نباشد تابع در صورتي كه يكي از اين شرايط بر قرار نباشد تابع 
..نا پيوسته مي ناميمنا پيوسته مي ناميم(a,b)(a,b)در نقطه يدر نقطه ي )يي , )( , م( ي مپ ي پ



۴ ٢ ١۴۴ ٢ قضيهقضيه۴.٢.١۴۴.٢.١۴قضيهقضيه١۴
ططگگ پيوسته باشند پيوسته باشند (a,b)(a,b)در نقطه يدر نقطه يggوو  ffاگر توابع دو متغيره ياگر توابع دو متغيره ي

))عددي حقيقيعددي حقيقيkk((آنگاه توابآنگاه تواب ي(( يي ))ي
..پيوسته اندپيوسته اند    (a,b)(a,b)نيز در نقطه ي نيز در نقطه ي ) ) g(a,b)=g(a,b)=00با شرايط با شرايط ((  



۴ ٢ ١۶۴ ٢ قضيهقضيه۴.٢.١۶۴.٢.١۶قضيهقضيه١۶
ككططگگ و تابع يك متغيره و تابع يك متغيره (a,b)(a,b)در نقطه يدر نقطه ي    ffاگر تابع دو متغيره ياگر تابع دو متغيره ي

دردر   gof gofپيوسته باشند آنگاه تابع مركبپيوسته باشند آنگاه تابع مركبff(a,b)(a,b)دردر g gيي )ggيي , )( , ع( عپ ggپ
. . پيوسته استپيوسته است  (a,b)(a,b)نقطه ي نقطه ي 



۴ ٣۴ زئ٣ زئشتقھا شتقھا مشتقھاي جزئيمشتقھاي جزئي٣.٣۴.۴



در اين بخش مفھومي نزديك به مفھوم مشتق توابع يك متغيره در اين بخش مفھومي نزديك به مفھوم مشتق توابع يك متغيره 
از اين مفھوم از اين مفھوم . . را در مورد توابع چند متغيره ارائه مي دھيمرا در مورد توابع چند متغيره ارائه مي دھيم يم ي ر ير چ ع و ور ر يمر ي ر ير چ ع و ور ر ھومر ين ھومز ين ز

..براي شناخت بھتر توابع چند متغيره استفاده مي كنيمبراي شناخت بھتر توابع چند متغيره استفاده مي كنيم



۴ ٣ ١۴ ٣ تعريفتعريف۴.٣.١۴.٣.١تعريفتعريف١
گگ اگراگر..باشدباشدyyووxxتابعي از دو متغيرتابعي از دو متغير f fفرض مي كنيمفرض مي كنيم

نسبت بهنسبت به   f fوجود داشته باشد مقدار اين حد را مشتق جزييوجود داشته باشد مقدار اين حد را مشتق جزيي
ييرير f (x,y) f (x,y)و آن را با نمادھايو آن را با نمادھاي..ميناميمميناميم (x,y) (x,y)در نقطه يدر نقطه يxxمتغيرمتغير ير )ر ,y)( ,y)يم يمي يي ب ر ن يو ب ر ن )و ,y)( ,y)

xxبه روندبه روندf (x,y)f (x,y)بخوانيد روند بخوانيد روند ((يا يا   
دھ)) دھنشان نشان

x

..نشان مي دھيمنشان مي دھيم))



دردرyyنسبت به متغيرنسبت به متغيرffبه ھمين ترتيب مشتق جزيي تابعبه ھمين ترتيب مشتق جزيي تابع
به صورتبه صورت(x,y)(x,y)نقطه ينقطه ي )يي ,y)( ,y)

طط ..مشروط بر اينكه اين حد وجود داشته باشدمشروط بر اينكه اين حد وجود داشته باشد..تعريف مي شودتعريف مي شود



استاستyyوو  xxتابعي از دو متغيرتابعي از دو متغيرffوجود داشته باشدوجود داشته باشدf (x,y)f (x,y)اگراگرگگ
خلاصه صورت به را تابع خلاصهاين صورت به را تابع ميدھيماين ميدھيمنشان نشان

xx

..نشان ميدھيمنشان ميدھيم                    اين تابع را به صورت خلاصهاين تابع را به صورت خلاصه
. . تابع                  نيز به ھمين ترتيب تعريف مي شودتابع                  نيز به ھمين ترتيب تعريف مي شود  

..مي ناميممي ناميم   f fرا مشتقھاي جزيي مرتبه ي اول را مشتقھاي جزيي مرتبه ي اول   ffو و    f fتوابع توابع  xy



برتي تمايز مشتقھاي جزيي از برتي تمايز مشتقھاي جزيي از ddرا به جايرا به جاي∂∂در اينجا نماددر اينجا نماد
ريم..مشتق معمولي به كار مي بريممشتق معمولي به كار مي بريم ي ر ي و ريمق ي ر ي و ق

را ثابت تلقي را ثابت تلقي   yyمتغيرمتغير  f (x,y)f (x,y)در تابع در تابع   f (x,y)f (x,y)براي محاسبه ي براي محاسبه ي 
تغيffززااكنيكني به بت تغين به بت تغين يك تاب يك تغيانند يك تاب يك انند

x
مانند يك تابع يك متغيرهمانند يك تابع يك متغيرهxxنسبت به متغيرنسبت به متغيرffززو او ا..مي كنيممي كنيم

..مشتق مي گيريممشتق مي گيريم



          f(x,y)f(x,y)متغير را در تابعمتغير را در تابع  f (x,y)f (x,y)به ھمين ترتيب در محاسبه ي به ھمين ترتيب در محاسبه ي 
از و گرفته نظر در ازثابت و گرفته نظر در بهffثابت بهنسبت تابعyyمتغيرمتغيرنسبت يك تابعمانند يك مانند

x

مانند يك تابع مانند يك تابع yyمتغيرمتغيرنسبت بهنسبت بهffثابت در نظر گرفته و ازثابت در نظر گرفته و از
. . يك متغيره مشتق مي گيريميك متغيره مشتق مي گيريم



۴ ٣ ۴۴ ٣ بالاتر۴ ھاي مرتبه جزيي بالاترمشتقھاي ھاي مرتبه جزيي مشتقھاي جزيي مرتبه ھاي بالاترمشتقھاي جزيي مرتبه ھاي بالاتر۴.٣.۴۴.٣.۴مشتقھاي
نظير مفھوم مشتقھاي مرتبه ھاي بالاتر براي توابع يك متغيره نظير مفھوم مشتقھاي مرتبه ھاي بالاتر براي توابع يك متغيره 
عمي توان مشتقھاي  جزيي مرتبه ھاي بالاتررا براي توابع مي توان مشتقھاي  جزيي مرتبه ھاي بالاتررا براي توابع  ي ي ي ي عي ي ي ي ي ي

nnاگراگر. . متغيره تعريف كردمتغيره تعريف كردff  تابعي از دو متغيرتابعي از دو متغيرxx  ووyy   باشد باشد
متغيرھايffووffآنگاهآنگاه از توابعي متغيرھاينيز از توابعي ميھستندھستندyyووxxنيز ميپس پس پس مي پس مي ..ھستندھستندyyوو x xنيز توابعي از متغيرھاينيز توابعي از متغيرھاي f fوو f fآنگاهآنگاه

.  .  را تعريف كردرا تعريف كرد  ffوو  ffتوان مشتقھاي  جزيي توابع توان مشتقھاي  جزيي توابع 
x

x

y

y



. . مي ناميممي ناميم    ffاين مشتقھا را مشتقھاي  جزيي مرتبه دوم تابعاين مشتقھا را مشتقھاي  جزيي مرتبه دوم تابع
::عبارتند ازعبارتند ازffمشتقھاي  جزيي مرتبه دوم تابعمشتقھاي  جزيي مرتبه دوم تابع ع م ي عي م ي ي



بربر  ffدر  در    yyوو   x xلازم به تذكر است كه ترتيب نوشتن متغيرھايلازم به تذكر است كه ترتيب نوشتن متغيرھاي x y

2

..خلاف ترتيب آنھا در نماد           استخلاف ترتيب آنھا در نماد           است
∂

2 f

∂ ∂∂ ∂y x



۴ ٣ ۶۴ ٣ قضيهقضيه۴.٣.۶۴.٣.۶قضيهقضيه۶
گگ اگر توابع   اگر توابع   . . باشدباشدyyوو x xتابعي با متغير ھايتابعي با متغير ھايffفرض مي كنيمفرض مي كنيم

ff  و  وffدر نقطه يدر نقطه ي(a,b) (a,b) پيوسته باشد آنگاهپيوسته باشد آنگاه : : xyyxيي( , )( , پپ( xyyx



۴ ۴۴ ن۴ ض شتقگ كل ل ان ف ند ض شتقگ كل ل ان ف ديفرانسل كل و مشتقگيري ضمنيديفرانسل كل و مشتقگيري ضمني۴.۴۴.۴د



۴ ۴ ١۴ ۴ تعريفتعريف۴.۴.١۴.۴.١تعريفتعريف١
گگ اگر اگر . . باشدباشدyyوو x xتابعي با متغير ھايتابعي با متغير ھايffفرض مي كنيمفرض مي كنيم

وجود داشته باشد  ديفرانسيل وجود داشته باشد  ديفرانسيل  f fمشتقھاي  جزيي مرتبه اولمشتقھاي  جزيي مرتبه اول ي يي ي
ميدھيم و به صورت زير تعريف ميدھيم و به صورت زير تعريف    df dfرا با نشانرا با نشان   f fكل تابعكل تابع

آن در كه كنيم آنمي در كه كنيم ھايdydyووdxdxمي متغير ديفرانسيل ترتيب ھايبه متغير ديفرانسيل ترتيب به به ترتيب ديفرانسيل متغير ھاي به ترتيب ديفرانسيل متغير ھاي  dy dyوو   dx dxمي كنيم كه در آنمي كنيم كه در آن
x x   ووyy  استاست..



كل ل ا كلف ل ا تف ت ز تغ از ش تتا ت ز تغ از ش تا تابع بيش از دو متغيره نيز به ھمين ترتيبتابع بيش از دو متغيره نيز به ھمين ترتيبديفرانسيل كلديفرانسيل كل
  ttوو  xx،،y y   ،،zzتابعي از چھار متغيرتابعي از چھار متغير  uuتعريف مي شود، اگرتعريف مي شود، اگر

: : باشد آنگاه ديفرانسيل كل تابع برابر است باباشد آنگاه ديفرانسيل كل تابع برابر است با



۴ ۴ ٣۴ ۴ نكتهنكته۴.۴.٣۴.۴.٣نكتهنكته٣
گگ اگر متغير اگر متغير . . باشدباشدyyوو x xتابعي با متغير ھايتابعي با متغير ھايffفرض مي كنيمفرض مي كنيم

نيز توابع يك متغيره ي مشتقپذيري از متغيرنيز توابع يك متغيره ي مشتقپذيري از متغيرyyوو x xھايھاي يyyيي پ ي يع پ ي ع
::باشند آنگاه داريمباشند آنگاه داريم  ttديگري مانند ديگري مانند 



۴ ۴ ۶۴ ۴ تعريفتعريف۴.۴.۶۴.۴.۶تعريفتعريف۶
گگ اگر اگر . . باشدباشدyyوو x xتابعي با متغير ھايتابعي با متغير ھايffفرض مي كنيمفرض مي كنيم

بر روي ناحيه اي پيوسته بر روي ناحيه اي پيوسته ffمشتقھاي جزيي مرتبه ي اول مشتقھاي جزيي مرتبه ي اول  ي ي يي ي پي ي پي ي ي
  ttتوابعي ازمتغير ديگري مانند توابعي ازمتغير ديگري مانند   yyوو   x xباشد و متغير ھاي باشد و متغير ھاي 

تابع مشتق آنگاه تابعباشند مشتق آنگاه بهffباشند بهنسبت باttنسبت بارا ميdf/dtdf/dtرا مينشان نشان نشان مي نشان مي    df/dt df/dtرا بارا باttنسبت بهنسبت به  ffباشند آنگاه مشتق تابع باشند آنگاه مشتق تابع 
دھيم و بنابراين تعريف برابر است با دھيم و بنابراين تعريف برابر است با 

..استاست  ttتنھا تابعي از متغير تنھا تابعي از متغير ffتوجه كنيد كه در واقع توجه كنيد كه در واقع 



۴ ۴ ٨۴ ۴ متغيره٨ چند توابع براي زنجيري متغيرهقاعده چند توابع براي زنجيري قاعده زنجيري براي توابع چند متغيرهقاعده زنجيري براي توابع چند متغيره۴.۴.٨۴.۴.٨قاعده

گگ اگر متغير اگر متغير . . باشدباشدyyوو x xتابعي با متغير ھايتابعي با متغير ھايffفرض مي كنيمفرض مي كنيم
باشند آنگاه مشتقھاي باشند آنگاه مشتقھاي vvووuuتوابعي از دو متغيرتوابعي از دو متغير    yyوو x xھايھاي ييييyyيي

برابرند برابرند   vvووuuنسبت به متغير ھاي نسبت به متغير ھاي   ffجزيي مرتبه ي اول  جزيي مرتبه ي اول  
::بابا::بابا



قاعده زنجيري براي توابع بيش از دو متغير كاملا مشابه قاعده زنجيري براي توابع بيش از دو متغير كاملا مشابه 
..استاستاستاست



۴ ۴ ١٠۴ ۴ ضمني١٠ ضمنيمشتقگيري مشتقگيري ضمنيمشتقگيري ضمني۴.۴.١٠۴.۴.١٠مشتقگيري
به كمك مفھوم مشتقھاي جزيي مي توان دستور ساده اي براي به كمك مفھوم مشتقھاي جزيي مي توان دستور ساده اي براي 

دو متغيره بهدو متغيره به))غير صريحغير صريح((مشتقگيري از توابع ضمنيمشتقگيري از توابع ضمني ي ع يي ع ))حح((ي
..دست آورددست آورد



ل ا ك لف ا ك ااتتف را به صورترا به صورتyy،متغير،متغير f(x,y)=f(x,y)=0 0فرض مي كنيم معادله يفرض مي كنيم معادله ي
f/ ∂x , ∂f/ ∂yf/ ∂x , ∂f/ ∂y∂∂تعريف كند،تعريف كند،به طور ضمنيبه طور ضمنيxxتابعي ازتابعي از ز ي زب ي يب ور يب ور ∂∂ريريب / ∂ , ∂ / ∂y/ ∂ , ∂ / ∂y

/f/f∂∂   0 0==وجود داشته باشند ووجود داشته باشند و ∂y∂y  دست مي آوريمدست مي آوريم  آنگاه بهآنگاه به : :



۴ ۴ ١٢۴ ۴ ضمني١٢ توابع جزيي ضمنيمشتقھاي توابع جزيي مشتقھاي جزيي توابع ضمنيمشتقھاي جزيي توابع ضمني۴.۴.١٢۴.۴.١٢مشتقھاي
لل در معادله يدر معادله ي z=f(x,y) z=f(x,y)فرض مي كنيم تابع دو متغيره يفرض مي كنيم تابع دو متغيره ي

F(x,y,z)F(x,y,z)پس اگرپس اگر..صدق كندصدق كند∂F/∂x=∂F/∂x=00آنگاهآنگاه:: ( ,y, )( ,y, پپ(

∂ / ∂
∂f/ ∂x Fx(x,y,z)

∂z/ ∂x=- =-
∂f/ ∂z

( ,y, )
Fz(x,y,z)



به ھمين ترتيب به دست مي آوريمبه ھمين ترتيب به دست مي آوريمآآ

  F/∂x=∂F/∂x=00∂مشروط بر اينكه مشروط بر اينكه 



۴ ۵۴ تغ۵ ا ت ن تغاك ا ت ن اك ماكسيمم و مينيمم توابع دو متغيرهماكسيمم و مينيمم توابع دو متغيره۴.۵۴.۵



ھمھنطور كه از مشتقھاي اول و دوم يك تابع يك متغيره براي ھمھنطور كه از مشتقھاي اول و دوم يك تابع يك متغيره براي 
ا شتق از د ك تفاد ا آن ن اك ن ات شتق از د ك تفاد ا آن ن اك ن تعيين ماكسيمم و مينيمم آن استفاده مي كرديم از مشتقھايتعيين ماكسيمم و مينيمم آن استفاده مي كرديم از مشتقھايت

جزيي مرتبه ي اول و دوم مي توان براي يافتن ماكسيمم و جزيي مرتبه ي اول و دوم مي توان براي يافتن ماكسيمم و 
ك ا ا كا ا ا ..مينيمم توابع چند متغيره استفاده كنيممينيمم توابع چند متغيره استفاده كنيما



۴ ۵ ١۴ ۵ تعريفتعريف۴.۵.١۴.۵.١تعريفتعريف١
در ايندر اين. . باشدباشدyyوو x xتابعي با متغير ھايتابعي با متغير ھايffفرض مي كنيمفرض مي كنيم

::صورتصورت
اگر براي اگر براي . . مي ناميممي ناميمff) ) مطلقمطلق((مقدار ماكسيمم مقدار ماكسيمم   f(a,b)f(a,b)) ) الفالف
x))ھرھر y)x y)قلمرو قلمرواز باشيffاز باشيداشته ::داشته ::داشته باشيمداشته باشيمffاز قلمرواز قلمرو(x,y(x,y))ھرھر

F(x,y)<=f(a,b)                          F(x,y)<=f(a,b)                          



((f( b)f( b)ا اق اااff))طلقطلق((ق ااگ )اگ )( )   (x,y)(x,y)اگر براي ھراگر براي ھر..مي ناميممي ناميمff))مطلقمطلق((مقدارمينيمممقدارمينيممf(a,b)f(a,b)))بب
::داشته باشيمداشته باشيم  ffاز قلمرواز قلمرو

F(x,y)>=f(a,b)                          F(x,y)>=f(a,b)                          



۴ ۵ ٢۴ ۵ تعريفتعريف۴.۵.٢۴.۵.٢تعريفتعريف٢
در ايندر اين. . باشدباشدyyوو x xتابعي با متغير ھايتابعي با متغير ھايffفرض مي كنيمفرض مي كنيم

::صورتصورت
. . داراي يك ماكسيمم نسبي استداراي يك ماكسيمم نسبي است  (a,b)(a,b)تابع درتابع در   f fمي گوييممي گوييم) ) الفالف

مركز به دايره مركزاگر به دايره a))اگر b)a b)قلمرو قلمرودر بهffدر باشد داشته بهوجود باشد داشته وجود وجود داشته باشد بهوجود داشته باشد بهffدر قلمرودر قلمرو(a,b(a,b))اگر دايره به مركزاگر دايره به مركز
در درون اين دايره داشته در درون اين دايره داشته   (x,y)(x,y)طوري كه به ازاي ھرطوري كه به ازاي ھر

::باشيمباشيماا
f(x,y)<=f(a,b)                             f(x,y)<=f(a,b)                             ( ,y) (a,b)( ,y) (a,b)



گگگگ اگر اگر ..داراي يك مينيمم نسبي استداراي يك مينيمم نسبي است(a,b)(a,b)تابع درتابع در f fمي گوييممي گوييم))بب
وجود داشته باشد به طوري وجود داشته باشد به طوري ffدر قلمرودر قلمرو(a,b)(a,b)دايره به مركزدايره به مركز ( , )( , يي(
::در درون اين دايره داشته باشيمدر درون اين دايره داشته باشيم  (x,y)(x,y)كه به ازاي ھركه به ازاي ھر

f( )>=f( b)f( )>=f( b)f(x,y)>=f(a,b)                              f(x,y)>=f(a,b)                                    



۴ ۵ ۴۴ ۵ قضيهقضيه۴.۵.۴۴.۵.۴قضيهقضيه۴
كك يك ماكسيمم يا مينيمم يك ماكسيمم يا مينيمم (a,b)(a,b)دردرffفرض مي كنيم تابع دو متغيرهفرض مي كنيم تابع دو متغيره

(a,b)(a,b)در در    f fاگر مشتقھاي جزيي مرتبه ي اولاگر مشتقھاي جزيي مرتبه ي اول..نسبي داردنسبي دارد ييي ي يي ي )ي , )( , )
::موجود باشند آنگاهموجود باشند آنگاه

Fx(a b)=Fx(a b)=00Fx(a,b)=Fx(a,b)=0                               0                               
Fy(a,b)=Fy(a,b)=0                               0                               



يك ماكسيمم يك ماكسيمم   (a,b)(a,b)دردرffاز اين قضيه نتيجه مي شود كه اگر تابع از اين قضيه نتيجه مي شود كه اگر تابع 
آنگاه باشد داشته نسبي مينيمم آنگاهيا باشد داشته نسبي مينيمم a)يا b)(a b)دو دستگاه جواب دويك دستگاه جواب يك بي  ب  م  ي ي بي  ب ي  م  ي ي و (a,b)(a,b)ي  ب   و ي جو ب   ي جو

::مجھولي زير استمجھولي زير است



يك نقطه يك نقطه ) ) نظير توابع يك متغيره نظير توابع يك متغيره ((ھر جواب اين  دستگاه را ھر جواب اين  دستگاه را 
تاب ان ب تابي ان ب يffي يينا يينا نقطه كه كنيد ه يت نقطه كه كنيد ه )ت d)( d)كنكن ممكن ممكن  (c,d) (c,d)توجه كنيد كه نقطه ي توجه كنيد كه نقطه ي ..ميناميمميناميمffي بحراني تابعي بحراني تابع

در اين نقطه در اين نقطه ffباشد ولي تابع باشد ولي تابع   ffاست يك نقطه ي بحراني است يك نقطه ي بحراني 
ا ا ااك ا ..ماكسيمم و مينيمم نسبي داشته باشدماكسيمم و مينيمم نسبي داشته باشداك



ماكسيمم يا ماكسيمم يا   a,b(a,b)((دردر  FFولي تابع ولي تابع   =Fy(a,b)Fy(a,b)  Fx(a,b)=Fx(a,b)اگر اگر 
تابع گوييم مي باشد نداشته نسبي تابعمينيمم گوييم مي باشد نداشته نسبي a)((دردرFFمينيمم b(a bدارايداراي بع وييم  ي  بي  ب  م  ي بعي وييم  ي  بي  ب  م  ي ي   a,b(a,b)((ررFFي ي ر ر

..يك نقطه ي زين اسبي استيك نقطه ي زين اسبي است



معمولا با استفاده از تعريف تشخيص اينكه يك نقطه ي بحراني معمولا با استفاده از تعريف تشخيص اينكه يك نقطه ي بحراني 
ي تغي د د يتاب تغي د د تFFتاب ا شكل يني يا ت ا ي تاك ا شكل يني يا ت ا ي اك ماكسيمم است يا مينيمم مشكل است ماكسيمم است يا مينيمم مشكل است   FFتابع دو دو متغيره يتابع دو دو متغيره ي

اما به كمك مشتقھاي جزيي مرتبه ي دوم توابع يك يك اما به كمك مشتقھاي جزيي مرتبه ي دوم توابع يك يك ..
ا ا اقا ا ..متغيره قادر به اين امر ھستيممتغيره قادر به اين امر ھستيمقا



۴ ۵ ٨۴ ۵ دوم٨ مشتق دومآزمون مشتق آزمون مشتق دومآزمون مشتق دوم۴.۵.٨۴.۵.٨آزمون
و و ..باشدباشدyyوو x xتابعي با متغير ھايتابعي با متغير ھايffفرض مي كنيمفرض مي كنيم
Fy(a,b)=Fy(a,b)=00Fx(a,b)=Fx(a,b)=  ھمچنين فرض مي كنيم مشتقھايھمچنين فرض مي كنيم مشتقھاي y( , )y( , )( , )( , ي( م ي يچ م ي چ

پبوسته باشند وپبوسته باشند و    a,b(a,b)((درون دايره اي به مركزدرون دايره اي به مركز  FFجزيي جزيي 



در اين صورتدر اين صورت
a)اگراگر))الفالف b)>(a b)>00∆∆ووFxx(a b)<Fxx(a b)<00آنگاهآنگاهFFدردر(a b)(a b)ماكسيممماكسيمم ماكسيمم ماكسيمم (a,b)(a,b)دردرFFآنگاهآنگاهFxx(a,b)<Fxx(a,b)<00وو∆∆00<(a,b)<(a,b)اگراگر))الفالف

..نسبي داردنسبي دارد
گااگاگ)) گاآ آ مينيمممينيمم(a,b)(a,b)دردرFFآنگاهآنگاهFxx(a,b)>Fxx(a,b)>00وو∆∆00<(a,b)<(a,b)اگراگر))بب

..نسبي داردنسبي دارد يي



يك نقطه ي زين اسبي يك نقطه ي زين اسبي (a,b)(a,b)دردر  FFآنگاه آنگاه   ∆∆  00<(a,b)<(a,b)اگراگر) ) پپ
ندارددارددارد مينيمم و ماكسيمم ديگر عبارت نداردبه مينيمم و ماكسيمم ديگر عبارت به ..به عبارت ديگر ماكسيمم و مينيمم  نداردبه عبارت ديگر ماكسيمم و مينيمم  ندارد..دارددارد

..از اين آزمون نتيجه اي به دست نمي آيداز اين آزمون نتيجه اي به دست نمي آيد  ∆∆  00=(a,b)=(a,b)اگراگر) ) تت



گگگ گآ آ   آنگاه حاصلضربآنگاه حاصلضرب∆∆  00<(a,b)<(a,b)دقت كنيد كه اگردقت كنيد كه اگر
fxx(a,b)fyy(a,b)fxx(a,b)fyy(a,b)پس پس ..مثبت استمثبت استfxx(a,b)fxx(a,b)ووfyy(a,b)fyy(a,b) ھم ھم ( , ) yy( , )( , ) yy( , )پپ( , )( , )yy( , )yy( , مم(
در نتيجه در بندھاي الف و ب آ زمون در نتيجه در بندھاي الف و ب آ زمون ..علامت مي باشند علامت مي باشند 
ميتوان دوم ميتوانمشتق دوم fyy(aمشتق b)fyy(a b)جايگزين جايگزينرا fxx(aرا b)fxx(a b)نمودنمود ..نمودنمود  fxx(a,b)fxx(a,b)را جايگزينرا جايگزينfyy(a,b)fyy(a,b)مشتق دوم ميتوانمشتق دوم ميتوان



۴ ۶۴ به۶ نسبت توابع مينيمم و بهماكسيمم نسبت توابع مينيمم و ماكسيمم و مينيمم توابع نسبت بهماكسيمم و مينيمم توابع نسبت به۴.۶۴.۶ماكسيمم
شده داده شدهشرايط داده ي  شرايط ي  ر ر



در اكثر مسايل مديريت و اقتصاد تعيين ماكسيمم و مينيمم يك در اكثر مسايل مديريت و اقتصاد تعيين ماكسيمم و مينيمم يك 
يتابع چند متغيره با توجه به يك يا چند شرط صورت ميتابع چند متغيره با توجه به يك يا چند شرط صورت مي ور ر چ ي ي و ير چ يع ور ر چ ي ي و ير چ ع

..گيردگيرد



اكث ك ف ك ف ك ف ثال اكثا ك ف ك ف ك ف ثال براي مثال فرض كنيد ھدف يك مصرف كننده به حداكثربراي مثال فرض كنيد ھدف يك مصرف كننده به حداكثرا
فرض فرض . . استاست  ٢٢وو١١رسانيدن مطلوب در مصرف دو كالاي رسانيدن مطلوب در مصرف دو كالاي 
ميزان ميزان   pp22وو  pp11كنيد  قيمت اين دو كالا به ترتيب برابر باكنيد  قيمت اين دو كالا به ترتيب برابر با

با برابر ترتيب به كالا دو اين از او بامصرف برابر ترتيب به كالا دو اين از او xx22ووxx11مصرف بر ب يب بر ر و  ب  ين  ز  و  بر بر  يب بر ر و  ب  ين  ز  و  xx22ووxx11ر 
..اما اين مصرف كننده  محدوديتھايي نيز دارداما اين مصرف كننده  محدوديتھايي نيز دارد..باشدباشد



پس مطلوب است اين پس مطلوب است اين . . يكي از محدوديتھا ميزان درآمد او استيكي از محدوديتھا ميزان درآمد او است
كالا دو اين از او استفاده ميزان از تابغي كننده كالامصرف دو اين از او استفاده ميزان از تابغي كننده لامصرف و  ين  ز  و  ن   يز ز  ي  ب لار    و  ين  ز  و  ن   يز ز  ي  ب ر   
بوده و ميزان مخارج مصرفي او از اين دو كالا بايد با بوده و ميزان مخارج مصرفي او از اين دو كالا بايد با 

باشد برابر نيز ا د درآ باشديزان برابر نيز ا د درآ گفتيزان ان يت ديگر بيان گفتبه ان يت ديگر بيان به به بيان ديگر ميتوان گفتبه بيان ديگر ميتوان گفت..ميزان درآمد او نيز برابر باشدميزان درآمد او نيز برابر باشد
جه جه ..كه اين مصرف كننده ميخواھد مطلوبيت خود را با تكه اين مصرف كننده ميخواھد مطلوبيت خود را با ت

ا اكث اآ اكث ..به محدوديت درآمد به حد اكثر برساندبه محدوديت درآمد به حد اكثر برساندآ



پس بايد ماكسيمم تابع پس بايد ماكسيمم تابع 
U=f(xU=f(x11,x,x22)                             )                             

شرط به نسبت شرطرا به نسبت ))محدوديتمحدوديت((را ر ب ب  رر  ب ب  ي((ر  يو ))و
PP11xx11+p+p22xx22=y                           =y                           

ططآآ ..تابع مطلوب استتابع مطلوب است U=f(xU=f(x11,x,x22) )پيدا كنيم كه در آنپيدا كنيم كه در آن



يكي به روش يكي به روش . . به دو روش مي توان اين كار را انجام دادبه دو روش مي توان اين كار را انجام داد
لاگرانژ روش به ديگري و لاگرانژجايگزيني روش به ديگري و درجايگزيني را روش دو دراين را روش دو اين ژ ر ري ب روش لا ي ي و  زي ي ژج ر ري ب روش لا ي ي و  زي ي ر ..ج و روش ر  ر ين  و روش ر  ين 

..زير معرفي مي كنيمزير معرفي مي كنيم



۴ ۶ ١۴ ۶ جايگزيني١ جايگزينيروش روش جايگزينيروش جايگزيني۴.۶.١۴.۶.١روش
يكي از روشھاي به دست آوردت ماكسيمم و مينيمم توابعيكي از روشھاي به دست آوردت ماكسيمم و مينيمم توابعآآ

ععنسبت به شرايط داده شده از طريق جايگزين كردن تلبعنسبت به شرايط داده شده از طريق جايگزين كردن تلبع
بدين بدين . . در تابع ھدف استدر تابع ھدف است) ) شرايط داده شدهشرايط داده شده( ( محدوديت محدوديت 

يك كردن مينيمم يا ماكسيمم ي مسئله به تبديل مسئله يكترتيب كردن مينيمم يا ماكسيمم ي مسئله به تبديل مسئله ترتيب مسئله تبديل به مسئله ي ماكسيمم يا مينيمم كردن يك ترتيب مسئله تبديل به مسئله ي ماكسيمم يا مينيمم كردن يك ترتيب
..تابع بدون محدوديت ميشودتابع بدون محدوديت ميشود



۴ ۶ ٣۴ ۶ لاگرانژ٣ لاگرانژروش روش لاگرانژروش لاگرانژ۴.۶.٣۴.۶.٣روش
را بارا با   f(x,y) f(x,y)ميخواھيم ماكسيمم يا مينيمم تابع دو متغيره يميخواھيم ماكسيمم يا مينيمم تابع دو متغيره ي

موسوم به ضريب موسوم به ضريب λλمتغير جديدمتغير جديد..بيابيمبيابيمg(x,y)=g(x,y)=00محدوديتمحدوديت g( ,y)g( ,y)مممم
تابع تابع   λλلاگرانژ را در نظر مي گيريم با استفاده از متغير لاگرانژ را در نظر مي گيريم با استفاده از متغير 

تعريف زير صورت به را لاگرانژ تابع نام به تعريفجديدي زير صورت به را لاگرانژ تابع نام به جديدي به نام تابع لاگرانژ را به صورت زير تعريفجديدي به نام تابع لاگرانژ را به صورت زير تعريفجديدي
. . ميكنيمميكنيم

F(x,y, F(x,y, λλ)=f(x,y))=f(x,y)-- λλg(x,y)  g(x,y)  



  ٠٠λλ = =λλماكسيمم يا مينيمم داشته باشيم آنگاه ماكسيمم يا مينيمم داشته باشيم آنگاه (a,b)(a,b)دردرffپس اگرپس اگر
كه طوري به دارد كهوجود طوري به دارد a)وجود b(a b λλ))سه دستگاه جواب سهيك دستگاه جواب يك يك جواب دستگاه سهيك جواب دستگاه سه ( a,b, (a,b, λλ))وجود دارد به طوري كهوجود دارد به طوري كه

..معادله سه مجھولي زير استمعادله سه مجھولي زير است



شرط كافي براي وجود ماكسيمم و مينيمم شرط كافي براي وجود ماكسيمم و مينيمم ۴.۶.۵۴.۶.۵
توابع نسبت به شرايط داده شدهتوابع نسبت به شرايط داده شده

تحتتحت f(x,y) f(x,y)فرض مي كنيم تابع دو متغيره يفرض مي كنيم تابع دو متغيره ي
تابعتابع  ,λλF(x,y,F(x,y((داده شده باشد وداده شده باشد وg(x,y)=g(x,y)=00محدوديتمحدوديت g( ,y)g( ,y)))( ,y,( ,y,عع

ثابت ميشود كه شرط كافي براي ثابت ميشود كه شرط كافي براي . . لاگرانژ متناظر باشد لاگرانژ متناظر باشد 
وجودوجودوجودوجود



ماكسيمم اين است كهماكسيمم اين است كه))الفالفلل



مينيمم اين است كهمينيمم اين است كه))بب



۴ ۶ ۶۴ ۶ نكتهنكته۴.۶.۶۴.۶.۶نكتهنكته۶
   f(xf(x11,x,x22,…,xn) ,…,xn)متغيرهمتغيره n nروش لاگرانژ را ميتوان براي تابعروش لاگرانژ را ميتوان براي تابعگگ

كه در آن كه در آن gi(xgi(x11,x,x22,…,xn) ,…,xn) i=i=11,,22,…,n,…,nبا تابع محدوديتبا تابع محدوديت gعع (g ( ,, , , ), , ),, , ,, ,
..تعميم دادتعميم داد



از تند ا انژ لاگ تا ت ن ا ازد تند ا انژ لاگ تا ت ن ا در اين صورت تابع لاگرانژ عبارتند ازدر اين صورت تابع لاگرانژ عبارتند ازد

ژاز مساوي صفر قرار دادن مشتقھاي جزيي تابع لاگرانژاز مساوي صفر قرار دادن مشتقھاي جزيي تابع لاگرانژ ر ع زيي ي ن ر ر ر وي ژز ر ع زيي ي ن ر ر ر وي ز
مجھولي به دست مي مجھولي به دست مي  n+k n+kمعادله ي معادله ي    n+k n+kدستگاھي شاملدستگاھي شامل

..آيدآيدآيدآيد



ن ل نف ل لف ان ف د لادلات ان ف د ادلات معادلات ديفرانسيلمعادلات ديفرانسيل::فصل پنجمفصل پنجم



حل برخي از مسايل در مديريت ئ اقتصاد منجر به بررسي حل برخي از مسايل در مديريت ئ اقتصاد منجر به بررسي 
ش آ ا شتق ل تا ك ا ل شا آ ا شتق ل تا ك ا ل چنين چنين ..معادله اي بين يك تابع مجھول و مشتقھاي آن مي شودمعادله اي بين يك تابع مجھول و مشتقھاي آن مي شودا

در اين فصل در اين فصل ..معادله اي را يك معادله ي ديفرانسيل مي ناميممعادله اي را يك معادله ي ديفرانسيل مي ناميم
با معرفي چند نوع معادله ي ديفرانسيل ساده روش حل آنھا با معرفي چند نوع معادله ي ديفرانسيل ساده روش حل آنھا 

يم..را مطالعه مي كنيمرا مطالعه مي كنيم ي يمر ي ر



آشنايي با معادلات ديفرانسيلآشنايي با معادلات ديفرانسيل۵.١۵.١آآ



۵ ١ ١۵ ١ تعريفتعريف۵.١.١۵.١.١تعريفتعريف١
لل باشد ھر معادله اي بهباشد ھر معادله اي به  xxتابعي ازتابعي از y yفرض كنيدفرض كنيد

n+n+22در آن تابعي ازدر آن تابعي از F Fرا كهرا كه F(x,y,y,…,y ) F(x,y,y,…,y )صورتصورت (n)( ,y,y, ,y )( ,y,y, ,y يي(
باشد يك معادله ي باشد يك معادله ي   xxنسبت بهنسبت به   y yمشتق اولمشتق اول n nوو xx  ،،y yمتغيرمتغير

ي مرتبه معمولي يديفرانسيل مرتبه معمولي ناميمnnديفرانسيل مي ناميمام مي ام . . ام مي ناميمام مي ناميم  n  nديفرانسيل معمولي مرتبه يديفرانسيل معمولي مرتبه ي



نظ د كن ه نظت د كن ه شتقت شتقاز هاااز ت هن ت هن ت ت ها ت ت ا (n)توجه كنيد منظورتوجه كنيد منظورy y از مشتقاز مشتقnnامامy y نسبت بهنسبت بهx x  است و مرتبه است و مرتبه
ي يك معادله ي ديفرانسيل برابر با مرتبه ي بالاترين مشتق ي يك معادله ي ديفرانسيل برابر با مرتبه ي بالاترين مشتق 

لل

(n)

..موجود در معادله استموجود در معادله است



۵ ١ ٢۵ ١ تعريفتعريف۵.١.٢۵.١.٢تعريفتعريف٢
ل ل لك ل ك را يك جواب معادله ي ديفرانسيلرا يك جواب معادله ي ديفرانسيل y=f(x) y=f(x)تابعتابع

F(x y y … y )=F(x y y … y )=00(n)F(x,y,y,…,y )F(x,y,y,…,y ) 0                         0                         
متعلق متعلق   xxدر صورتي كه به ازاي ھردر صورتي كه به ازاي ھر..مي ناميممي ناميم  IIدر فاصله يدر فاصله ي

)fتاتا )f( كنن( ق ل ا آ ا كننشتق ق ل ا آ ا شتق . . و مشتق ھاي آن در معادله صدق كنندو مشتق ھاي آن در معادله صدق كنند y=f(x) y=f(x)تابعتابعIIبهبه



مجموعه ي تمام جوابھاي معادله را جواب عمومي معادله مي مجموعه ي تمام جوابھاي معادله را جواب عمومي معادله مي 
..ناميمناميمنانا

ييمنظور از حل يك معادله ي ديفرانسيل به دست آوردن جواب منظور از حل يك معادله ي ديفرانسيل به دست آوردن جواب 
..عمومي آن استعمومي آن است



۵ ١ ۴۵ ١ تعريفتعريف۵.١.۴۵.١.۴تعريفتعريف۴
معادله ي ديفرانسيل مرتبه ي اممعادله ي ديفرانسيل مرتبه ي ام

با شرايط اوليه با شرايط اوليه 

.  .  را كه در آن ھا اعداد معيني ھستند يك مسئله با مقادير اوليه مي ناميمرا كه در آن ھا اعداد معيني ھستند يك مسئله با مقادير اوليه مي ناميم



شرط شرط    n nامامnnتوجه كنيد كه براي معادله ي ديفرانسيل مرتبه ي توجه كنيد كه براي معادله ي ديفرانسيل مرتبه ي 
دارد وجود دارداوليه وجود واوليه مجھول تابع مقادير شرايط واين مجھول تابع مقادير شرايط n(n)اين 11))    ( n(n--11))اين شرايط مقادير تابع مجھول واين شرايط مقادير تابع مجھول و..اوليه وجود دارداوليه وجود دارد

مي توان مي توان ..معين مي كنندمعين مي كنندxx00مشتق اول آن را در نقطه ي مشتق اول آن را در نقطه ي 
ا ت د د ض ا كه داد انشان ت د د ض ا كه داد قادFFنشان ا ئله قادك ا ئله ك يك مسئله با مقادير يك مسئله با مقادير FFنشان داد كه با وضع محدوديتھايي برنشان داد كه با وضع محدوديتھايي بر

اين جواب را اين جواب را . . اوليه داراي يك مجواب منحصر به فرد استاوليه داراي يك مجواب منحصر به فرد است
..جواب خصوصي مسئاله مي ناميمجواب خصوصي مسئاله مي ناميم



۵ ١ ٧۵ ١ تعريفتعريف۵.١.٧۵.١.٧تعريفتعريف٧
يك معادله ي ديفرانسيل با مشتقات جزيي معادله ايست كهيك معادله ي ديفرانسيل با مشتقات جزيي معادله ايست كه

ھمرام ھمرام ))بيش از يك متغيربيش از يك متغير((شانل يك تابع مجھول چند متغيرهشانل يك تابع مجھول چند متغيره چ چع مم))((ع
..با مشتقات جزيي آن باشدبا مشتقات جزيي آن باشد



۵ ٢۵ ذ٢ دا ل ان ف د ذادلات دا ل ان ف د ادلات معادلات ديفرانسيل جدايي پذيرمعادلات ديفرانسيل جدايي پذير٢.٢۵.۵



در اين بخش روش حل معادلات ديفرانسيلي را بررسي مي در اين بخش روش حل معادلات ديفرانسيلي را بررسي مي 
كرد جدا يكديگر از را آنھا متغيرھاي توان مي كه كردكنيم جدا يكديگر از را آنھا متغيرھاي توان مي كه ..كنيم ر ر ج  ي ز ي ھ ر  ي  ير ن  و ي  ريم   ر ج  ي ز ي ھ ر  ي  ير ن  و ي  ..يم  



۵ ٢ ١۵ ٢ تعريفتعريف۵.٢.١۵.٢.١تعريفتعريف١
ل ل لل ل راراp(x)dx+q(y)dy=p(x)dx+q(y)dy=00معادله ي ديفرانسيل مرتبه ي اولمعادله ي ديفرانسيل مرتبه ي اولل

يII11  ppqqدو تابع حقيقي به ترتيب در فاصله ھايدو تابع حقيقي به ترتيب در فاصله ھايqqوو p pكه در آنكه در آن ي يع ي ع
پيوسته اند يك معادله ي ديفرانسيل جدايي پذير مي پيوسته اند يك معادله ي ديفرانسيل جدايي پذير مي   II22وو

..ناميمناميمناميمناميم



گ گگ با انتگرالگيري مستقيم از اين معادله جواب عمومي آن بهبا انتگرالگيري مستقيم از اين معادله جواب عمومي آن بهگ
..صورت زير به دست مي آيدصورت زير به دست مي آيد ي ي زير يور ي زير ور

∫ ∫∫ ∫∫p(x)dx+ ∫q(y)dy=c∫p(x)dx+ ∫q(y)dy=c



 

 
  

 

  

  

  

  

سایت مرجع دانشجوی پیام نور

 نمونه سوالات پیام نور : بیش از 110 هزار نمونه سوال همراه با پاسخنامه

تستی و تشریحی

 کتاب ، جزوه و خلاصه دروس

 برنامه امتحانات

 منابع و لیست دروس هر ترم

 دانلود کاملا رایگان بیش از 140 هزار فایل مختص دانشجویان پیام نور
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