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آموزش آموزشبرنامه برنامه آموزشیبرنامه آموزشیبرنامه
   ٢٢رياضيات رياضيات : : نام درس نام درس    

   ٢٢: : تعداد واحد تعداد واحد

انن ا اا ا ا رياضيات پايهرياضيات پايه::منبعمنبع

فرخو::مولفمولف فرخوليدا ليدا ليدا فرخوليدا فرخو::مولفمولف

ييخسرو حجتيخسرو حجتي::تھيه كنندهتھيه كننده

    ))درس مشترك رشته ھاي جغرافي درس مشترك رشته ھاي جغرافي ( ( 
٢
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اھدافاھداف
پس از فراگيري اين درس دانشجو بايدپس از فراگيري اين درس دانشجو بايد

::بتواندبتواند
..مشتق را تعريف كندمشتق را تعريف كند١١..
را٢٢ توابع مشتق قضايا، از استفاده رابا توابع مشتق قضايا، از استفاده با بع ر ٢٢.. و ق  ي  ز  بع ر ب   و ق  ي  ز  ب  

كند كندمحاسبه ..محاسبه ..ب ب 

٣
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قضاياي مطرح شده را بيان و در صورت قضاياي مطرح شده را بيان و در صورت ..٣٣
كند اثبات كندلزو اثبات ..لزوم اثبات كندلزوم اثبات كندلزو

صعودي،نزولي،۴۴ ماكزيمم،مينيمم، صعودي،نزولي،تعاريف ماكزيمم،مينيمم، تعاريف تعاريف ماكزيمم،مينيمم، صعودي،نزولي، تعاريف ماكزيمم،مينيمم، صعودي،نزولي، ..۴۴
نقاط بحراني،عطف و جھت تقعررا بداند و نقاط بحراني،عطف و جھت تقعررا بداند و 

ش ا ا ا آ ل شا ا ا ا آ ل ..در مسايل آنھا را محاسبه و تشخيص دھددر مسايل آنھا را محاسبه و تشخيص دھدا
ل۵۵ د ان ا د ل ا شتق ن لآز د ان ا د ل ا شتق ن آز آزمون مشتق اول و دوم را بيان و در حل آزمون مشتق اول و دوم را بيان و در حل ..۵۵  

برد بكار بردمسايل بكار ..مسايل ر بر ر بريل ب ..يل ب
..نمودار توابع را رسم كندنمودار توابع را رسم كند..۶۶ م مع ع
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وصور مبھم را بشناسد و صور مبھم را بشناسد و ..٧٧ ب ر بھم وور ب ر بھم ور
در را ابھام رفع درروشھاي را ابھام رفع روشھاي رفع ابھام را در روشھاي رفع ابھام را در روشھاي

د كا ل ا دل كا ل ا ..حل مسايل بكار بردحل مسايل بكار بردل

خسرو حجتي



مشتقمشتقمشتقمشتق
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تغ ط ت آھنگ قدا تغ ف تغت ط ت آھنگ قدا تغ ف ::تعريف تغيير مقدار و آھنگ متوسط تغييرتعريف تغيير مقدار و آھنگ متوسط تغييرت

فرض كنيد تابعفرض كنيد تابعff  روي فاصلهروي فاصله]]a,ba,b [ [ تعريف شده تعريف شده
باشدباشداشداشد

)()(:)( xfxfbxxabaxx  

01

011010

)()(
)()(,:),(,

xfxf
xfxfbxxabaxx


 

01 xx  f(x)تغيير مقدار              
0x1xاز       تا     تغيير كندxھنگاميكه

fآھنگ متوسط تغيير
٧
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مساحت دايره اي بهمساحت دايره اي بهf(r)f(r)فرض كنيدفرض كنيد::مثالمثال ( )( يي(
  آھنگ متوسط تغيير مساحتآھنگ متوسط تغيير مساحتباشد، باشد،   rrشعاع شعاع 

ا ا ش ك نگا اا ا ش ك نگا تغتغ۴۴تاتا٢٢ا تغييرتغيير۴۴تاتا٢٢را ھنگاميكه شعاع ازرا ھنگاميكه شعاع از
كنيد كنيدميكند،محاسبه ميكند،محاسبه كنيدميكند،محاسبه كنيدميكند،محاسبه

)()( 22
2  rrrfrf  )()()()( 12
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رارا  x=ax=aو نقطهو نقطهy=f(x)y=f(x)تابعتابع::تعريف مشتقتعريف مشتق yععرر ( )y ( رروو(
در در   ffمشتق تابعمشتق تابعدر نظر مي گيريم، آنگاه در نظر مي گيريم، آنگاه 

::برابر است بابرابر است باaaنقطهنقطهطط
ff )()(
ax

afxfaf 
 )()()( lim

ت ن ا تد ن ا ذادادffد ذشتق ندشتق ندگ گ

axax 

گويندگويندمشتقپذيرمشتقپذيرx=ax=aرادررادرffدر اينصورتدر اينصورت
داشتهffاگراگر::نكتهنكته شتق ش ر قل نقاط ا داشتهدرت شتق ش ر قل نقاط ا درت درتمام نقاط قلمروش مشتق داشتهدرتمام نقاط قلمروش مشتق داشتهffاگراگر::نكتهنكته

مشتقپذيرffباشد،باشد، مشتقپذيررا ..گويندگويندرا
٩
يرffبب پ يرر  پ ..ويوير 
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با استفاده از تعريف، مشتق تابع زير با استفاده از تعريف، مشتق تابع زير   ::مثالمثال
::بدست آوريدبدست آوريد  x=x=11را در نقطهرا در نقطه

:حل
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نقطه در مشتق ديگر نقطهفرمول در مشتق ديگر ::aaفرمول ::aaفرمول ديگر مشتق در نقطهفرمول ديگر مشتق در نقطه
afhaf )()( 

h
afhafaf )()()( lim 


hh

lim
0

y::ھندسيھندسيتعبيرتعبير خط مماس ::ييبيربير
Y=f(x)f(a+h) Q

س
و P(a,f(a))نقاط

Q(( +h) f( +h))f(a) Mp  Q((a+h),f(a+h))
وخط قاطع منحني رادراين

x

ي ع
دونقطه درنظر بگيريد 

١١
o a a+h
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ھندس تعبير ھندسادامه تعبير ::ادامه تعبير ھندسيادامه تعبير ھندسي::ادامه

گ گآ آ
)()( afhafQM 

::آنگاه شيب خط قاطع برابر است باآنگاه شيب خط قاطع برابر است با
)()(tan

h
afhaf

PM
QM 


::وشيب خط مماس عبارت است ازوشيب خط مماس عبارت است از

)()()()(li fafhaf 

ز ر س ي زو ر س ي و

)()()()(lim
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amaf
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ff
h




د آ ت د ز طه ا از قا خط ش ه نت دد آ ت د ز طه ا از قا خط ش ه نت ::د

)(
1)(am 

::در نتيجه شيب خط قايم از رابطه زير بدست ميآيددر نتيجه شيب خط قايم از رابطه زير بدست ميآيد

)()( amam



معادلات خطوط مماس و قايم بر معادلات خطوط مماس و قايم بر   ::مثالمثال
::منحني زير در نقطه داده شده را پيدا كنيدمنحني زير در نقطه داده شده را پيدا كنيد
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خط مماس
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933

 xy قايم خط
١٣

)1(
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)
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(  xy يم  
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درنقطه تابع مشتق درنقطهتعريف تابع مشتق xxتعريف مشتق تابع درنقطهتعريف مشتق تابع درنقطهxxتعريف
yxfhxfxf  lili )()()(
xh

xf
hh 




limlim
00

)(

صورت كسر را نمو تابع و صورت كسر را نمو تابع و ::در فرمول فوقدر فرمول فوق
نامند متغير نمو را كسر نامندمخرج متغير نمو را كسر ..مخرج كسر را نمو متغير نامندمخرج كسر را نمو متغير نامندمخرج

مشتق مختلف مشتقنمادھاي مختلف fy::نمادھاي
d
df

d
dyy D  ,,,, ق قي   fy::ي  

dxdx
y Dx ,,,,

y=f(x)

))(( hxfhxQ 

y))(,( xfxP

))(,( hxfhxQ 

١٤

x x+h
h
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اگر معادله حركت اگر معادله حركت   ::تعريف سرعتتعريف سرعت
  s=s(t)s=s(t)با با   ososروي محورروي محور  ppجسمجسم

نشان داده شود، آنگاه سرعت نشان داده شود، آنگاه سرعت گگ
::برابر است بابرابر است باt=at=aمتحرك در لحظهمتحرك در لحظهظظ

asts  )()()()( li at
asav




)()()()( lim atat 

١٥
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سرعت متحركي كه معادله حركتش در سرعت متحركي كه معادله حركتش در : : مثالمثال
::بيابيدبيابيد  t=t=11زير داده شده است را در لحظهزير داده شده است را در لحظه
1,2)( 23  tttts

::حلحل
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::حلحل
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تابع::قضيهقضيه تابعاگر نقطهffاگر نقطهدر x=ax=aدر   x=ax=aدر نقطهدر نقطه  ffاگر تابعاگر تابع::قضيهقضيه
نقطه دراين آنگاه باشد، نقطهمشتقپذير دراين آنگاه باشد، مشتقپذير  باشد، آنگاه دراين نقطهمشتقپذير  باشد، آنگاه دراين نقطهمشتقپذير

استاستپيوستهپيوسته ..استاستپيوستهپيوسته
قضيه،::اثباتاثبات فرض به توجه قضيه،با فرض به توجه با با توجه به فرض قضيه، با توجه به فرض قضيه، ::اثباتاثبات

ميدھيم ميدھيمنشان lim)()(نشان afxf  نشان ميدھيمنشان ميدھيم
ن ا نا كن ض ف نلذا ا نا كن ض ف لذا

)()(lim afxf
ax

لذا فرض ميكنيم        ، بنابراين لذا فرض ميكنيم        ، بنابراين 
ي يدا ::دا

ax 
::داريمداريم١٧
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اثبات اثباتادامه ::ادامه اثباتادامه اثبات::ادامه
))()(()()()()( ffafxfff 

)()(

))()(()()()()(

ff

afxf
ax
ffafxf 




))()(()()())()(( limlim afxf
ax

afxfafxf
axax








)()(0)().( limlim afxfaxaf
axax




نقطه د تا نقطهن د تا تن ا تته ا ته

axax 

..پيوسته استپيوسته استx=ax=aيعني تابع در نقطهيعني تابع در نقطه
١٨
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::نكتهنكته
رعكس قضيه فوق درست عكس قضيه فوق درست  وق ي رس وق ي س
است ممكن يعني استنيست، ممكن يعني ن ا نيست، ي  ن ا ي ي ي  ي ي

پيوسته اي نقطه در پيوستهتابعي اي نقطه در تابعي در نقطه اي پيوستهتابعي در نقطه اي پيوستهتابعي
نقطه آن د ول نقطهباشد آن د ول باشد ولي در آن نقطهباشد ولي در آن نقطهباشد

اش ن ذ اششتق ن ذ ..مشتقپذير نباشدمشتقپذير نباشدشتق
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نقطه|f(x)=|x|f(x)=|xتابعتابع::مثالمثال نقطهدر x=x=00در f(x)بعبع::لل |x|f(x) |x|  ر  رxx 00
پذير مشتق ولي است پذيرپيوسته مشتق ولي است ير پيوسته ق پ ي  ير پيو  و ق پ ي  پيو  و

::زيرازيرا..نيستنيست زيرزيريي
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يكطرفه مشتقھاي يكطرفهمشتقھاي
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كنيد::تعريفتعريف كنيدفرض Daووy=f(x)y=f(x)فرض . . و        و        y=f(x)y=f(x)فرض كنيدفرض كنيد::تعريفتعريف
وچپ راست وچپمشتقھاي راست x=ax=aدردرffتابعتابعمشتقھاي

Dfa

  x=ax=aدردرffتابعتابعمشتقھاي راست وچپمشتقھاي راست وچپ
با ترتيب به بارا ترتيب به نشاننشان::را )()( afaf  نشان نشان :                    :                    را به ترتيب بارا به ترتيب با

ميكنند تعريف زير روابط با و ميكنندداده تعريف زير روابط با و ::داده
)(),( afaf 

::داده و با روابط زير تعريف ميكنندداده و با روابط زير تعريف ميكنند
afhaffمشروط بر وجود اين مشروط بر وجود اين  )()()( li  ::حدھاحدھا

ا اشتق شتق
h

ffaf
h
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مشتقھاي چپ ومشتقھاي چپ و
hمشتقھايمشتقھايراست راراست را

afhafaf
h

)()()( lim
0







٢٢

ر رر ير يھ ھ
..گويندگوينديكطرفه يكطرفه 

hh 0
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موجود::قضيهقضيه تابع موجودمشتق تابع مشتق وجو ::يي بع  وجو ق  بع  ق 
دو ھر اگر تنھا و اگر دواست ھر اگر تنھا و اگر و است ر ھر  ھ ا ر و  و ا ا ر ھر  ھ ا ر و  ا ا
و موجود يكطرفه ومشتقھاي موجود يكطرفه مشتقھاي يكطرفه موجود و مشتقھاي يكطرفه موجود و مشتقھاي

باشند باشندمساوي ..مساوي باشندمساوي باشندمساوي

)()()]()([)( afafafafaf  )()()],(),([)( afafafafaf  

٢٣
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::مثالمثالثالثال
مشتقھاي چپ و راست و وجودمشتقھاي چپ و راست و وجود  

ععمشتق تابع زير را در نقطه دادهمشتق تابع زير را در نقطه داده
::شده پيدا كنيدشده پيدا كنيد پپ
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::حلحل::حلحل
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ش شق ييقضاياي مشتققضاياي مشتقق
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مشتق فرمولھاي و مشتققضايا فرمولھاي و ::قضايا و فرمولھاي مشتققضايا و فرمولھاي مشتق::قضايا
تابع تابعمشتق مشتق                               تابعمشتق                               تابعمشتق
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قض ات ١اث :١اثبات قضيه
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رمشتق تابع زير رامشتق تابع زير را::مثالمثال زير بع رق زير بع ق
آوريد آوريدبدست ::بدست وري وريب  ::ب 
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شتق ي قضايا شتقبقيه ي قضايا ::بقيه قضايا ي مشتقبقيه قضايا ي مشتق::بقيه
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مشتق قضاياي مشتقادامه قضاياي ::ادامه قضاياي مشتقادامه قضاياي مشتق::ادامه
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::مشتق توابع زير را بدست آوريدمشتق توابع زير را بدست آوريد::مثالمثال ور ر ر ز ع ورو ر ر ز ع و
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اي زنجيره ابع:قاعده ت اگر اگر توابع:قاعده زنجيره اي
u=g(x) y=f(u)u g(x),y f(u)  

زير مركب تابع آنگاه باشند ب زير مشتقپذير ر بع  ير ب   پ
y=fog(x)=f(g(x))=f(u)  y:مشتقپذير است g( ) (g( )) ( )

:وداريم

dudffddy )( xux uyyor
dxdu

fxfog
dxdx

y  :.)(
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رارا  ffمشتق تابع داده شدهمشتق تابع داده شده::١١مثالمثال ع عق ق
::پيدا كنيدپيدا كنيدxxنسبت بهنسبت به پپ
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:٢مثال
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اگر تابع بصورت زيراگر تابع بصورت زير::مشتقگيري ضمنيمشتقگيري ضمني ي يي ععي
ونيازي به ونيازي به   F(x,y)=F(x,y)=00بيان شده باشد بيان شده باشد 

گويند و گويند و   ضمنيضمنيحل معادله آن نباشد آنرا حل معادله آن نباشد آنرا 
::چنين استچنين است  xxنسبت به نسبت به   yyمشتق مشتق 

xFxfy



 )( صورت:در اين فرمول
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 Fكسربه معني مشتق تابع

ا ش ك و مخرج كسر به معني مشتق تابعxنسبت به
Fبه استyنسبت ٣٦Fنسبت بهyاست.
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ضمني::نكتهنكته مشتقگيري ضمنيدر مشتقگيري در در مشتقگيري ضمنيدر مشتقگيري ضمني::نكتهنكته
از تفاده ا بدون ازميتوان تفاده ا بدون ميتوان بدون استفاده از ميتوان بدون استفاده از ميتوان

كل از شتقگ ا ل كلف از شتقگ ا ل فرمول وبا مشتقگيري از كلفرمول وبا مشتقگيري از كلف
  xxعبارت تابع نسبت بهعبارت تابع نسبت به

ومشتقگيري نمودمشتقگيري نمود ويري يري
٣٧
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روش::مثالمثال دو به شده داده تابع روشاز دو به شده داده تابع از از تابع داده شده به دو روشاز تابع داده شده به دو روش::مثالمثال
بگيريد مشتق شده بگيريدذكر مشتق شده ::ذكر يري ق ب يرير   ق ب ::ر  
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مثلثاتي توابع مثلثاتيمشتق توابع ي::مشتق بع  و يق  بع  و ::ق 
مشتق                                تابعمشتق                                تابع
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::مشتق تابع داده شده را بيابيدمشتق تابع داده شده را بيابيد::١١مثالمثال ر رع ع
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رمشتق تابع داده شده را مشتق تابع داده شده را ::٢٢مثالمثال بع رق بع ق
::بيابيدبيابيد
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::٣٣ثالثال ::٣٣مثالمثال
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نمايي و لگاريتمي توابع نماييمشتق و لگاريتمي توابع يي::مشتق ي و  ري بع  و ييق  ي و  ري بع  و ::ق 
1
x

xfxLnxxf 1)(0:)(  
x

ا ن تا هشتق ا اض د ١از  ١از درس رياضي پايه :مشتق تابع نمايي
كه لگاريتميمدانيد تابع وارون نمايي تابع ي  يا ري بع  يي وارون    بع 

عرابطه مشتق تابع و مشتقبا توجه به.است
:داريم وارون آن
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::مشتق تابع داده شده رابيابيدمشتق تابع داده شده رابيابيد::مثالمثال
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تابع تابعمشتق ::مشتق ax ::      مشتق تابعمشتق تابع
كنيد كنيدفرض ووa>a>00فرض

a
1 ay ax و               و                 a>a>00فرض كنيدفرض كنيد  

مشتقگيري روش از استفاده با مشتقگيريآنگاه روش از استفاده با آنگاه
1,  ay a

آنگاه با استفاده از روش مشتقگيريآنگاه با استفاده از روش مشتقگيري
داريم داريملگاريتم ::لگاريتمي داريملگاريتمي داريم::لگاريتم

Lnay axy a
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::مثالمثال
::مشتق تابع داده شده را بيابيدمشتق تابع داده شده را بيابيد
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كلي حالت در لگاريتمي تابع كليمشتق حالت در لگاريتمي تابع ::مشتق تابع لگاريتمي در حالت كليمشتق تابع لگاريتمي در حالت كلي::مشتق
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بيابيد::مثالمثال را شده داده تابع بيابيدمشتق را شده داده تابع ::مشتق بي::لل بع   ر بي بيق  بع   ر بي ::ق 
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::مشتق تابع              مشتق تابع               )( )(xu xv
y  )(

  xxتوابع مشتقپذير ازتوابع مشتقپذير از  u,vu,vفرض كنيدفرض كنيد
براي محاسبه مشتقبراي محاسبه مشتقu(x)>u(x)>00باشندوباشندو ( )( يي(

ياز روش مشتقگيري لگاريتمياز روش مشتقگيري لگاريتمي يي ي
يم::استفاده ميكنيماستفاده ميكنيم يمي ي
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مشتق تابع داده شده را پيدا مشتق تابع داده شده را پيدا   ::مثالمثال
y::كنيدكنيد x xsin

 LnxxLnLny x x .sinsin
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بالاتر مراتب بالاترمشتق مراتب ::مشتق مراتب بالاترمشتق مراتب بالاتر::مشتق
..رامشتق اول تابع گويندرامشتق اول تابع گويند         f وي بع و ق وير بع و ق ر

نقطه در نقطهمشتق در دومaaمشتق مشتق دومرا مشتق ffرا
f

f  ر ر ق       ومaaق       ق  ومر  ق  ffر 
درآن نقطه گويند وبا       يا      درآن نقطه گويند وبا       يا      

f
)(af )(

)2(
af

و به ھمين ترتيب و به ھمين ترتيب ..نشان ميدھندنشان ميدھند
ام ام nnوو......مشتقھاي سوم، چھارم ومشتقھاي سوم، چھارم و

ش ل شا ل ..حاصل ميشودحاصل ميشودا
٥١
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::نمادگذارينمادگذاري::نمادگذارينمادگذاري
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تابع::مثالمثال سوم تا اول تابعمشتقھاي سوم تا اول مشتقھاي بع ::لل وم  ول   ي  بع ھ وم  ول   ي  ھ
::داده شده را پيدا كنيدداده شده را پيدا كنيد ي پي ير پي ر
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  xxxxxf eee xxx
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يديفرانسيلديفرانسيل ر يي ر ي
ييxاگر     به اندازه كافي اگر     به اندازه كافي ::مقدمهمقدمه

xxfكوچك باشد آنگاه            تقريبكوچك باشد آنگاه            تقريب  )(

::مناسبي براي     است لذا داريممناسبي براي     است لذا داريم yy

xxfxfxxfxxfy  )()()()(
xxfxfxxf  )()()(
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::تعريفتعريف
مشتقپذيرمشتقپذيرy=f(x)y=f(x)ھرگاه تابعھرگاه تابع بع بعر yر ( )y ( ير( يرپ پ

ديفرانسيل ديفرانسيلباشد، باyyباشد، بارا نشاننشانdydyرا يل ر ي يلب  ر ي ن ن   dydyر بر بyyب 
داريم و داريمميدھند و ريم::ميدھند ريمي و  ::ي و 
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  ::::نكتهنكته
xdxباشد آنگاه         باشد آنگاه          f(x)=x f(x)=xاگراگر  )رر )( بب(

متغير مستقل باشد، متغير مستقل باشد، xxيعني اگريعني اگر.. ر ي ري ي بي بير ير
برابر خواھدبرابر خواھدxxبا نموبا نموxxديفرانسيلديفرانسيل

::در نتيجهدر نتيجه..بودبود

dxxfdy )( dxxfdy )(
٥٦
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::١١مثالمثال ::١١مثالمثال
ا ا ش ا تا ل ان اف ا ش ا تا ل ان ف ::ديفرانسيل تابع داده شده را بيابيدديفرانسيل تابع داده شده را بيابيد  

L )43( xLny )43(  yحل
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x 43 
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با استفاده از مفھوم ديفرانسيل با استفاده از مفھوم ديفرانسيل   ::٢٢مثالمثال
::مقدار تقريبي      را محاسبه كنيدمقدار تقريبي      را محاسبه كنيد 4 18

تابعي متناسب با سؤال تعريفتابعي متناسب با سؤال تعريف::حلحل
كرده و با استفاده از ديفرانسيل كرده و با استفاده از ديفرانسيل 

::داريمداريم
4 )()()(,)( xxfxfxxfxxf




3
4
3

4
1 1

4
1)( x xxf 











٥٨4 344 x
x 
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44 



xxxx

44 3
 xxx

x
2,16  xx

x

2
2,16

44

xx

4

21618
4 3

44

16


11

44 16
0625.2

16
1212

12

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خطاخطا
اندازه اندازه   خطاي مطلقخطاي مطلقدر اندازه گيريھا      را در اندازه گيريھا      را 

گگ
x

..گيري نامندگيري نامند
طلاگاگطاطا طلطا طا خطاي مطلقخطاي مطلقduduاگراگر::تعريف خطاي نسبيتعريف خطاي نسبي

را آنگاه راباشد آنگاه نسبباشد نسبخطاي يندخطاي يندگ گ duگويندگويندخطاي نسبيخطاي نسبيباشد آنگاه      راباشد آنگاه      را..
صد در صدخطاي در محاسبهخطاي زير فرمول محاسبهاز زير فرمول از

u
du

از فرمول زير محاسبه از فرمول زير محاسبه خطاي در صدخطاي در صد
du::ميشودميشود

100 و وي uي

٦٠
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::لل::مثالمثال
رطول شعاع دايره اي با حد اكثر طول شعاع دايره اي با حد اكثر    ب ي ير ع رو ب ي ير ع و

٢٢//۵۵سانتيمتر برابرسانتيمتر برابر٠٠//٠۵٠۵خطايخطاي يي
. . سانتيمتر اندازه گيري شده استسانتيمتر اندازه گيري شده است يي
ييخطاي نسبي وخطاي درصد در خطاي نسبي وخطاي درصد در 
محاسبه مساحت اين دايره را محاسبه مساحت اين دايره را 

..محاسبه كنيدمحاسبه كنيد
٦١

خسرو حجتي



كنيد::حلحل كنيدفرض وrrفرض وشعاع مساحتمساحتssشعاع مساحتمساحتssشعاع وشعاع و  rrفرض كنيدفرض كنيد::حلحل
باشد باشددايره فرضدايره بر فرضبنا بر بنا رض..ير بير ب رضب بر  ب بر 

داريمr=r=22..55ووdx=dx=00..0505مسئلهمسئله داريملذا ::لذا dxdx rrوو  0505..00 ريم55..22 ريم   ::
050222 drrdrds  04.0

5.2
05.0222

2
2 




r
dr

r
rdr

s
dsrs




4100

5.2


ds

rrs 

ن 4100خطا 
s خطاي نسبي

خطاي درصد
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اسکالر توابع اسکالرتعريف توابع ::تعريف توابع اسکالرتعريف توابع اسکالر::تعريف

BAF BAF :
2RA

RB
٦٣
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اسکالر دومتغيره تابع اسکالرمثال دومتغيره تابع ::مثال تابع دومتغيره اسکالرمثال تابع دومتغيره اسکالر::مثال

  zyxyxF , 2, Ryx 







  zyy, 

  320101 F   32010,1 F
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جزئ جزئمشتق ::مشتق ::مشتق جزئیمشتق جزئی
وبا ميشود داده نمايش زير نمادھاي از يك يكي از نمادھاي زير نمايش داده ميشود وبا

ميشود محاسبه ضمني مشتقگيري مانند
XF































XF
ix














XFDi

مانند مشتقگيري ضمني محاسبه ميشود
xf 

ix
iixf

32 yyxyx:F  32:مثال yyxy,x:F 






 :مثال
22 y3xy,xf 








 y3xy,xy 







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::مثالمثال ::مثالمثال
32, yxxyyxF 







 32xyyXx
f 



















223 yxxXf  



 32 2yXf  



3 yxxXy

f 
 











3
2 2yX

x
f 

 










xyxy
f 612




 xyyx
f 612





xy yx

.تساوی وقتی برقرار است که پيوسته باشد 
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کامل يا واقعی کاملديفرانسيل يا واقعی ياF(x,y)F(x,y)ديفرانسيل ياو و ل ی ي  يل و ر لي ی ي  يل و ر و ي و ي  F(x,y) F(x,y)ي

تابع برای ديگر تابعبعبارت برای ديگر F(xبعبارت y)F(x y) F(x,y)F(x,y)بعبارت ديگر برای تابعبعبارت ديگر برای تابع

ن كل ا ل کا ا اق ل ان نف كل ا ل کا ا اق ل ان ديفرانسيل واقعی يا کامل يا كل چنين ديفرانسيل واقعی يا کامل يا كل چنين ف

::  تعريف می شودتعريف می شود

FdyFdxdF  Fdy
y

Fdx
x

dF






٦٧

yx 
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::11مثالمثال

  xyyxF , 
 

xyyxF ,
  xdyydxyxdF ,  yyy,

٦٨
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::٢٢مثالمثال
فرض 0yبا  xyxF 0yبا فرض ,

y
yxF 

xdyydx
y


2
xdyydxdF 

y
٦٩
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خلاصه فرمولھاي مشتق وديفرانسيلخلاصه فرمولھاي مشتق وديفرانسيل
ديفرانسيل                مشتقديفرانسيل                مشتق      

dd 0)(0)(

d

cdc
dx

0)(0)( 

dunuudunuu
d
d nnnn )()( 11  

uduuduuud
dx

cos)(sincos)(sin  uduuduuu
dx

cos)(sincos)(sin 
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ادامه خلاصه فرمولھاي مشتق ادامه خلاصه فرمولھاي مشتق 
وديفرانسيلوديفرانسيل

ديفرانسيل                مشتقديفرانسيل                مشتق      

uduuduuud sin)(cossin)(cos 

d

uduuduuu
dx

sin)(cossin)(cos

22



d

duuuduuu
dx
d )tan1()(tan)tan1()(tan 22 

duuuduuu
dx
d )cot1()(cot)cot1()(cot 22 
dx
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قادامه خلاصه فرمولھاي مشتق ادامه خلاصه فرمولھاي مشتق  قي ي
وديفرانسيلوديفرانسيل

ديفرانسيل                    مشتقديفرانسيل                    مشتق
uduuuduuuu

d
d

 tan.sec)(sectan.sec)(sec

uduuuduuuud
dx

 cot.csc)(csccot.csc)(csc

)()(

LnududLnuud
dx

aaaa uuuu  )()(

)()(

LnududLnuu
dx aaaa )()(
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ادامه خلاصه فرمولھاي مشتق ادامه خلاصه فرمولھاي مشتق 
وديفرانسيلوديفرانسيل

ديفرانسيل                    مشتقديفرانسيل                    مشتق
dudu

d
d eeee uuuu  )()(

duuduud
dx

LogLog
eeee



 )()(

duud
uLna

ud
uLna

u
dx LogLog aa



 )()(

u
duud

u
uLnu

dx
d

 )(cot)(
uudx
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مشتق مشتقكاربردھاي كاربردھاي مشتقكاربردھاي مشتقكاربردھاي

٧٤
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يتوابع صعودي و نزوليتوابع صعودي و نزولي زو و ي و بع يو زو و ي و بع و
ffفرض كنيد تابعفرض كنيد تابع):):آزمون يكنواييآزمون يكنوايي((قضيهقضيه يي((يي و ي ون ييز و ي ون بع))ز ي بعرض ي رض

پيوسته و روي فاصله  پيوسته و روي فاصله    [a,b][a,b]روي فاصله روي فاصله 
(a,b)(a,b)  مشتقپذير باشدمشتقپذير باشد..

ffصعودي استصعودي است
ffا ال ل

 0)(),( xfbax
ffنزولي استنزولي است 0)(),( xfbax

٧٥
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::مثالمثال
عفواصل صعودي و نزولي تابع دادهفواصل صعودي و نزولي تابع داده ي عي ي ي

: : شده را پيدا كنيدشده را پيدا كنيد
::حلحل 42)( 3xxf

ffصعودي استصعودي است




0

006)(
x

xxxf
ffنزولي استنزولي است


0

006)(
x

xxxf

٧٦

خسرو حجتي



::تعريفتعريف
نقطه اي از قلمرو تابع نقطه اي از قلمرو تابع   aaفرض كنيد فرض كنيد 

ff  در صورت بر قراري يكي از در صورت بر قراري يكي از . . باشدباشد
  نقطه بحرانينقطه بحرانيرا يك را يك   aaشرايط زير شرايط زير 

گويندگويند

)(:)20)(:)1 afaf  )(:)20)(:)1 afaf 
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::نتيجهنتيجه ::يجيج
صعودي فواصل تعيين صعوديبراي فواصل تعيين براي تعيين فواصل صعوديبراي تعيين فواصل صعوديبراي
نقاط بايد تابع، يك نزول نقاطو بايد تابع، يك نزول و نزولي يك تابع، بايد نقاطو نزولي يك تابع، بايد نقاطو
د آ ت د ا تا دان آ ت د ا تا بحراني تابع را بدست آوردهبحراني تابع را بدست آوردهان

ا ش الا ش و علامت مشتق را تعيين و علامت مشتق را تعيين لا
..نمودنمود

٧٨
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::مثالمثال::مثالمثال
د ل ا ف ان دنقاط ل ا ف ان نقاط بحراني و فواصل صعودي ونقاط بحراني و فواصل صعودي و  نقاط
كنيد پيدا را شده داده تابع ل كنيدنز پيدا را شده داده تابع ل ::نزولي تابع داده شده را پيدا كنيدنزولي تابع داده شده را پيدا كنيد::نز

 41232)( 23 xxxxf حل
 0)2(61266)( 22 xxxxxf

ل
:

 0781  تابع ھمواره نزولي است

خسرو حجتي



بعماكسيمم و مينيمم تابعماكسيمم و مينيمم تابع م ي ي و م بعي م ي ي و م ي
  x=cx=cدر در   ffتابع تابع   ::تعريف ماكسيمم نسبيتعريف ماكسيمم نسبي

ماكسيممماكسيممياياماكسيمم نسبيماكسيمم نسبيداراي يكداراي يك
كهضض ت د ت كها ت د ت ھا ھا ا xxبراي ھربراي ھراست، در صورتي كهاست، در صورتي كهموضعيموضعي

شامل كه اي فاصله شاملاز كه اي فاصله باشيمccاز داشته باشيمباشد داشته ::باشد : : باشد داشته باشيمباشد داشته باشيمccاز فاصله اي كه شاملاز فاصله اي كه شامل
)()( xfcf maxy )()( xfcf max

mimi
n

٨٠c
x
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بي::تعريف مينيمم نسبيتعريف مينيمم نسبي م ي ي بيري م ي ي ري
يكx=cx=cدردرffابعابعتت يكداراي داراي xررffبعبع   cx cي ي ي ير   ر

نسبي نسبيمينيمم موضعييايامينيمم موضعيمينيمم مينيمم   مينيمم موضعيمينيمم موضعييايامينيمم نسبيمينيمم نسبي
كه صورتي در كهاست، صورتي در ھراست، ھربراي xxبراي xxبراي ھربراي ھراست، در صورتي كهاست، در صورتي كه
شامل كه اي فاصله شاملاز كه اي فاصله باشدباشدccاز باشدباشدccاز فاصله اي كه شاملاز فاصله اي كه شامل

باشيم باشيمداشته )()(::داشته باشيمداشته باشيم::داشته xfcf 
٨١
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ن ت اك ف نت ت اك ف ::تعريف اكسترمم نسبيتعريف اكسترمم نسبي::ت
ا اگا اكاكقطقطffگا ماكسيممماكسيممccدر نقطهدر نقطهffھرگاه تابعھرگاه تابع

ن گ اش اشت ن ن نا گ اش اشت ن ن ffا ffيا مينيمم نسبي داشته باشد، گوينديا مينيمم نسبي داشته باشد، گويند
نكك ت ناك ت تاااك تاك اك اكسترمماكسترمميايااكسترمم نسبياكسترمم نسبييكيكccدردر
دضض ددا )fدا )f( ت( اك تا اك ffا ffرا اكسترممرا اكسترممf(c)f(c)دارد و دارد و موضعيموضعي

نددد ندنا نا ..نامندنامند      ccدردر
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مشتقپذير مشتقپذير   ccدر در   ffاگر اگر   ::تعبير ھندسي اكسترممتعبير ھندسي اكسترمم
باشد و در اين نقطه يك اكسترمم نسبي داشتهباشد و در اين نقطه يك اكسترمم نسبي داشتهطط
دا ن آنگا دااشد ن آنگا )fاشد )f( نقطه( نقطهد د در نقطه در نقطه y=f(x)y=f(x)باشد، آنگاه نمودار باشد، آنگاه نمودار 

(c f(c))(c f(c))افقدارايداراي مماس افقخط مماس استاستخط (c,f(c))(c,f(c))استاستخط مماس افقيخط مماس افقيدارايداراي..
y

Y f( )
y

Y=f(x)
(c,f(c))( , ( ))

خط مماس

x
c d

٨٣

c d
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::::١١نكتهنكته
مشتق كه دارد وجود مشتقتوابعي كه دارد وجود توابعي وجود دارد كه مشتق توابعي وجود دارد كه مشتق توابعي

صفر آنھا نقاط بعض صفردر آنھا نقاط بعض در بعضي نقاط آنھا صفر در بعضي نقاط آنھا صفر در
نقاط آ ل نقاطش آ ل ميشود ولي در آن نقاطميشود ولي در آن نقاطش
ماكسيمم يا مينيمم ندارندماكسيمم يا مينيمم ندارند

٨٤
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::مثالمثالثالثال
)1()( 3f ::حلحل )1()( 3xxf

 10)1(3)( 2 xxxf
 0)1(3)(; 2 xxfx
ماكسيممx=x=11دردرffدرنتيجهدرنتيجه ماكسيممنه نه
 0)1(3)(; xxfx
xxدردرffدرنتيجهدرنتيجه نه ماكسيمم نه ماكسيمم 11

مينيمم نه مينيممدارد نه دارد نه مينيممدارد نه مينيممدارد
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::::٢٢نكتهنكته
دارد وجود داردتوابع وجود درتوابع دركه كه كه دركه در  توابعي وجود داردتوابعي وجود دارد

ا ا ا ت اك ا انقطه ا ا ت اك ا نقطه اي اكسترمم دارد امانقطه اي اكسترمم دارد امانقطه
يردر آن نقطه مشتقپذير در آن نقطه مشتقپذير  پ يرر پ ر

..نيستنيستنيستنيست
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::لل::مثالمثال
2:23 xx

 
2:6
2:23

)( xx
xx

xf 






 2:6)( xxxf

 

)2(1)2(3)2( fff 


)2(1)2(,3)2( fff  
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  ::تذكرتذكرتذكتذك
تابع تابعاگر نقطهffاگر نقطهدر باشدccدر شده باشدتعريف شده تعريف تعريف شده باشدتعريف شده باشدccدر نقطهدر نقطهffاگر تابعاگر تابع

لازم لازمشرط اينكهشرط اينكهبراي نقطهffبراي نقطهدر ccدر     ccر ر ffبراي ايبراي اير لازمر لازم
داشته باشد اين است كهداشته باشد اين است كهاكسترمم نسبياكسترمم نسبي بي م بير م ير يب ب

cc   تابع باشد، به تابع باشد، به   نقطه بحرانينقطه بحرانييك يك
مشتق در اين نقطه برابر مشتق در اين نقطه برابر عبارت ديگر عبارت ديگر 

اش ن ا اشف ن ا ..صفر يا موجود نباشدصفر يا موجود نباشدف
٨٨

خسرو حجتي



قضيهقضيه
م((آزمون مشتق اول براي اكسترممآزمون مشتق اول براي اكسترمم((   مي ي

روي روي   ffفرض كنيد تابع فرض كنيد تابع   ):):نسبينسبي
  ccفاصله بازي شامل نقطه بحراني فاصله بازي شامل نقطه بحراني 

پيوسته باشد و در پيوسته باشد و در   (a,b)(a,b)مانند مانند 
  ccتمام نقاط آن، احتمالا   بجز در تمام نقاط آن، احتمالا   بجز در 

..مشتقپذير باشدمشتقپذير باشدذذ
٨٩

خسرو حجتي



  شرايط آزمون مشتق اولشرايط آزمون مشتق اول
مثبت مثبت   (a,c)(a,c)اگر       روي فاصله اگر       روي فاصله ) ) ١١ )(xf 

در در   ffمنفي باشد آنگاه منفي باشد آنگاه   (c,b)(c,b)و روي و روي 
x=cx=c  يك ماكسيمم نسبي دارديك ماكسيمم نسبي دارد..
منفي منفي   (a,c)(a,c)اگر       روي فاصلهاگر       روي فاصله))٢٢

گ آ گث آ ث
)(xf 

دردر  ffمثبت باشد آنگاه مثبت باشد آنگاه (c,b)(c,b)و رويو روي
x=cx=cيك مينيمم نسبي دارديك مينيمم نسبي دارد..

خسرو حجتي



قادامه شرايط آزمون مشتقادامه شرايط آزمون مشتق ون ز ي قر ون ز ي ر
اولاولاولاول
از))٣٣ ھيچيك ازاگر ھيچيك ٢٢وو١١اگر   ٢٢وو١١اگر ھيچيك ازاگر ھيچيك از))٣٣

نباشد ا ق نباشدب ا ق ددffب   x=cx=cدردرffبرقرار نباشد،برقرار نباشد،
ن ن ا ناك ن ا ماكسيمم يا مينيمم نسبي ماكسيمم يا مينيمم نسبي اك

  ..نداردندارد
خسرو حجتي



ققبا استفاده از آزمون مشتق اول با استفاده از آزمون مشتق اول ::مثالمثال
ماكسيمم و مينيمم تابع داده شده را بدست ماكسيمم و مينيمم تابع داده شده را بدست 

آورده و تعيين كنيد در چه فواصلي صعودي آورده و تعيين كنيد در چه فواصلي صعودي 
ا ل انز ل ::و نزولي استو نزولي استنز

::حلحل 1082)( 23 xxxxf ::حلحل 1082)( xxxxf

 0)583(210166)( 22 xxxxxf








 3
515164x

٩٢




1
33

x
خسرو حجتي



::ادامه حلادامه حل
1 3

5

x 
1 3

)(xf 

)(
)(

xf
xf 

صعودي نزول xf)(صعودي صعودي نزولي صعودي

max minنسبي
٩٣

max minنسبي
خسرو حجتي



براي::قضيهقضيه دوم مشتق برايآزمون دوم مشتق آزمون آزمون مشتق دوم براي آزمون مشتق دوم براي ::قضيهقضيه
نسبي نسبياكسترممھاي كنيد::اكسترممھاي كنيدفرض ccفرض ccفرض كنيد فرض كنيد ::اكسترممھاي نسبياكسترممھاي نسبي

تابع بحراني نقطه تابعيك بحراني نقطه درffيك مشتق درو مشتق و و مشتق درو مشتق درffيك نقطه بحراني تابعيك نقطه بحراني تابع
اگر باشد،بعلاوه صفر نقطه اگراين باشد،بعلاوه صفر نقطه اين نقطه صفر باشد،بعلاوه اگر اين نقطه صفر باشد،بعلاوه اگر اين
اي فاصله در ودوم اول ايمشتقات فاصله در ودوم اول ي مشتقات ر   وم  ول و ي   ر   وم  ول و  

باشندccشاملشامل داشته باشندوجود داشته ::وجود ::وجو  بوجو  بccلل
٩٤

خسرو حجتي



دوم مشتق آزمون دومشرايط مشتق آزمون شرايط آزمون مشتق دومشرايط آزمون مشتق دومشرايط
،آنگاه))١١ ،آنگاهاگر ccدردرffاگر 0)( xf  ccدر در ffاگر          ،آنگاهاگر          ،آنگاه))١١

د دا ب ن يم دماك دا ب ن يم ماك
0)( xf

..ماكسيمم نسبي داردماكسيمم نسبي دارد
آنگا))٢٢ آنگااگ ددffاگ 0)(f  ccدر در ffاگر          ، آنگاهاگر          ، آنگاه))٢٢

ا ن ان ن ن
0)( xf 

..مينيمم نسبي داردمينيمم نسبي دارد

خسرو حجتي



با استفاده از آزمون مشتق با استفاده از آزمون مشتق   ::مثالمثال
دوم، ماكسيمم و مينيمم نسبي تابع دوم، ماكسيمم و مينيمم نسبي تابع 

396)( 23  xxxxf
ل

..داده شده را بيابيدداده شده را بيابيد
:حل

310)3)(1(
0)34(39123)( 22  xxxxxf
ط ق

06)1(126)(
3,10)3)(1(



fxxf

xxxx نقاط بحراني

06)3(
06)1(126)(







f
fxxf

ماكسيمم x=1بنابر اين درنقطه
٩٦

06)3( f
مينيمم نسبي دارد x=3نسبي ودر 

خسرو حجتي



،،  ffاگر در مورد تابعاگر در مورد تابع::نكتهنكته بع ور ر بعر ور ر ر
باشيم باشيمداشته   ::داشته باشيمداشته باشيم::داشته
0)()(  cfcf

نقاط مورد در دو مشتق نقاطآزمون مورد در دو مشتق آزمون
0)()(  cfcf

آزمون مشتق دوم در مورد نقاط آزمون مشتق دوم در مورد نقاط 
به اطلاع نسب مينيمم و بهماكسيمم اطلاع نسب مينيمم و ماكسيمم و مينيمم نسبي اطلاعي بهماكسيمم و مينيمم نسبي اطلاعي بهماكسيمم

نميدھد نميدھددست بايددست مواردي چنين بايددر مواردي چنين در در چنين مواردي بايددر چنين مواردي بايد..دست نميدھددست نميدھد
كرد استفاده اول مشتق آزمون كرداز استفاده اول مشتق آزمون از

٩٧
..از آزمون مشتق اول استفاده كرداز آزمون مشتق اول استفاده كرد

خسرو حجتي



ماكسيمم و مينيمم تابع دادهماكسيمم و مينيمم تابع داده::مثالمثال
1)2()( 4xxf 

بع ::لل م  ي ي م و  بع ي م  ي ي م و  ي
)()2(1..شده را بيابيدشده را بيابيد xxf 

:حل

بي بي بير بي ر

)2(12)()2(4)( 23 xxfxxf 
:ل

0)2()2(20)(
x

ffxxf




)(xf
x




)(
)(

xf
f

نزولي صعودي
٩٨

minخسرو حجتي



قماكسيمم و مينيمم مطلقماكسيمم و مينيمم مطلق م ي ي و م قي م ي ي و م ي
از قلمروش را از قلمروش را  d,c d,cو نقاطو نقاط  ffتابعتابع  ::تعريفتعريف

::در نظر بگيريددر نظر بگيريد
رويرويffماكسيمم مطلقماكسيمم مطلقراراf(c)f(c)))الفالف

گا ھ ند گ ش گاقل ھ ند گ ش )()(قل ff  ::قلمروش گويند، ھرگاهقلمروش گويند، ھرگاه
طلقااf(c)f(c)))بب طلقيني شffيني قل شي قل ي

)()( xfcf 
روي قلمروشروي قلمروشffمينيمم مطلقمينيمم مطلقراراf(c)f(c)))بب

ھرگاه ھرگاهگويند، )()(::گويند، xfdf  ر روي  ::وي 
را مطلق مينيمم يا راماكسيمم مطلق مينيمم يا مطلقماكسيمم مطلقاكسترمم گويندگوينداكسترمم
)()( xfdf 

٩٩

ق ر م  ي ي م ي  ق ري م  ي ي م ي  قي م  قر م  ويوي  ر
خسرو حجتي



::قضيهقضيه ::يي
تابع تابعاگر فاصلهffاگر فاصلهروي روي روي فاصله روي فاصله ffاگر تابعاگر تابع

[a b][a b]آنگاه باشد ته آنگاهپيو باشد ته ffپيو [a,b][a,b]پيوسته باشد، آنگاهپيوسته باشد، آنگاهff
ا ا له فا اا ا له فا روي اين فاصله دارايروي اين فاصله دارايا
ماكسيمم و مينيمم مطلق ماكسيمم و مينيمم مطلق طط

..استاست
١٠٠

خسرو حجتي



تابع::مثالمثال مطلق مينيمم و تابعماكسيمم مطلق مينيمم و ماكسيمم ماكسيمم و مينيمم مطلق تابعماكسيمم و مينيمم مطلق تابع::مثالمثال
كنيد پيدا را شده كنيدداده پيدا را شده ::داده ي ي  ر پي  ::  ر پي 

]1,2[,5964)( 23  xxxxxf )(f

:حل
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x
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:ادامه حل
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1 fx
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 024)3(3
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

 024)
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 ffff

22

ماكسيمم مينيمم مطلقطلق
طلق ١٠٢

خسرو حجتي

مطلق



قط قطق تقعر وتحدب و نقطه تقعر وتحدب و نقطه ق
عطفعطف

خسرو حجتي



را دررا در  y=f(x)y=f(x)نمودار تابعنمودار تابع::تعريفتعريف yy
  ::نامند، ھرگاهنامند، ھرگاه  مقعرمقعر  (a,f(a))(a,f(a))نقطه نقطه 

موجود باشدموجود باشد)         )         ١١..
ل لل ل

)(af 
نمودارنمودار))٢٢f(x)f(x) در فاصله كوچكي حول در فاصله كوچكي حول

نحنبالايبالايدردرx=ax=aنقطهنقطه بر اس نحنخط بر اس خط خط مماس بر منحنيخط مماس بر منحني  بالايبالايدردرx=ax=aنقطهنقطه
گيرد قرار نقطه اين گيرددر قرار نقطه اين ..در ير ر  ر ين   يرر  ر  ر ين   ..ر 

اگر نمودار تابعاگر نمودار تابعff  در ھر نقطه از فاصلهدر ھر نقطه از فاصلهII بع ر و بعر ر و زر ر زر ر ر
                IIروي فاصله روي فاصله   ffباشد، گويند نمودار باشد، گويند نمودار   مقعرمقعر

                                                  استاستمقعرمقعر١٠٤
خسرو حجتي



را دررا درy=f(x)y=f(x)نمودار تابعنمودار تابع::تعريفتعريف yy
  ::نامند، ھرگاهنامند، ھرگاه  محدبمحدب  (a,f(a))(a,f(a))نقطه نقطه 

موجود باشدموجود باشد)         )         ١١..
ل لل ل

)(af 
نمودارنمودار))٢٢f(x)f(x) در فاصله كوچكي حول در فاصله كوچكي حول

نحنپايينپاييندردرx=ax=aنقطهنقطه بر اس نحنخط بر اس خط خط مماس بر منحنيخط مماس بر منحني  پايينپاييندردرx=ax=aنقطهنقطه
گيرد قرار نقطه اين گيرددر قرار نقطه اين ..در ير ر  ر ين   يرر  ر  ر ين   ..ر 

اگر نمودار تابعاگر نمودار تابعff  در ھر نقطه از فاصلهدر ھر نقطه از فاصلهII بع ر و بعر ر و زر ر زر ر ر
              IIروي فاصله روي فاصله   ffباشد، گويند نمودار باشد، گويند نمودار   محدبمحدب

                                                  استاستمحدبمحدب١٠٥
خسرو حجتي



(b f(b))(b,f(b))

دب
مقعر

محدب

(a,f(a))

a b

١٠٦
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روي روي   ffفرض كنيد تابع فرض كنيد تابع   ::قضيهقضيه
داراي داراي   x=cx=cفاصله اي حول نقطه فاصله اي حول نقطه 

..مشتقات اول و دوم باشدمشتقات اول و دوم باشد
ناگاگ))١١ ن نآنگا ن ffآنگا 0)(f در در   ffآنگاه منحني آنگاه منحني اگراگر))١١

)نقطنقط f( ))( f( تقق(( تا ا
0)(  cf

.  .  استاستمقعرمقعر(c,f(c))(c,f(c))نقطهنقطه
)(ff  0اگر           آنگاه منحني اگر           آنگاه منحني ))٢٢  cf يي))

  محدبمحدب(c,f(c))(c,f(c))در نقطهدر نقطه
١٠٧

( , ( ))( , ( ))
خسرو حجتي..استاست



ععتعيين كنيد تابع داده شده در چه فاصله تعيين كنيد تابع داده شده در چه فاصله ::مثالمثال
::اي محدب و در چه فاصله اي مقعر استاي محدب و در چه فاصله اي مقعر است
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
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  ::تعريف نقطه عطفتعريف نقطه عطف
  نقطه عطفنقطه عطفرارا  (a,f(a)(a,f(a)))نقطهنقطه

گ گگ گ ::گويند، ھرگاهگويند، ھرگاهffنمودار تابعنمودار تابع
موجود باشدموجود باشد                --اا.. )(af 

فاصله اي حول نقطهفاصله اي حول نقطه--٢٢aa وجود داشته وجود داشته يي
از اين از اين   xxباشد بطوري كه به ازاي ھرباشد بطوري كه به ازاي ھر ي يي ي

::فاصله يكي از شرايط زير برقرار باشدفاصله يكي از شرايط زير برقرار باشد
١١٠

خسرو حجتي



  نقطه عطفنقطه عطفشرايط شرايط 
,0)(:  afaxif ))الفالف  

0)(:  afaxif 0)(:  afaxif

يايا
((

0)(:  afaxif
))بب

,0)(:  afaxif

0)(:  afaxif
خسرو حجتي



تعريف نشان ميدھد تعريف نشان ميدھد   ١١شرط شرط   ::١١نكتهنكته
كه در نقطه عطف، خط مماس بر كه در نقطه عطف، خط مماس بر 

..منحني وجود داردمنحني وجود دارد
ط٢٢نكتهنكته طش ك٢٢ش شا ف كت شا ف ت تعريف نشان ميدھد كه درتعريف نشان ميدھد كه در٢٢شرطشرط::٢٢نكتهنكته

x=ax=aميكند تغيير منحن تقعر ميكندجھت تغيير منحن تقعر درجھت دريعن يعن x=a x=a يعني دريعني در..جھت تقعر منحني تغيير ميكندجھت تقعر منحني تغيير ميكند
عنقطه عطف خط مماس بر منحني، آنرا قطعنقطه عطف خط مماس بر منحني، آنرا قطع ر ي بر عس ر ي بر س

Aميكند ميكند  Bf(a) Bf(a)

١١٢a
خسرو حجتي



::مثالمثال
عدر مثال قبل، منحني تابع در مثال قبل، منحني تابع    عي ي

به عطف نقطه دو بهداراي عطف نقطه دو و   ب داراي ي  و   ب ر ي  ر
است زير استترتيب زير ::ترتيب زير استترتيب زير است::ترتيب

3333 
6

,
6

 xx
١١٣66

خسرو حجتي



  ::قضيهقضيه::قضيهقضيه
تا كن ض تاف كن ض اffف له افا له فا در فاصله ايدر فاصله ايffفرض كنيد تابعفرض كنيد تابع

نقط نقطل ذل ذشتق شتق مشتقپذير ومشتقپذير و a aحول نقطهحول نقطه
ا ط قط اك ط قط ك (a,f(a)) (a,f(a)) يك نقطه عطف نموداريك نقطه عطف نمودار

گگ f f اگر         موجود باشداگر         موجود باشد..باشدباشد
گگ

)(af 

)(0    ::آنگاهآنگاه  af

خسرو حجتي



)()( xfxg  )()( f  فرض كنيد                ،پسفرض كنيد                ،پس::اثباتاثبات
ا ن طف انقطه ن طف نقطه

)()( xfxg  )()( xfxg 

 f fنقطه عطف نمودارنقطه عطف نمودار (a,f(a)) (a,f(a))چونچون
د پ ت دا پ ت يدھدا ت علا يدھدتغيي ت علا تغيي f است، پس      دراست، پس      درa a تغييرعلامت ميدھدتغييرعلامت ميدھد . .

تابع تابعيعني ياggيعني ماكسيمم نقطه اين يادر ماكسيمم نقطه اين در
f 

در اين نقطه ماكسيمم يا در اين نقطه ماكسيمم يا  g gيعني تابعيعني تابع
پس دارد، نسبي پسمينيمم دارد، نسبي ر پس                 مينيمم بي  م  ي ر پس                 ي بي  م  ي ي
::و در نتيجهو در نتيجه

0)(  ag0)(  af
١١٥

خسرو حجتي



::نكتهنكته::نكتهنكته
ال ت ا عطف نقاط ن ت الا ت ا عطف نقاط ن ت ا براي تعيين نقاط عطف احتمالي براي تعيين نقاط عطف احتمالي   

بررxxبايدبايد،،f(x)f(x)منحنمنحن را بررھاي را ھاي ھايي را بررسيھايي را بررسي x xبايدبايد،، f(x) f(x)منحنيمنحني
آنھا ازاي به كه آنھاكني ازاي به كه ::كنيم كه به ازاي آنھاكنيم كه به ازاي آنھا::كني

اشد))الفالف ن د د اشدشتق ن د د شتق مشتق دوم موجود نباشدمشتق دوم موجود نباشد))الفالف
)(0))بب      af

خسرو حجتي



تعيين كنيد منحني تابع داده تعيين كنيد منحني تابع داده   ::مثالمثال
شده در چه فواصلي مقعر يا محدب شده در چه فواصلي مقعر يا محدب 

نقاط عطف احتمالي آنرا پيدانقاط عطف احتمالي آنرا پيدا..استاست
)(248::كنيدكنيد 234  xxxxf
::حلحل

48244)( 23  xxxxf
484812)( 2  xxxf

١١٧

خسرو حجتي



::حلحلادامهادامه
0)2(0)44(120)( 22  xxxxf

::حلحلادامهادامه
0)2(0)44(120)(  xxxxf

نقط شتق ك نقطا شتق ك با وجودي كه مشتق دوم در نقطهبا وجودي كه مشتق دوم در نقطها
ا22 ھ ل ش اف ھ ل ش ف x=x=2 2  صفر ميشود ولي ھمواره صفر ميشود ولي ھمواره

د ت ا ت دث ت ا ت مثبت است و در مثبت است و در ث
ق قا ا نتيجه منحني ھمواره مقعر نتيجه منحني ھمواره مقعر       

..استاستاا
خسرو حجتي



عرسم نمودار توابعرسم نمودار توابع و ر و م عر و ر و م ر
تابعتابع  ):):عموديعمودي((تعريف مجانب قايمتعريف مجانب قايم يم ب ج يمري ب ج ي((ري يو بعبع))و

y=f(x) y=f(x) ھرگاهھرگاه::مفروض استمفروض است:: y ( )y ( ررروضروض(
 )(,)(,)( limlimlim xfxforxf

خط خطآنگاه عموديx=ax=aآنگاه مجانب عموديرا مجانب را
  axaxax

را مجانب عموديرا مجانب عموديx=ax=aآنگاه خطآنگاه خط
گويندگويندffنمودارنمودار ..گويندگويند f fنمودارنمودار

١١٩

خسرو حجتي



::مثالمثال
مجانبھاي عمودي تابع داده شده را مجانبھاي عمودي تابع داده شده را 

32)( 


xxf بيابيدبيابيد
)4)(1(

)( 22 


xx
xf

))((
 0)2)(2)(1()4)(1( 222 xxxxx ::حلحل





2

))()(())((

x عمودي عموديمجانبھاي مجانبھاي




2

x ي و ي  بھ يج و ي  بھ ج
خسرو حجتي



افق مجانب :تعريف مجانب افقي:تعريف
)fتا ت( ا ض گاف :ھرگاه: مفروض است y=f(x)تابع 

Rbxf )(limf
x 

)(lim
يy مجانب افقيرا y=bآنگاه خط
.گويند fنمودار

١٢١

خسرو حجتي



::مثالمثال
مجانبھاي افقي تابع داده شده را مجانبھاي افقي تابع داده شده را   

)(143بيابيدبيابيد
3  xxf

2
143)( 23 




xx
xxxf

:حل
33143)(

3

limlim 


 yxxxf

:ل
33

2
)( 23limlim 






y
xx

xf
xx

مجانب 
ا افقي١٢٢

خسرو حجتي



مايل مجانب مايلتعريف مجانب ::تعريف مجانب مايلتعريف مجانب مايل::تعريف
yتابعتابع f(x)y f(x)است استمفروض ::اگراگرمفروض ::اگراگر. . مفروض استمفروض استy=f(x)y=f(x)تابعتابع  

)(li xf     
ا دا ت ا كن تا دا ن اآنگا دا ت ا كن تا دا ن آنگا




)(lim xf
x

آنگاه نمودار تابع ممكن است داراي آنگاه نمودار تابع ممكن است داراي 
له ا ه ل ا لهان ا ه ل ا   y=ax+by=ax+bمجانب مايلي به معادلهمجانب مايلي به معادلهان

..باشدباشدشش
١٢٣

خسرو حجتي



ل ا ان ن ت ا لش ا ان ن ت ا ::ش
xf )(

روشھاي تعيين مجانب مايلروشھاي تعيين مجانب مايل::
١١((xfaI 

)() lim ١١((
xx 

) lim
axxfbII  ))(() lim axxfbII

x 

))(() lim
baxy  مايل مجانب مايلمعادله مجانب baxyمعادله 

خسرو حجتي

معادله مجانب مايلمعادله مجانب مايل



::ادامه روشھاي تعيين مجانب مايلادامه روشھاي تعيين مجانب مايل ي ب ج يين ي ھ يرو ب ج يين ي ھ رو
در مورد توابع گويا، اگر درجه صورت در مورد توابع گويا، اگر درجه صورت   ))٢٢

ق ا ا ا ا قك ا ا ا ا يك واحد از درجه مخرج بيشتر باشد، از تقسيم يك واحد از درجه مخرج بيشتر باشد، از تقسيم ك
حاصل چنين مجانب معادله مخرج بر حاصلصورت چنين مجانب معادله مخرج بر صورت بر مخرج معادله مجانب چنين حاصل صورت بر مخرج معادله مجانب چنين حاصل صورت

::ميشودميشود
)(deg)(deg:

)(
)(

)(
)()( xqxrxrbaxxpxf 

ط طا اا ل اا ل ا

)(g)(g
)()(

)( q
xqxq

f

در اينصورت خطدر اينصورت خطy=ax+by=ax+b     معادله مجانب     معادله مجانب
استاستمايلمايل

١٢٥
..استاستمايلمايل

خسرو حجتي



  ::مثالمثال
معادله مجانب مايل تابع زير را معادله مجانب مايل تابع زير را 

532 2  xx ::بدست آوريدبدست آوريد
4

532)(




x

xxxf

11239112)(

4

f

x
:حل

112
4

112)( 


 xy
x

xxf

مجانب 
مايل١٢٦

خسرو حجتي



رنرنتقارنتقارن

خسرو حجتي



f(x,y)=f(x,y)=00  yyمعادلهمعادله::انواع تقارنانواع تقارن
::مفروض استمفروض است

اگر با تبديل اگر با تبديل   ))١١yy  بهبه––yy   معادله معادله
  ھا محور تقارنھا محور تقارن  xxمحور محور تغيير نكند تغيير نكند 

..استاست
اگر با تبديلاگر با تبديل))٢٢xxبهبه––xxمعادلهمعادله ((

          ھا محور تقارنھا محور تقارنyyمحورمحورتغيير نكندتغيير نكند
١٢٨

yy
خسرو حجتي..استاست



yyبهبه  xxو و xxبهبهyyاگر با تبديلاگر با تبديل))٣٣•• ((yyyy
محور محور     x=xyy=خطخطمعادله تغيير نكندمعادله تغيير نكند yy

..استاستتقارنتقارن
۴۴((   اگر با تبديل اگر با تبديلxx  بهبه--xx    و  وyy  بهبه--

yyمبدا مختصات مبدا مختصات معادله تغيير نكندمعادله تغيير نكند
قا قاك ااك ..استاست  مركز تقارنمركز تقارن
ااااطط ۵۵(( خط خطx=ax=aاستاست  محور تقارنمحور تقارن

f(f(22اگاگ ) f( )) f( ) f(f(22aa--x,y)=f(x,y)x,y)=f(x,y)اگراگر
خسرو حجتي



رن::ادامه انواع تقارنادامه انواع تقارن ع رنو ع و

۶۶((    خط  خطy=by=b  است است   محور تقارنمحور تقارن
f(x,f(x,22bb--y)=f(x,y)y)=f(x,y)  اگراگر
نقطه نقطه ))٧٧((a,b)a,b)استاست  مركز تقارنمركز تقارن (((( , ), )

)) f(f(22aa--x,x,22bb--y)=f(x,y) y)=f(x,y)اگراگر y) ( y)y) ( y)

١٣٠

خسرو حجتي



محور تقارن تابع داده شدهمحور تقارن تابع داده شده))١١مثالمثال ((
..را بيابيدرا بيابيد

cbxaxxf  2)( :حل
cx

a
bbx

a
bax

a
bf 







 2 )()()(
:

cbxaxcbxbxxbba

aaa

 2
2

2
2

)2(

ا انا ازتقاتقانا ت ا ت ازا ت ا ت ا

cbxaxcbx
a

xx
aa

a  2 )2(

b bx::عبارت است ازعبارت است ازمحور تقارنمحور تقارنبنابراينبنابراين
2



١٣١a2

خسرو حجتي



مركز تقارن تابع داده شده را مركز تقارن تابع داده شده را ))٢٢مثالمثال
..بيابيدبيابيداا

)( baxf
::حلحل

)(
dcx

xf


 )2(2 bxdad








2

)(
)2( d

bx
c

a
x

c
df

 )2( dx
c
dcc








22 bcacxadbcacxad

١٣٢    






)(2 2 dcxccdxccd

خسرو حجتي



22 bcacxacxad





)( dcxc





2)()(2 baxabaxcdcxa








2
)( dcxcdcxc 

)(2 xfa


c
است تقارن مركز )(درنتيجه adدرنتيجه مركز تقارن           است. ),(

cc
خسرو حجتي



مركزو محورھاي تقارن مركزو محورھاي تقارن ))٣٣مثالمثال ((
422..تابع داده شده را بيابيدتابع داده شده را بيابيد  yx

  yyو  و    xx--بهبه  xxچون با تبديل چون با تبديل   ::حلحل
مبدا مبدا معادله تغيير نميكند معادله تغيير نميكند --  yyبهبه

بديھيبديھي..استاستمختصات مركز تقارنمختصات مركز تقارن
محورھايمحورھاياست ھر كدام ازاست ھر كدام از

استاستمحور تقارنمحور تقارننيزنيزمختصاتمختصات
١٣٤

خسرو حجتي



تابع يك نمودار تابعرسم يك نمودار ::رسم ::رسم نمودار يك تابعرسم نمودار يك تابع
صريح تابع نمودار رسم صريحبراي تابع نمودار رسم ووy=f(x)y=f(x)براي yبراي رسم نمودار تابع صريحبراي رسم نمودار تابع صريح f(x)y f(x)  و  و

، به ترتيب زير ، به ترتيب زير f(x,y)=f(x,y)=00يا تابع ضمنييا تابع ضمني ي بع يي بع )ي y)( y)زير يب ر زيرب يب ر ب
..عمل مي كنيمعمل مي كنيم

..قلمرو تابع را تعيين مي كنيمقلمرو تابع را تعيين مي كنيم))11
قا))22 ك قا قاا ك قا ا محـــورهاي  تقارن و مركز تقارنمحـــورهاي  تقارن و مركز تقارن))22

ت د ه د ج ت د ا ع تا دا تن د ه د ج ت د ا ع تا دا نمودار تابع را در صورت وجود به دست نمودار تابع را در صورت وجود به دست ن
آوريم آوريمم ..مي آوريممي آوريمم

خسرو حجتي



صورت))33 در را تابع نمودار صورتمجانبهاي در را تابع نمودار مجانبهاي مجانبهاي نمودار تابع را در صورتمجانبهاي نمودار تابع را در صورت))33
يم..وجود تعيين مي كنيموجود تعيين مي كنيم ي يين يموجو ي يين وجو

فاصله هايي را كه نمــودار تابع درفاصله هايي را كه نمــودار تابع در))44
آنها صعودي و يا نــزولي است تعيين  آنها صعودي و يا نــزولي است تعيين  

..مي كنيممي كنيمكك
ت))55 اك تنقاط اك اكاك((نقاط ماكسيمم و  ماكسيمم و  ((نقاط اكسترممنقاط اكسترمم))55

را))مينيمممينيمم ابع ت ق مطل و رانسب ابع ت ق مطل و نسب نسبي و مطلــق تـــابع رانسبي و مطلــق تـــابع را))مينيمممينيمم
ميآوريم دست ميآوريمبه دست ..به دست مي آوريمبه دست مي آوريم..به

خسرو حجتي



نقاط عطف نمودار تابع را در صورتنقاط عطف نمودار تابع را در صورت))66 ور)) ر ر بع ر ورو ر ر بع ر و
..وجود پيدا مي كنيموجود پيدا مي كنيم

فاصله هايي را كه نمودار تابع در آنهافاصله هايي را كه نمودار تابع در آنها))77
ك ا كا ا ..مقعر يا محدب است تعيين مي كنيممقعر يا محدب است تعيين مي كنيما

ل))88 يكجد اد ده لاطلاعاتبدستآ يكجد اد ده اطلاعاتبدستآ اطلاعات بدست آمده رادريك جدولاطلاعات بدست آمده رادريك جدول))88
..مي نويسيممي نويسيم..مينويسيممينويسيم

عبا اختيار چند نقطه دلخواه از تابع،با اختيار چند نقطه دلخواه از تابع،))99 ز و چ عر ز و چ ر
منحني همواري از نقاط به دست آمدهمنحني همواري از نقاط به دست آمده

..رسم مي كنيمرسم مي كنيم
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::تمرينتمرين رينرين
..نمودار تابع زير را رسم كنيدنمودار تابع زير را رسم كنيد ي م ر ر زير بع ر يو م ر ر زير بع ر و

xx 123 2  xx)x(f 123 


x
)(

خسرو حجتي



مجانب قايم::حلحل
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حل حلادامه ::ادامه
٢ - ٠ ٢+

::ادامه حلادامه حل

x
 )(xf ٠ ٠

صعودي نزولي صعودي

 )(xf

محدب مقعر
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تابع تابعنمودار نمودار تابعنمودار تابعنمودار
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::صورتهاي مبهمصورتهاي مبهم بهم ي ه بهمور ي ه ور
زممكن است در محاسبه حد بعضي ازممكن است در محاسبه حد بعضي از ي ب ب ر زن ي ب ب ر ن

::توابع با صورتهايي مانندتوابع با صورتهايي مانند
0
0
0  ,     ,   0 ,  0 ,   ,  1






شويم شويممواجه صورتهايمواجه را صورتها صورتهاياين را صورتها اين
0

اين صورتها را صورتهاياين صورتها را صورتهاي..مواجه شويممواجه شويم
ميناميم نامعين يا ميناميممبهم نامعين يا ..مبهم يا نامعين مي ناميممبهم يا نامعين مي ناميم..مبهم
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) :) :قاعده هوپيتالقاعده هوپيتال((قضيهقضيه ل((يي هوپي لد هوپي ))د
بر فــاصله بر فــاصله ggووffفرض مي كنيم توابعفرض مي كنيم توابع بع و يم ي بعرض و يم ي بربرggوورض

، جز احتمالاً در، جز احتمالاً درIIمانندمانند  aaبازي از نقطهبازي از نقطه
aaهمچنين، به ازايهمچنين، به ازاي..مشتقپذير باشندمشتقپذير باشند
در ايـــندر ايـــن ≠ ≠ II ، ،00gg΄́(x) (x)دردرx ≠ ax ≠ aهرهر

اگ اگت صورت، اگرصورت، اگرت
)(li )(fli                                                      0وو


)x(glim

ax
0


)x(flim

ax
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اش اش اشاگ اش x(fli(اگ
و اگر                        وجود داشته باشدو اگر                        وجود داشته باشد

)x(g
)x(flim

ax 

::آنگاهآنگاه
)x(g

)x(f)x(f  ::آنگاهآنگاه
)x(g
)x(flim

)x(g
)x(flim

axax 




حدود، ه هم كه ورت ص در حدود،قضيه ه هم كه ورت ص در قضيه
)(g)(g

قضيه در صـــورتي كه همـه حدود،  قضيه در صـــورتي كه همـه حدود،  
چپحدهاي راست يا همه حــدهاي چپ حدهاي راست يا همه حــدهاي چپ  ي ي ر چپي ي ي ر ي

..باشند نيز برقرار استباشند نيز برقرار است ر ر بر يز رب ر بر يز ب
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::نكتهنكتهنكتهنكته
)x(f هرگاه                      به صورت مبهمهرگاه                      به صورت مبهم
)x(g
)x(flim

ax 0
0

ال ت ه قاعد گ د ا ا ت الاشد ت ه قاعد گ د ا ا ت اشد
)x(gax0

باشد مي توان بار ديگر قاعده هوپيتـال  باشد مي توان بار ديگر قاعده هوپيتـال  
توابع اينكه ب وط مش د ب كار به توابعرا اينكه ب وط مش د ب كار به ́΄ffرا   ffرا به كار برد، مشروط بر اينكه توابعرا به كار برد، مشروط بر اينكه توابع

صــدق́΄ggوو هوپيتال قضيه شرايط صــدقدر هوپيتال قضيه شرايط در در شرايط قضيه هوپيتال صــدق  در شرايط قضيه هوپيتال صــدق  ggوو
ركند، اين روند را تا زماني كه حد كسـركند، اين روند را تا زماني كه حد كسـر ي ز ر رو رين ي ز ر رو ين
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ا ا ل اا ا ل حاصل به صورت مبهم       باشد تــاحاصل به صورت مبهم       باشد تــا0ا
0
0

..پايان مرتبه مي توان تكرار كردپايان مرتبه مي توان تكرار كرد
0

..حد زير را محاسبه كنيدحد زير را محاسبه كنيد::تمرينتمرين
233  xxli 252 22  xx

lim
x 252 xx
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::حلحل

xx  233 Hopxxlim 
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2 xx  252 22x

9x3 32 9x3lim 



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lim 


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 542x 4x 54
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بدون بدون   xxقاعده هوپيتال در صورتي كهقاعده هوپيتال در صورتي كه
ا ش ا اف ا اك ش ا اف ا ))ك  اا(∞+(∞+ x (x )كران افــزايش يابدكران افــزايش يابد     xxيايا  (∞+(∞+

يابد كاهش ان ك يابدبدون كاهش ان ك x(x)بدون  ز(∞(∞-- زن ن x (x )بدون كران كاهش يابدبدون كران كاهش يابد نيز نيز (∞(∞--
است استبرقرار ..برقرار استبرقرار است..برقرار

)()( ff 
)(
)(lim

)(
)(lim xfxf





)()( xgxg xx 
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::تمرينتمرين
حدهاي زيـر را در صورت وجود محاسبه حدهاي زيـر را در صورت وجود محاسبه 

..كنيدكنيدكنكن
02limlim
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) :) :قاعده هوپيتالقاعده هوپيتال((قضيهقضيه ل((يي هوپي لد هوپي ))د
بر فــاصله   بر فــاصله   ggووffفرض مي كنيم توابعفرض مي كنيم توابع بع و يم ي بعرض و يم ي بربرggوورض

، جز احتمالاً در، جز احتمالاً درIIمانندمانند  aaبازي از نقطهبازي از نقطه ز زي زب زي رب رجز جز
aaهمچنين، به ازايهمچنين، به ازاي..مشتقپذير باشندمشتقپذير باشند
در ايـــندر ايـــن ≠ ≠ II ، ،00gg΄́(x) (x)دردرx ≠ ax ≠ aهرهر

صورت، اگرصورت، اگراگاگ
يايا                                                            


)x(flim

ax


ax
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ن نا )(li)x(fliا
 يا                         و نيزيا                         و نيز        


)x(glim

ax


)x(g
)(lim

ax 

::آنگاهآنگاه..وجود داشته باشدوجود داشته باشد
)(f)(f 
)(
)x(flim

)(
)x(flim






ك ت كقض ت قض
)x(g)x(g axax 

قضيه در صورتي كه همه حـــدود،قضيه در صورتي كه همه حـــدود،
حدهاي حدود همه يا راست حدهايحدهاي حدود همه يا راست حدهاي راست يا همه حدود، حدهايحدهاي راست يا همه حدود، حدهايحدهاي

است برقرار نيز باشند استچپ برقرار نيز باشند ..چپ باشند نيز برقرار استچپ باشند نيز برقرار است..چپ
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::تمرينتمرينتت
ه ا د ت د ا ز هد ا د ت د ا ز حد زير را در صــورت وجود محاسبه حد زير را در صــورت وجود محاسبه د

د دكن ..كنيدكنيدكن
tan.cotlicotli)ln(sinli xxxx Hop

sec
lim

tan
sec

lim
)ln(tan
)(lim 22 

  x
x

xx xxx 000

1coslim1lim

tan
2  x

x

1coslim
sec

lim 2 
 

x
x xx 00
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هوپيتال((قضيهقضيه هوپيتالقاعده :قاعده (: ( ) :) :قاعده هوپيتالقاعده هوپيتال((قضيهقضيه
توابع كنيم م توابعفرض كنيم م هرggووffفرض ازاي هربه ازاي به به ازاي هربه ازاي هرggووffفرض مي كنيم توابعفرض مي كنيم توابع

x > Nx > NكهكهNN،است مثبتي ثابت است،عدد مثبتي ثابت عدد x  Nx  NكهكهNN،عدد ثابت مثبتي است،عدد ثابت مثبتي است
،  ،  x < Nx < Nمشتقپذير باشند و به ازاي هرمشتقپذير باشند و به ازاي هر ر ي ز ب و ب ير رپ ي ز ب و ب ير پ

00gg΄́(x) (x) ≠ ≠ در ايـــن صورت، اگردر ايـــن صورت، اگر
)x(flimيايا                                                 يي


)x(flim

x

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ن نا x(fli(li)(ا
 يا                         و نيزيا                         و نيز        


)x(glim

x


)x(g
)(lim

x 

::موجود باشد، آنگاهموجود باشد، آنگاه
)x(flim)x(flim




)x(g)x(g xx 

x x قضيه در صورت تعويضقضيه در صورت تعويض +∞+∞
x x بابا ..نيز معتبر استنيز معتبر است∞∞--
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::تمرينتمرينتت
ه ا د ت د ا ز هد ا د ت د ا ز حد زير را در صــورت وجود محاسبه حد زير را در صــورت وجود محاسبه د

د دكن ..كنيدكنيدكن
x

1li1li)1ln(li  xx

x

x ee
e

e
2
1

2
lim1lim

x
)1ln(lim 
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 xxxx e
eee

212
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توابع مورد در توابعاگ مورد در باشيمggووffاگ باشيمداشته داشته داشته باشيمداشته باشيمggووffاگر در مورد توابعاگر در مورد توابع
،                         آنگاه،                         آنگاه                                        


)x(glim

ax
0


)x(flim

ax

صورت به صورتعبارت به x(glim).x(flim(عبارت                                 به صورتعبارت                                 به صورتflim)x(glim).x(عبارت
axax 

براي رفع ابهام  براي رفع ابهام  ..درمي آيددرمي آيد00××∞∞مبهممبهم
را به يكي از دو صورترا به يكي از دو صورتf(x)g(x)f(x)g(x)تابعتابع
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)x(f )x(g                                                        يايا
)(

)x(f)x(g)x(f 1
)x(f

)x(g)x(g)x(f 1

هنن د د ل ع ا ها د د ل ع ا ا
)x(g )x(f

با اين عمل حد مورد بهبا اين عمل حد مورد به..مي نويسيممي نويسيم
ل ت ا ا ت ا لك ت ا ا ت ا ك يكي ازصورتهاي مبهم     يا       تبديليكي ازصورتهاي مبهم     يا       تبديل0




0
مي شود كه در هر دو حالت مي توانيممي شود كه در هر دو حالت مي توانيم

..قاعده هوپيتال را به كار مي بريمقاعده هوپيتال را به كار مي بريم
خسرو حجتي



::تمرينتمرينتت
ت د ه د ت د ا ز تد د ه د ت د ا ز حد زير را در صــورت وجود به دست حد زير را در صــورت وجود به دست د

يد يدآو ..آوريدآوريدآو
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limlnlim)(lntanlim  xxxx
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مبهم مبهمصورت ∞∞صورت -- نظرگرفتن∞∞ در نظرگرفتنبا در با با در نظرگرفتنبا در نظرگرفتن∞∞ ∞ ∞صورت مبهمصورت مبهم
نظير نظيرعبارتهايي x(glim)x(flim(عبارتهايي  عبارتهايي نظيرعبارتهايي نظير

باشيم داشته آن در كه ميآيند باشيمبدست داشته آن در كه ميآيند بدست
)(g)(

axax 

بدست مي آيند كه در آن داشته باشيمبدست مي آيند كه در آن داشته باشيم
 )x(glim)x(flim

آن مبهم، صورت اين از ابهام رفع آنبراي مبهم، صورت اين از ابهام رفع براي


)(g)(
axax

براي رفع ابهام از اين صورت مبهم،  آن براي رفع ابهام از اين صورت مبهم،  آن 
يا مبهم صورت دو از يك به يارا مبهم صورت دو از يك به را به يكي از دو صورت مبهم     يا     را به يكي از دو صورت مبهم     يا     0را

كن م ديل كنت م ديل ت
0

..تبديل مي كنيمتبديل مي كنيم
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::تمرينتمرينتت
كن ا كنا ا ..حد زير را محاسبه كنيدحد زير را محاسبه كنيدا
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