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ا )ن )١(رياضيات وکاربرد آن در مديريت     :نــام درس

ا ا٣ا واحد٣    :تعداد واحـد

اا ا ا

ال ل

رياضيات پايه  :نام  منــبع

 ليـــدا فـــرخو:    مؤلــــــف

مھدی صحت خواه   :تھيه کننده

دانشگاه پيـــــام نور    :ناشـــــــر



ھدف كلي اين درس آموزش مباحثی از رياضيات است که دانشجويان رشته ھای
.  رشته ھای علوم انسانی دردروس تخصصی خود به آنھا نياز خواھند داشت

کتاب بمباحث ب 
.برای نيل به اھداف کلی ،مباحث زير درشش فصل تدوين شده است

نظريه مجموعه ھا  :فصل اول

.اسلايد می باشد 44که شامل  
   

 دستگاھھای مختصات :فصل دوم

.اسلايد می باشد ۴٧که شامل  



  رابطه وتابع :فصل سوم

.اسلايد می باشد  69که شامل   
  

 حد وپيوستگی توابع :فصل چھارم

.اسلايد می باشد ٧١که شامل   

پنجم تقفصل ش مشــــتق:فصل پنجم

.اسلايد می باشد٧١که شاملل

   

شش شتقفصل ھا کا کاربردھای مشتق :فصل ششم

ل شا اشد٧۴که د لا ا .اسلايد می باشد٧۴که شامل 



در آغاز ھر فصل نکاتی به عنوان  راھنمای مطالعه وھدف کلی آمده است،که به 

شما کمک می کند تا منظـور کل آن فصـــل را دريابيد،درقسمتی که با عنوان 

ھدف ھای رفتاری وآموزشی مشخـص شده است ،ازشما انتـظارمی رود که پس

ازپايان مطالعه ھرفصل مطالبی را که يادگرفته ايد با توجه به ھدف ھای رفتاری
.بسنجيد 

بيان يک مفھوم ،مقايسه دو مفھوم بايکديگر، توضيح يک ” يادگيری می تواند مثلا

نظر به پيوستـگي مفاھيم .قضيه نتيجه گيری ازيک مطلب، يا حل يک مسئله باشد

رياضی ،تا زمانی که به ھدف ھای يک فصل نايل نشده ايد،و مسائل آن فصل را 

.حل نکرده ايد به فصل بعدی نپردازيد



وفصــــل اول

نظريه مجموعه ھا

:ھدف کلی

جبری آن،اعمال ،انواع مجموعه مفھوم با که است اين فصل اين کلی ل جبریھدف ن ع  و و  ج ھوم  ين   ب  ل  ين  ی   

.روی مجموعه ھا،و ويژگی ھای اين اعمال آشنا شويد



:ھدفھای رفتاری

:از شما انتظار می رود پس از پايان مطالعه اين فصل بتوانيد

کن١ ا اشنا ا .مجموعه ھاراشناسايی کنيد١.

کنيد٢ راتعيين شده داده ھای مجموعه عضوھای .عضوھای مجموعه ھای داده شده راتعيين کنيد٢.

.زيرمجموعه ھای ھر مجموعه داده شده راتعيين کنيد٣.

.مثال ھايی از مجموعه تھی بياوريد.مجموعه تھی راشناسايی کنيد۴.

اعمال جبری روی مجموعه ھاراتعريف کنيدوبرای مجمــوعه ھای داده شده ،۵.
بدھيد راانجام نظر مورد .اعمال مورد نظر راانجام بدھيداعمال

.بازه ھای باز وبسته راتشخيص بدھيدو آنھا را به صورت مجموعه نمايش بدھيد۶.

.مفھوم مجموعه جھانی را توضيح بدھيد٧.



کنيد٨. ،تعيين شده داده جھانی مجموعه به نسبت را مجموعه ھر .مکمل ي. يين  ی    و جھ ج ب ب  و ر  ج ر  .ل 

.ويژگی ھای اعمال جبری روی مجموعه ھارابيان کنيد ودرمسائل به کارببريد٩.

.را بيان کنيدودرمسائل به کارببريد»دمورگان «قوانين ٠١.

.تعدادعناصر ھرمجموعه متناھی داده شده راتعيين کنيد١١.

حاصل ضرب دکارتی دو مجموعه رابيان کنيد وآن رابرای مجموعه ھای داده٢١.
.شده محاسبه کنيد 



:مقدمه
نقطه آغازی برای” مجموعه يکی از بنيادی ترين مفاھيم دررياضيات است وغالبـا

،در”مثلا. رياضيات پايه و کاربردھای آن در بسياری از علوم محسـوب می شود

ا خانه کا ک ات ل ت ه از ت ا ا ت رشته مديريت درموارد بسياری صحبت از مجموعه تولـيدات يک کارخانه ،يــاشته

واحد يک مدير برای ممکن تصميمھای مجموعه ،يا کارگاه يک کارگران مجموعه کارگران يک کارگاه ،يا مجموعه تصميمھای ممکن برای مدير يک واحدمجموعه
 

برای درک بسياری ازمطـالب ارائه شده دراين کتاب،.ونظاير آن به ميان می آيد

. آشنايی باتعاريف ومفاھيم اوليه نظريه مجموعه ھا ضروری است

دراين فصل ،مفھوم بنيادی مجموعه واعمال جبری روی مجموعه ھا رامورد بحث 
دھيم م .قرار می دھيمقرار



ه١١١ د ش ف مفھوم شھودی مجموعه١-١-١

آن تفاوت دارد) عادی يا روز مره(مفھوم رياضی يک مجموعه با مفھوم شھودی
کاملا آن دھنده تشکيل اشيای که است معين ھنگامی رياضی ازنظر مجموعه ”يک ن  يل   ی  ي ين    ی  ی  ر ري ز و  ج  ي 

به بيان ديگر ھنگامی که برای ھر شی به دقت بتوان تـعيين کرد .مشخص باشند
.آن شی به آن مجموعه دارد يا تعلق ندارد

به طورکلی ،صفاتی مانند مھـــارت،تبحر، زيبايی، زشـتی،کوچکی،بزرگی،
ليقگ ش خ ، زگ ش کنندهخ شخ انند ت ،ن ند ندا دقيق يف ت که که تعريف دقيقی ندارند ،نمی توانند مشخص کننده...خوشمزگی،وخوش سليقگي و

.يک مجموعه باشند 



:ل:مثال٢-١-١
:ھريک ازدسته ھای زير يک مجموعه است

.١٠٠تا١دستــه اعدادصحيـــح از أ-

ل .دستــه حروف الفبای زبــان فارسیب-

ازج کمتر آنھا سن که نور پيام دانشگاه ازدانشجويان دسته است٢۵آن .است ٢۵آن دسته ازدانشجويان دانشگاه پيام نور که سن آنھا کمتر از ج-

يی.دستـه کتاب ھای درسـی سال اول ابتدايید- و ی ر

.دسته شھرھای کشور جمھوری اسلامی ايران ه-

. دستــه سيــارات منظـومـه شمســی و-



:قرارداد٣-١-١
مجموعهxاگر از عضوی ،Sنويسيم می :باشد، وxر ج ز  وی   S يم وي ی  :ب 

Sx
يا به طور» استSعضوی ازx«يا» استsمتعلق به مجموعهx«ومی خوانيم
Sxنقيض          رابا نماد.»استSدر x«خلاصه،

خوانيم ومی دھيم می نداردsبهx«يا»نيستSعضوx«نشان طور»تعلق به يا
Sx

يم و ی  يم و ی  رsبx«ي»يSوx«ن  ور» ق  ي ب 
.»نيستSدر  x«خلاصه، 

و  D, C ,B, A,...ازاين پس مجموعه ھا را با حروف بزرگ لاتين مانند    
.،نشان خواھيم داد d, c, b, a ,...عضو ھای آنھا را باحروف کوچک لاتين نظيرآ

:نکته۴-١-١ :نکته۴-١-١
S، به xبتوان تشخيص دادكه  xزمانی معين است که برای ھر شی Sمجموعه 

نه يا دارد .تعلق دارد يا نهتعلق



:نمايش مجمو عه ھا ۶-١-١

جدااز ھم » ,«برای نمايش يک مجمو عه تمام عضو ھای آن را، که با علامت 
آ ا اخل ا :کرده ايم، درداخل ابرو می آوريمک

 8642A و  732685S

برای مــثال دو .توجه کنيد که ترتيب نوشتن اعضای مجموعه ، اھميتی ندارد

 8,6,4,2A  و  73,26,8,5S 

مجموعه
 3,2,1 و  2,1,3

.درواقع يک مجموعه را نمايش می دھند



درمواردی که نوشتن تمام عضو ھای يک مجموعه غيرعملی باشد، مانند مجموعه 

عضو ھا را می توانيم برحسب خاصيت مشترکی معين” ،معمولا)ب(۵- ١- ١تمرين 

 x، بيان کننده اين خاصيت مشــترک مربوط به P(x)فرض می کنيم گزاره .کنيم 

گلگ آ ھايی باشد که به ازای آنھا گزارهxشامل تمام Sدراين صورت اگر مجموعه . باشد

P(x)نويسيم ،م است :درست است ،می نويسيمP(x)درست

 )x(PxS 

مانند

 0)4x3)(1x2(QxA  0)4x3)(1x2(QxA 



:ل:مثال٧-١-١

بين)الف اعداداول صورت٣٠تا١مجموعه به توان م را را می توان به صورت٣٠تا١مجموعه اعداداول بين)الف

.نشان داد 2923191713117532

مجموعه ريشه ھای حقيقی معادله جبری                    را می توانيم)ب 

 29,23,19,17,13,11,7,5,3,2

01x4x2 
به صورت زير بنويسيم

 01x4xRx 2 
 

مجمو عه اعداد صحيح فردومثبت را می توانيم به ھريک از صورت ھای )پ   
:زير نشان بدھيم

 
م

 Nk,1k2xx 
يا

  ,...7,5,3,1



:تعريف١٠-١-١  

مجموعه .راتھی می ناميم،اگروتنھا اگر دارای ھيچ عضوی نباشد Sمجموعه

بنابراين نماد.نشان می دھيم)فی(با حرف يونانی   ”تھی را معمولا

S



تھی نباشد،می نويسيمSاگر مجموعه .خوانده می شود»تھی است Sمجموعه «

S

. »ناتھی استS«يا » تھی نيستS«ومی خوانيم

S

درنتيجه،         خواھد بوداگروتنھا اگر حداقل دارای يک عضو باشد. S



:تعريف١٣-١-١

عضوی از مجموعهAاگر ھرعضو مجموعه .رادرنظر می گيريمBو Aدومجموعه 

 B، ھم باشدA رايک زير مجموعهBمی ناميم وبا نماد

BA
.»استAشامــل B«يا » استBزيرمجمــوعه A«نشان می دھيم ومـی خوانيم 

BA 

.می گوييم علامت شمــول يا جــزئيتنماد      را  

نباشد، می نويسيمBزير مجموعه ای از Aدرصورتيکه 

BA 



ف١١١۴ ت :تعريف١۴-١-١

ه کن ض هAف از ا ه کBاگاشBز اقل حداقل يک Bاگر .، باشدB،زيرمجموعه ای از مجموعهAفرض می کنيم مجموعه

درمجموعه باشدکه داشته مجموعهAعضو سرهAنباشد،آنگاه زيرمجموعه Bرايک Bرايک زيرمجموعه سرهAنباشد،آنگاه مجموعه Aعضو داشته باشدکه درمجموعه

.می ناميم وبا نماد زيرنشان می دھيم

ه که ت هAد نBز اشد ن

BA 

نباشد می نويسيمBزير مجموعه سرهAدرصورتيکه مجموعه 

 BA 



:مثال١۵-١-١
گيريم م نظر رادر زير ھای :مجموعه ھای زير رادر نظر می گيريم:مجموعه

 100x,ZxxA  

پس.نيز تعلق داردAبه مجموعه Bروشن است که ھــر عضـو مجموعه
 50x,ZxxB  

است،يعنیAيک زير مجموعه سره Bازطرفی           ولی           ،پس 
AB

A80B80

ABاکنون فرض می کنيم که

 720xxC  xبر که است مثبت صحيح بخشپذراست،۴عدد

C زيــر مجمــوعه ای ازA           پس.نيست،زيـرا           ولی C180A180

 720xxC  xبخشپذِراست،۴عدد صحيح مثبتی است که بر

نيست، زيرا         ولی    Cھم زيرمجموعه ای از مجموعه Aتوجه کنيد که 
پس

AC 
A29

C29        پسCA  C29



:قضيه٢٠-١-١

باشد،آنگاه تعداد کل زير nبرابر عدد طبيعی Aاگر تعداد عضوھای مجموعه 

.مساوی       استAمجموعه ھای 
n2

:تعريف٢٢-١-١

می ناميم وآن را باAمجموعه توانیرا Aمجموعه تمام زير مجموعه ھای 
 

.نشان می دھيم P(A)نماد 



:مثال ٢٣-١-١

عبارتند ا زAتمام زير مجموعه ھای .فرض کنيد                b,aA 

     b,a,b,a,

برابر است باA، مجموعه توانی P(A)بنابراين 

      b,a,b,a,)A(P 

عضو باشد،تعدادعضوھای مجموعهnدارای Aاگر مجموعه  ٢٠- ١-١بنابر قضيه

P(A)برابر      خواھد بود ،. n2



ف١١٢۶ :تعريف٢۶-١-١

گ گ .می ناميم اگروتنھا اگر       و         )يا برابر(، رامساویBوAدومجموعه

ي ي ن م رت ص دراين

BA AB

دراين صورت می نويسيم

BA 

به بيان ديگر ، دو مجموعه رامســاوی می ناميم،اگروتنھا اگر دارای عضوھای 

. يکسانی باشند



:تعريف٣١- ١- ١

.a<bدوعددحقيقی باشند به طوری که  bو  aفرض می کنيم 
  

می ناميم وbوaبسته را که             ،بازه xمجموعه تمام اعداد حقيقی )الف

ا شاا

bxa 

پس.نشان می دھيم[a,b]بانماد

   bxaRxb,a 

  

رانشان [a,b]بخشی از خط حقيقی که پررنگ کشيده شده است١-١درشکل

   ,

]پ , ]

.می دھد

a b

١-١شکل



می ناميم وبانمادbوaبازه باز ، a<x<bرا کهxمجموعه تمام اعدادحقيقی )ب  

(a,b)بنابراين.يا         نشان می دھيم  b,a

   bxaRxb,a 

.است(a,b)قسمت پررنگ خط حقيقی ،نشان دھنده ٢-١درشکل 

a b٢- ١شکل

اعداد خود که كنيد بازهbوaتوجه a)به b)درشکل علت ھمين ندارند،وبه تعلق توجه كنيد که خود اعدادaوbبه بازه(a,b) تعلق ندارند،وبه ھمين علت درشکل

.بادايره ھای توخالی نشان داده شده اند٢-١



ھريک ازمجموعه ھای)پ ی)پ و ج ز ري

 bxaRx   bxaRx 

.نشان می دھيم[a,b)و(a,b]می ناميم وبه ترتيب بانمادھای bوaنيمباز رايک بازه 

.نگاه کنيد ۴-١و ٣-١به شکل ھای 

ba ١٣شکل b٣-١شکل

ba ۴-١شکل



ھنگام استفاده از علامت ھای     بايد مواظب باشيم که اين نمادھا رابا اعداد)ت

بنابراين بازه ھای زير.زيرا آنھا خواص اعدادحقيقی را ندارند.حقيقی اشتباه نکنيم
:را داريم

    axRx),a( 

 bxRx)b,( 

 bxRx]b,( 

 axRx),a[ 

R)( R),( 

توجه کنيدکه .بازه          رانمايش می دھد ۶-١بازه         وشکل۵-١شکل  ),a( ]b,(

.بازه مجموعه تمام اعدادحقيقی را نمايش می دھد

b ab a

١۶شکل۵-١شکل ۶-١شکلل

 نقاطراbوa، اعدادحقيـقی  [a,b) ،(a,b]،[a,b]،  (a,b)در ھريک از بازه ھای

.می ناميم انتھايی بازه



:مثال٣٢-١-١

راتعيين کنيدوآن راروی محور اعداد   3x<5x+6+2مجموعه جواب نا معادله  

.حقيقی نمايش بدھيد

::حل
عددی باشدکه در نامساوی صدق می کند،بايدداشته باشيمxاگر 

x>-22-ياx<4    

چون تمام مرحله ھای بالا برگشت پذير ھستند، نتيجه می گيريم که

                        2+3x<5x+6 
شکل در که است ،بازه مفروض معادله نا جواب مجموعه ٧-١بنابراين ),2( 

 2x
١٧بنابراين مجموعه جواب نا معادله مفروض ،بازه           است که در شکل

.نشان داده شده است

),2( 

- ٧٢- ١شکل



:مقدمه١-٢-١
باچھار عمل اصلی.تشابھی ميان نظريه مجموعه ھاونظريه اعداد حقيقی وجوددارد

لآ اعمال جبری.جمع،تفريق ،ضرب ،تقسيم روی مجموعه اعداد حقيقی آشـنا ھشتيم

کرد تعريف نيز ھا مجموعه برای توان م را ومشابھ معرف به بخش دراين دراين بخش به معرفی و.مشابھی را می توان برای مجموعه ھا نيز تعريف کرد

پردازيم می اعمال اين .بررسی زيم ی پر ل  ين  ی  .برر



:تعريف٢-٢-١
کن ض هABف داقل که ا ھا ض ا ت ه اشند ه د دو مجموعه باشند،مجموعه تمام عضوھايی را که حداقل به BوAفرض می کنيم

باشند،اجتماع داشته تعلق مجموعه دو ازاين وبانمادBوAيکی ناميم BAمی ع ج ق  ب و  ج و  ين  ز ی  يم وبBوAي ی 

به بيان ديگر .نشان می دھيم

BA

:مثال٣-٢-١

 Bx  AxxBA  يا

:مثال١٢٣
BوAاجتماع دو مجموعه .   فرض می کنيم               و                  )الف  

تعريف ز٢-٢-١بنابر ا عبارتست
 b,aA  e,d,c,aB 

ري بر  ر ا زب ب

کن ض اننAف خ ا ا ک ه زنا که اش ا اف ا ت ه

 e,d,c,b,aBA 

مجموعه تمام افرادی باشد که روزنامه کيھان را می خوانندAفرض می کنيم)ب
عبارت.         مجموعه تمام افرادی باشدکه روزنامه اطلاعات را می خوانندBو

اطلاعات يا کيھان ھای روزنامه از يکی حداقل که افرادی تمام مجموعه از است
BA

ن ي  يھ ی  ز روز  ی  ل ي ی   ر م  و  ج ز   
.را می خوانند



:تعريف۴-٢-١
دو مجموعه باشند،مجموعه تمام عضوھايی را که  به ھردوBوAفرض می کنيم 

می ناميم وبانمادBوAمجموعه تعلق داشته باشند،اشتراك 

دھيم م ديگرنشان بيان به

BA 

 B به بيان ديگر.نشان می دھيم B x,AxxBA 

:مثال٣-٢-١ :مثال١٢٣
Aاشتراك دو مجموعه .فرض می کنيم                و                  )الف    7,3,2,1A  7,4,2,0B 

عبارتست ا ز۴- ٢- ١بنابر تعريفBو
 7,2BA 

عبارتست از مجموعه تمام افرادی که)ب(٣- ٢- ١مجموعه        درمثال )ب     BA 

.ھردوروزنامه کيھان واطلاعات را می خوانند 



اين قوانين غالبا.عمل ھای اجتماع واشتراک از قوانين خاصی پيروی می کنند”

.بديھی اندوما ،به منظور سھولت کاربرد، آنھا رادر قالب سه قضيه زير می آوريم

:قضيه٧-٢-١
داريمUومجموعه جھانی CوBوAبرای ھر سه مجموعه دلخواه 

AA )١

AAA 

BAAB  

)٢

٣
    CBACBA  

)٣

)۴
BAB  BAA 

)۴
)۵

UUA 
)۶



:قضيه٨-٢-١
ا لخ اUانABCا داريمUومجموعه جھانیCوA،Bبرای ھرسه مجموعه دلخواه

A)١

AAA 

BAAB 

)٢

٣ BAAB  

    CBACBA 

)٣

)۴     CBACBA  

BBA  ABA 

)۴

)۵  

AUA )۶



:نکته٩-٢-١
قسمت از ھای۴بااستفاده را١٢٨و١٢٧درقضيه پرانتزھا توانيم ،م ،می توانيم پرانتزھا را٨-٢-١و٧-٢-١درقضيه ھای۴بااستفاده از قسمت

عحذف کنيم واجتماع واشتراک سه مجموعه را به صورت ھای م

CBA  CBA 

BABAقضيه ھای مذکورنتيجه می شودکه۵ازقسمت.بنويسيم  

قضيه١٢١٠ :قضيه١٠-٢-١
،داريم CوBوAدلخواه   برای ھرسه مجموعه

)١

٢

     CABACBA  

)٢      CABACBA  



:نمودارون١٢-٢-١
کنيم، م استفاده ون نمودار ھااز مجموعه بين روابط شدن تر روشن معمولابرای روشن تر شدن روابط بين مجموعه ھااز نمودار ون استفاده می کنيم، معمولابرای

درھريک از اين نمودارھاناحيه سايه.آمده است ٨-١که مثال ھايی ازآن در شکل

.خورده نشان دھنده مجموعه ای است که درزير نمودارنوشته شده است

BA BA BA
BA

BA 

BA

BA  BA 

A B
B

BA
A

BA  BA  BA 



:تعريف١٣-٢-١

می ناميم درصــورتی که عضو مشترکی نداشته  از ھم جدارا BوAدومجموعه 

.را ازھم جدا می خوانيمBوAبه بيان ديگر،ھرگاه             آنگاه مجموعه .باشند BA 

:مثال١۴-٢-١ :مثال١۴-٢-١
 

ازھم)الف زوج،دومجموعه اعدادصحيح مجموعه و فرد صحيح اعـداد مجمـوعه م) ز و  ج و يح زوج و  ج ر و  يح  و   ج

.جداھستند

  

 
BA  BA 



:تعريف١۵-٢-١
گيريمBوAدومجموعه م بانمادAازمجموعهBمجموعهتفاضلرادرنظر را ،آن ،آن را بانماد Aازمجموعه Bمجموعهتفاضل.رادرنظر می گيريمBوAدومجموعه

A-Bنشان می دھيم،عبارتست از تمام عضو ھايی ازAکه عضـوBبه.نيــستند م م

ببِان ديگر Bx,AxxBA 

رابرای مجموعه ھای A-Bيعنی AازBناحيه سايه خورده ،تفاضــل ٩-١درشکل 

 

.نشان می دھدBوAدلبخواه 



:تعريف١٨-٢-١
می ناميمAمجموعه امکملرU-A،مجموعهUبامجموعه جھانیAبرای ھرمجموعه

دھيم می نشان نماد پسوبا Aپس.وبا نماد       نشان می دھيم A

 Ax,UxxA 

.استAنشان دھنده مکمل مجموعه  ١٠-١ناحيه سايه خورده در شکل 

U

١١٠Aشکل ١٠-١شکل



:مثال١٩-٢-١
کني م حقيقUفرض اعداد عه اعدادگنگAمجم تما عه B،)يااص(مجم B،و)يااصم(مجموعه  تمام اعدادگنگ Aمجموعه اعداد حقيقیUفرض می کنيم

داريم١٨-٢-١بنابر تعريف.مجموعه تمام اعدادگويا باشد مم

گ
  BAx,RxxAUA 

به ھمين ترتيب.بنابراين     برابر مجموعه  اعداد گوياست A
  ABxRxxBUB 

:قضيه ٢١-٢-١
جھانABاگر عه مجم از عه باشند،آنگاهUزيرمجم

  ABx,RxxBUB 

باشند،آنگاهUزيرمجموعه از مجموعه جھانی BوAاگر

)پ)                                    الف  AA  U )پ)

       

  AA 



U

)ت)                                     ب       UBA,AB  وبرعکسآنگاه



:قضيه قوانين دمورگان ٢٢-٢-١
گگ باشند،آنگاهUزيرمجموعه ھايی از مجموعه جھانی BوAاگر

)الف )الف  

  

)ب

  BABA  

  BABA   )ب   

دمورگان٢۴-٢-١ قوانين تعميم قضيه

  BABA  

ن ور ين  و يم  ي 

جھانی مجموعه از ای زيرمجموعه ھای مجموعه Uاگر 12 A,A,...,Aی و جھ ج ز  ی  و  ج ی                             زير و  ج Uر 
باشند، آنگاه 

ال

12n A,A,...,A

)الف    

)ب

  n21n21 A...AAA...AA  

  AAAAAA   )ب     n21n21 A...AAA...AA  



:تعريف٢٨-٢-١
کن ااشنABف تن اک ا ا ت مجموعه تمام عضو ھايی راکه تنھابه.دو مجموعه باشند BوAفرض می کنيم

A
به تنھا دارند،Bيا متقارنتعلق وبانمادBوAتفاضل ناميم BAمی می ناميم وبانمادBوAتفاضل متقارنتعلق دارند،Bيا تنھا به

به بيان ديگر.نشان می دھِم

BA

م

دھد،زيرا می رانشان برای متقارن تفاضل نام انتخاب دليل بالا، تساوی

)AB()BA(BA  

BAزير ی  ن  ی         ر رن بر ل  م  ب  يل  وی ب 
 

.استB-Aو A-Bبرابربا اجتماع دو تفاضل  BوAتفاضل متقارن 

BA

ناحيه سايه خورده ١٢-١درشکل

.نشان داده شده است          BA



ف داز ه د ت دکا ض ل ا ف ت ه نکه ازا پيش ازاينکه به تعريف حاصل ضرب دکارتی دو مجموعه بپردازيم،مفھومش
 

کنيم می يادآوری را مرتب ھای .زوج ھای مرتب را يادآوری می کنيمزوج

:تعريف١-٣-١
راكه درآن ترتيب عناصرمطرح است،يک دوتايی مرتب يا زوج ) a,b( دوتايی

ي نا رتب فت يا رتبرتب ج ز a(در b(،aل ا لفه لفهbرا را رامولفهbرامولفه اول وa,b(،a(در زوج مرتب.مرتب يا جفت مرتب می ناميم
.دوم می گوييم

:تعريف١٣٢ :تعريف٢-٣-١
می گوييم،اگروتنھا اگر داشته باشيم رامساوی يا برابر(c,d)و) a,b(دو زوج مرتب 

a=c    ,b=d



ف١٣۵ ت :تعريف۵-٣-١

کن ض اشنABف ا خ ل نات له تا ا دک ض ضرب دکــارتیحاصل.دو مجموعه ناتھی دلبخواه باشندBوAفرض می کنيم

AوBھای زوج تمام مجموعه از عبارتست شود، می داده نشان نماد با BAکه AوBکه با نماد        نشان داده می شود، عبارتست از مجموعه تمام زوج ھای

يعنی.که درآن         و            ) a,b(مرتبی به صورت 

BA

Bb Aa

  Bb,Aab,aBA 

توجه کنيد که ھرعضو مجموعه            يک زوج مرتب است . BA



:مثال۶-٣-١
حاصل ضرب دکارتی ۵-٣-١بنابر.(B={g, hوA={1, 2, 3}فرض می کنيم 

ا ا عبارتست از        BA

 )h,3(),g,3(),h,2(),g,2(),h,1(),g,1(BA 

حاصل ضرب دکارتی         برابراست با

 ),(),g,(),,(),g,(),,(),g,(

AB

 )3,h(),2,h(),1,h(),3,g(),2,g(),1,g(AB 

BAABبه طوری که مشاھده می کنيم ، حاصل ضرب ھای دکارتی         و        

.برابرنيستند”لزوما



:قـــرارداد٢-۴-١

.نشان می دھيمn(A)رابا نماد  Aتعدادعضو ھای مجموعه متناھی 

مجموعه تھی يک مجموعه متناھی محسوب می شود.

:تعريف١-۴-١

مجموعه ای که تعداد اعضای آن متناھی باشد، مجموعه متناھی يابا پايان ناميده 

.مجموعه ای که متناھـی نباشد،نامتناھی يا بی پايان ناميده می شود. می شود



:مثال٣-۴-١
 

.عضو است۵متناھی است زيرادارای {9,11 ,7 ,3 ,1}مجموعه  )الف 

.مجموعه                                   متناھي است  )ب    01xRx 2 

.مجموعه                                   نامتناھی است )پ      1x0x1,0 

ھريک از مجموعه ھای اعداد طبيعی، صحيح،گويا،گنگ،وحقيقی  )ت  

ت ا تناھ نا .نامتناھی است 

a(بازه)ث b(کهa<bاست نامتناھی ای ،مجموعه .،مجموعه ای نامتناھی استa<bکه)a,b(بازه)ث 

  



:قضيه ۴-۵-١
کني م داريABCفرض اره باشند،ھم اه دلخ عه مجم ه سه مجموعه  دلخواه باشند،ھمواره داريمCوBوAفرض می کنيم

)الف          BAnBnAnBAn         BAnBnAnBAn  

)ب              BAnCnBnAnCBAn  

  

         

     CBAnCBnCAn        

      )پ        ABnBAnBAn 



:مثال۴-۶-١

عضو است ٣۵دارای  Bعضو ومجموعه   ۴٠دارای  Aفرض کنيد مجموعه 

BAمجموعه          چند عضو دارد؟. مشترک ھستند BوAعضو آنھا در  ١٠که 

:حلل
داريم)الف(۵- ۴- ١چون                   ،بنابر    10BAn 

       BAnBnAnBAn  

 

       BAnBnAnBAn  

65103545 



:تعريف١٠-۴-١

12nمجموعه ھای ناتھی      . رادرنظر می گيريم Aمجموعه ناتھی  A,A,...,A

:می ناميم،درصورتی که Aمجموعه افراز رايک 

12nمجموعه ھای                             دو به دو ازھم جداباشند،به  )الف     A,A,...,A

jiکه          ،داشته باشيمjوiبيان ديگر به ازای ھر 

AA 

مساوی)ب ھای مجموعه يعنیAاجتماع ، باشد

ji AA 

12 A,A,...,A باشد ، يعنیAاجتماع مجموعه ھای                       مساوی)ب     12n A,A,...,A

AAA  n21 A...AA 



AAAAAAل به شش مجموعه Aافراز مجموعه١۵-١درشکل

است شده داده نشان

123,456 A,A,AA,A,A

.نشان داده شده است

A

1A

5A

6A

4A

1 6

A
3A

2A

١۵-١شکل



فصل دوم

ات خت ا تگاھ دستگاھھای مختصاتد
کل :ھدف کلیف

ش آشنا قط ت کا ات خت ا تگا ا ک ت ا ا ل ف کل ھدف کلی  فصل اين است که بادستگاھھای مختصات دکارتی وقطبی آشنا شويد،ف

کنيد آنھارارسم ونمودار رابشناسيد خطوط .ومعادلات خطوط رابشناسيد ونمودار آنھارارسم کنيدومعادلات



:ھدف ھای رفتاری

:ازشما انتظار می رود که پس از پايان مطالعه اين فصل بتوانيد

.مختصات دکارتی ھر نقطه رادر صفحه مختصات تعيين کنيد١.

.باداشتن مختصات دکارتی يک نقطه ،موضع نقطه را در صفحه معين کنيد٢.

د٣ کن ه ا ات خت ه ف اد نقطه د له فا .فاصله دو نقطه رادر صفحه مختصات محاسبه کنيد٣.

خط۴ پاره وانتھای ابتدا مختصات داشتن با را خط پاره يک وسط مختصات ر . ی پ ھ ب و ن   ر  ر ب   و ي پ
.پيدا کنيد

مختصات محل تلاقی سه ميانه مثلث رابا دانستن مختصات دکارتی .۵

د کن ه ا ثلث ھا .راس ھايمثلث محاسبه کنيدا



مختصات نقطــه رادر دستگاھی که محور ھای آن به موازات خود انتقال ۶.
.يافته اند،تعيين کنيد

د٧ ن ئله ھا داد از تفاد ا ا ا ط خ ادله .مــعادله خـط را با استفاده از داده ھای مسئله بنويسيد٧.

،متعامد،ومتقاطع٨ موازی خطوط ھای شيب بين کنيد،رابطه راتعريف خط ع.شيب و زی  و و  ی  يب ھ ب بين  ر ي ري  يب  ر

.را بلد باشيد درحل مسائل به کارببريد

.نمودار خط ھايی را که معادلھآنھا داده شده است،رسم کنيد٩.

.عــرض ازمبدا وطــول ازمبدا خــط ھاراتعيين کنيد٠١.

.فاصــله يک نقطـــه رااز يک خـــط محاسبه کنيد١١.



.فاصله دو خط موازی راتعيين کنيد .١٢

.مختصات نقطه تلاقی دو خط رابيابيد .١٣

ط ط ط گ دستگاه مختصات قطبی را تعريف کنيدونحوه تعيين مختصات قطبی يک نقطه .١۴
.رابيان کنيد

رابطــه بين مختصات دکارتی و مختصات قطبی يک نقطه رابدانيد ودر حل .١۵
کاربريد به ربريمسائل .ل ب 

ق
قط ات خت تگا ت کا ات خت تگا ف ه ا ت ا ل ف ا

مقدمه
دراين فصل ابتدا به معرفی دستگاه مختصات دکارتی و دستگاه مختصات قطبی

.می پردازيم وسپس رابطه بين اين دو دستگاه رابررسی می کنيم



:تعريف١-١-٢

درروی اين خط، نقطه .در صفحه ھندسی ،يک خط مستقيم افقی رسم می کنيم

اکنون.رابه عنوان مبدا وطولی رابه عنوان واحد طول اختيار می کنيم Oدلخواه 

:اين خط رابر حسب اين واحد طول به ترتيب اسلايد بعدی مدرج می کنيم



.،يعنی مبدا رابه عنوان نمايش عددصفر اختيار می کنيم Oنقطه  )الف     
    

برابرواحد طول درسمت راست مبدا    a، نقطه ای رابه فاصله a>0اگر   )ب      
.اختيار می کنيم aبه عنوان نمايش يش ن و يمب ی ر ي

     

برابرواحدطول درسمت چپ مبدا بهb–،نقطه ای رابه فاصله b<0اگر  )پ      
.اختيارمی کنيمbعنوان نمايش

ر Oبه اين ترتيب ،نقاطی ازخط افقی که نمايش اعداد مثبت ھستند درسمت راست نقطه  ر يش ی ز ی ي ر ين

بنابراين،خط.ونقاطی که نمايش اعداد منفی ھستند،درسمت چـــپ مبدا قراردارند

اين خط جھت دار.جھت داری به دست می کنيم آوريم که نمايش اعداد حقيقی است

. نگاه کنيد ١- ٢به شکل .ھا می کنيم ناميمxرامحور طول ھا يا محور 

b a

b<0 0 a>0
b a

١-٢شكل 



:مختصات نقطه در صفحه ٢-١-٢

کنيم می ھندسهPفرض صفحه در دلخواھی باشدxoyنقطه يم ی  ر  ھ Pرض  واھی   xoyب.

ھاyھا وعمود بر محور xرابه ترتيب عمودبرمحور   PBوPA،خطوط ٣-٢درشکل 

oBواندازه جبری  Pھا را طول نقطه xروی محورoAاندازه جبری .رسم می کنيم 

y.  می ناميمPھا را عرض نقطه yروی محور 

B P

x

B P

b
x

O a
A



،که (a,b)درنتيجه يک تناظر يک به يک بين نقاط صفحه وزوج ھايی مانند

رابا  xoyبنابراين می توان صفحه .اعدادحقيقی اند وجوددارد bوaدر آن 

،يک دستگاه مختصات ۴-٢درشکل .مجموعه                 يکی گرفت

آ ط

RRR2 

. دکارتی وچند نقطه درآن نشان داده شده است

(2, 3)(-2, 3)

O
( 2)

(-2,1) (2, 0)

(2, -3)(-2,-3)

(o,-2)



:مثال۴-١-٢
C(1, -3)وA(2, 2)،B(-1, 1)مثلثی رسم كنيدکه مختصات راس ھای آن

.باشد

B

A

B

O

C



:فاصله دو نقطه ۵-١-٢
نقطه به مختصات  Bنقطه به مختصات            و  Aفرض می کنيم 

طط ط

 AA y,x BB y,x

تعريف می کنيم وبا  ABرامساوی طول پاره خطBوAفاصله دو نقطه .باشد

d(Aنماد B)دھي م مياننشان فاصله که کرد ثابت توان ازBوAم ازBو  Aمی توان ثابت کرد که فاصله ميان .نشان می دھيمd(A,B)نماد

.رابطه زيربه دست می آيد ي ی زيرب ب ر

   22)BA(d    2AB
2

AB yyxx)B,A(d 



:مختصات وسط پاره خط٧-١-٢ پ

نقطه صفحهBوAدو ،در و مختصات با ترتيب به را AA y,x BB y,x ر BوAو  يب ب            و           ر را ب 
 

باشد، آنگاه مختصات نقطه  ABنقطه وسط پاره خط  Cاگر.در نظر می گيريم 

 AA y,x BB y,x

Cبرابراست با

 BAC xx
2
1x 

 BAC yy1y   BAC yy
2

y 



:ل:مثال٨-١-٢
.راتعيين کنيد ۴-١-٢در مثال BCمختصات نقطه وسط پاره خط 

:حل
کنيم م خطDفرض پاره وسط نقطه ،BCداريم٢١٧باشد،بنابر داريم٧-١-٢باشد،بنابرBC، نقطه وسط پاره خطDفرض می کنيم

  0111   011
2

xD 

  1131   113
2

yD 

.استD،(0, -1)بنابراين مختصات نقطه )ر , )



:انتقال محورھای مختصات  ١٢-١-٢

y Y

 X

A

Y








bYy
aXx

o´
X

Y
X

b
x

o

b

a



:مقدمه١-٢-٢
اگر.،درنظر می گيريم)خط غير قائم(ھا نيستyراکه،موازی محور Lخط راست 

ABخط ا لخ ز ا ت خطLنقط زا ا ش آنگا اشن AوBدو نقطه متمايز دلخواه روی خطLباشند،آنگاه شيب ياضريب زاويه خط

حرف کنيمmرابا می تعريف زير صورت وبه دھيم می نشان .نشان می دھيم وبه صورت زير تعريف می کنيمmرابا حرف

AB yym 
 B

L
y

AB xx 

A
AB yy 

O

x
AB xx 

O

٨- ٢شکل 



دقت کنيد که شيب خط بستگی به نقاطی که برای محاسبه آن انتخاب می کنيم

)چرا؟.(ندارد،وبرای تمام نقاط روی ھر خط مقداری ثابت است

ثال٢٢٣ :مثال٣-٢-٢
می گذرد برابراست باB(4, 1)و A(2,-3)شيب خطی که ازدو نقطه  

2
2
4

24
)3(1m 






:نكته۴-٢-٢

با جھت مثبت محور  تانژانت زاويه ای که اين خطرا می توان به Lشيب خط 
XX

به بيان ديگر.ھامی سازد نيزتعبير کرد

 tanm



y
B

L

A

B

x
O



ط ک ا ا ا ا ثا اا 1800 
دراين جا               ،زاويه ای است که خطL باجھت مثبت محورxھا

سازد م

1800 

.می سازد



.توجه کنيد١٠-٢به شکل ھای 

mوجودندارد

yy
m=0

mر وجو

x
O

xO xxO

yy

O

O

m<0m>0

x O

O

x

ا ١٠-٢شکل ھایکل



:قضيه ۶-٢-٢

ABبرروی يک خط واقع اند اگروتنھا اگر شيب ھای خطوط Cو BوAسه نقطه 

مساوی باشند،به عبارت ديگر داشته باشيمBCو
mm  BCAB mm 

:مثال ٧-٢-٢
نقطهعدد ه که د کن ن ت نان )Cا 2 ) B(0 2) A(1 1) ،بررویC(a,-2a) , B(0, 2), A(1,-1)را چنان تعيين کنيد که سه نقطهaعدد

باشند واقع راست خط .يک ع ب .ي  ر و

:حل
ق اش٢٢۶ا اشت ا بايدداشته باشيم۶-٢-٢بنابرقضيه

2a2a3
0

2a2
10

)1(2mm BCAB 






0a10BCAB  .a=2درنتيجه



):شرط توازی وتعامد دوخط( قضيه ٩-٢-٢

.فرض می کنيم     و     به ترتيب شيب ھای خط ھای     و     باشند

گ گ

1m2m1L2L

.دوخط     و     متوازی اند اگروتنھا اگر               )الف  

 

اگ ا تن اگ ن خط

21 mm 

L

1L2L

L .دوخط      و     برھم عمودند اگر وتنھا اگر                    )ب  1mm 21  1L2L

مثال٢٢١٠ :مثال١٠-٢-٢
، راس ھایD(-1,-2), C(-9,2) , B(-7,6) ,A(1,2)نشان بدھيد که چھار نقطه 

اند مستطيل .يک مستطيل انديک

:حل
دند ھ د ه د اضلاع آن د که ت ا ضل ا ک ل تط می دانيم مستطيل يک چھار ضلعی است که درآن اضلاع دو به دو برھم عمودنددان

شکل اند،به ومتوازی مساوی ھم با رو روبه توجه١١-٢واضلاع بعدی دراسلايد ل ب  زی  و وی و م  ع روب رو ب  وجو ی  ي ب ر
.کنيد



2
11
22m AD 





11

162m 



B

271
m AB 




62C A
2

79
62m BC 



C

2
1

91
22m CD 





D



ازآن جا که                       و                  ،خطوطABوADو ھمچنين 1m.m ABAD 1m.m BCCD چ

.دوبه دو برھم عمود ندCDوBCخطوط 

ABADBCCD

 ازطرفی چون              و               ،دوخطADوBCباھم ودوخطAB BCAD mm ABCD mm 

.باھم متوازی اندCDو

ضلعی چھار که شود می نتيجه بالا مطالب استABCDاز ،مستطيل ی ر  و  چھ ی  يج  لا  ب ب .يل ABCDز 

:زاويه بين دو خط  ١٢-٢-٢

زاويه. فرض می کنيم     و      به ترتيب شيب ھای دو خط     و     باشند 1m2m1L2L

.بين دو خط ،      ،ازرابطه زيربه دست می آيد 
21 mmt 


21

21

mm1
tan






:معادله خط راست ١۵-٢-٢

اگر. باشندLفرض می کنيم             و              دو نقطه متمايزروی خط   11 y,xA 22 y,xB

P(x,y)  نقطه دلخواھی از خطL باشدآنگاه برحسب اينکه خطL،قائم باشد يا نه

:عبارت است ازLمعادله خط 

برابراست با Lقائم نباشد،يعنی         ،آنگاه معادله خطLاگر خط)حالت اول 21 xx  یر)و ي رم ر

 1
12

1 xx
xx
yyyy 






21

يا

طال قااگ ط ل ا گا آ اش اقا

12 xx يا
 11 xxmyy 

عبارت Lقائم باشد،يعنی         ،آ نگاه معادله خط قائم Lاگر خط)حالت دوم
است از

21 xx 

xx 1xx 



:مثال١۶-٢-٢
گ .می گذرد(2 ,5-)و(4 ,3)معادله خطی رابنويسيد که ازدو نقطه

:حل
124mشيب خط برابراست با 




453عبارت است از)الف( ١۵-٢-٢معادله خط بنابر 
m



 1 131 3x
4
14y 

4
13x

4
1y 

013y4x  yنکته٢٢١٨ :نکته١٨-٢-٢
،که درآن اعدادحقيقی Ax+By+C=0به طور کلی ھر معادله ای به صورت 

AوB اين معادله راکه. ھردو باھم صفر نباشند، نمايشگر يک خط راست است

.می ناميم خطی، yو xاست،برحسب yو xشامل توان ھای اول



بنابراين ھر خط راست در صفحه به وسيله يک معادله خطی مشخص می شودو

.معادله خطی معرف يک خط راست است

ط٢٢١٩ ا ا ل ط :طول و عرض از مبدا خط١٩-٢-٢

خط اعدادحقيقAx+By+c=0معادله درآن صفرAB،راکه باھ ھرد ھردو باھم صفرBوA،راکه درآن اعدادحقيقیAx+By+c=0معادله خطی 

م:نيستند،می توانيم به صورت زيربنويسيم م
                                                 y=ax+b

.را عرض از مبدا خط و       را طول ازمبدا خط می ناميمbكه درآن 
a
b

از معادله  y=0و x=0و       به ترتيب به ازای bتوجه كنيد که اعدادحقيقی 

a

a
b

y=ax+bنگاه کنيد ١٢- ٢به شکل .، به دست می آيند.

a



y

y=ax+b(0,b)

o
x







  0,

a
b



ھا تلاقی می کندyخط مورد نظر با محور«،نقطه ای است که درآ(b,0)درحقيقت

نظ د خط آن د که ت ا نقطه ز کندن قط ا ھا 



  0bو                نيز نقطه است که درآن خط مورد نظر محورxھا را قطع می کند.

معادله yدر =ax+bبرابر خط برحسباستa،شيب معادله اين ن ،aچ ،b،شيب







 0,

a

،b،شيب ،وaچون اين معادله برحسب .استa،شيب خط برابرy =ax+bدر معادله

معادله شيب و عـــرض از مبدا خطعرض از مبدا خط ،نوشته شده است،آن را
.می ناميم



:مثال٢٣-٢-٢
د کن ا ادله ا خط دا 22ن

نمودار خطی با معادله                    را رسم کنيد.

:حل

2x
3

y 

چون معادله خط به صورت شيب و عرض از مبدا  داده شده است،لذا تعيـين نقاط
 

خط دا از ل ط دا از دا از ض ن ات خت ھا ا خط تلاقي خط با محور ھای مختصات ،يعنی عرض از مبدا از مبدا وطول از مبدا خط،تلاق

است :داريمساده :داريم.ساده است

3x0y
2y0x



روی اين خط  قراردارند،خطی که اين دو نقطه را به  (3,0)و(0,2)چون دو نقطه 

نشان داده شده  ١٣- ٢اين نمودار درشکل .ھم وصل کند،نمودارخط داده شده است
ت .استا



y

(0,2)

(3,0)
o

x

خط٢٢٢۶ ک از نقطه ک له فا :فاصله يک نقطه از يک خط٢۶-٢-٢

قط ل )Pفا b)ط لLا ا Aا B ا0 ا ا :برابراست باAx+By+c=0با معادلهLاز خطP(a,b)فاصله نقطه

CBbA
22 BA

CBbAa
d








:فاصله دو خط موازی ٢٧-٢-٢

برابرAx+By+D=0و  Ax+By+C=0فاصله دو خط موازی با معادله ھای 
با :است با:است

22 BA

DC
h






:مختصات نقطه تلاقی دو خط٣١-٢-٢

بنابراين اگر معادله ھای.نقطه تلاقی دو خط، نقطه ای است که برھر دو خط واقع است

و                          باشند، مختصات نقطه  Ax+By+C=0دو خط به صورت 

آ ت ل ل ا تگا ل از خط ا تلاق

0CyBxA 

:تلاقی اين دو خط ،از حل دستگاه دو معادله دو مجھولی به دست می آيد


  0CByAx


  0CyBxA



:مثال٣٢-٢-٢
ا ل ا ا خط تلاق نقط ا 3خت 4 6 02 3 ا0 را به دستx-2y-3=0و3x-4y+6=0مختصات نقطه تلاقی دوخط با معادله ھای

.آوريد

:حل
.بايد دستگاه دو معادله دو مجھولی زيررا حل کنيم ٣١-٢-٢بنابر 


  06y4x3

رادر بالا دستگاه دوم معادله کار، اين اول)-٣(برای معادله با را ونتيجه ضرب


  03y2x

ر وم  ب ر ر   ين  ی  ول)(بر يج ر ب   رب و

دستگاه جمع می کنيم،يعنی

09y6x3
06y4x3








015y20 



نتيجه، آوريمدر می دست به دستگاه دوم معادله در دادن قرار با 15y 15y  يج          وريم.ر  ی  وم  ب   ر   ن           ر  ر ب  2
y

2
y

12x03152x 



  12x03

2
2x 





بنا براين                 نقطه تلاقی دو خط است





 

2
15,12

 2

3x-4y+6=0

x-2y-3=0
(0, 3)(-2,0)







 

2
15,12



:مقدمه١-٣-٢

ديديم که مکان يک نقطــه از صفحه را می توانيم با طول وعرض١-٢در بخش 
 

کن شخ ت دکا ات خت تگا د د نقطه لآن ن ت ا گ د ش روش ديگری برای تعيين محل .آن نقطه در دستگاه مختصات دکارتی مشخص کنيم

شود می انجام قطبی مختصات دستگاه کمک به که وجوددارد صفحه در نقطه ويک ی  م  ج بی  ر  ب     ر  وجو .ي  

دراين بخش ،دستگاه مختصات قطبــی را معرفــی می کنيم و سپس به بررسی 

.مختصات قطبــی يک نقطه ورابطه آن با مختصات دکارتی آن نقطه می پردازيم



:تعريف ٣-٣-٢
گ اگر    زاويه.،قطب،منطبق نيستoنقطه ای ثابت باشد که بر Pفرض می کنيم

دا Aت PاشدAن ت نخ اع ش ناPا ه زا ا ن اع ش ا



 .را شعاع نھايی زاويه   می ناميمoPرا شعاع نخستين وoAباشد،AoPجھت دار

)پادساعتگرد(جھت مثبت دراندازه گيری زاويه    ،برخلاف عقربه ھای ساعت 



ر ر ز ر ز ر(ر )پ

،باشد، زوج مرتب      راPاز  oفاصله جھت دار  rاگر .در نظر گرفته می شود



),r( 

١۶- ٢به شکل ٠در صفحه می ناميم،ومی نويسيم           Pمختصات قطبی نقطه 
کنيد نگاه

),r(P 
.نگاه کنيد

),r(P 

o Ao A
شعاع نخستين



بين درجه وراديان،.زاويه     برحسب درجه يا راديان اندازه گيريمی شود” معمولا 

.رابطه زير برقراراست

180


درجه ١ راديان

.نيز می نا مندPنقطه  شعاع حاملرا oPشعاع نھايی 

:مثال۴-٣-٢
oبه مختصات قطبی             ،ابتدا نيم خطی از Pبراي تعيين مکان نقطه  






 

4
3,3

نقطه ای که روی شعاع . برابر       باشدAoPرسم می کنيم به طوريکه زاويه 

ل فا زا ا ا نقطاز٣ن ا ا ا تPق ا

4
3

.استPقراردارد ھمان نقطهoاز  ٣نھايی اين زاويه و در فاصله



 3

3







 

4
3,3P

4



:نکته ۵-٣-٢

در دستگاه مختصات قطبی ،نقاط         ،               و              وبه طور





 

4
3,3






 


4

3,3





 


4

32,3

صحح عدد ھر ازل به ھستندkکل منطبق برھم ،نقطه







 


3k)1(3 k .،نقطه                            برھم منطبق ھستندkکلی به ازلی ھر عدد صحِح 






4

k,)1(3

P
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:نکته ۶-٣-٢
به جای Pدراين صورت نقطه .می تواند منفی نيز باشدrدر مختصات قطبی ،عدد

ف مخال ودرجھت شعاع اين باشد،درامتداد زاويه نھاي شعاع درروی اينکه درروی شعاع نھايی زاويه    باشد،درامتداد اين شعاع ودرجھت مخالــفاينکه

از فاصله استoبه .واقع



ز ع oب   .و

)
3

,4(Q 



3

3

)
3

,4(P 




:رابطه ميان دستگاه مختصات دکارتی و قطبی ١١-٣-٢

،مبدا دستگاه مختصات دکارتیoھا منطبق بر محور قطبی وxفرض می کنيم محور ور يم ی ورض بی ور بر یبق ر ب

.ھا را منطبق بر شعاع             اخـتيار می کنيمyمحور .روی قطب واقع باشد
2




،زوج مرتبoوقطب oxنسبت به محور   Pفرض می کنيم مختصات قطبی نقطه 
2

،xoyو مختصات دکارتی اين نقطه نسبت به دستگاه مختصات دکارتـی              ,r

دو حالت rو    بسته به علامت r, y, xدر تعيين رابطه بين .باشد(z,y)زوج مرتب  

:تشخيص می دھيم



به طوری که درشکل ھای.رويشعاع نھايی زاويه   واقع لستP،نقطهr>0اگر)١  ع) ع

:داريمoPQزير ديده می شود،در مثلث قائم ازاويه 












sinry
cosrx
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 rP

y rP  ,rP ,rP
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پس
 222222 sinrcosryx

2222 r)sin(cosr 
بنابراين

22 yxr 

تPنقطه0اگ٢ ا اق ه زا ا ن ا ش ه ا ا .روی ادامه شعاع نھايی زاويه    واقع استP، نقطه r<0اگر)٢

راببينيد بعدی يد اسلا شکل



.شکل اسلا يد بعدی راببينيد
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دا ه الزا قائ ثلث QPد در مثلث قائم الزاويه          داريم:

xx


QPo 

yyi

rr
cos









r
y

r
ysin 




ا الت ه ه ت ا١٢ا :داريم) ٢(و)١(با توجه به حالت ھاي








i
cosrx


  sinry

شود می نتيجه آن از که
22 yxr 

.که از آن نتيجه می شود



:مثال١٢-٣-٢

P،زوج مرتب          باشد،مختصات دکارتی Pفرض کنيد مختصات قطبی نقطه  )
6

,3( 


.راتعيين کنيد

ل

6

:حل
عبارت است ازPمختصات دکارتی  ١١- ٣-٢بنابر

2
33

6
cos3cosrx 






2
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sin3sinry
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.،زوج مرتب                استPبنابراين مختصات دكارتي  )
2
3,

2
33( 
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:مثال ١٣-٣-٢
نقط ت کا ا خت کن اشPف ت 0افز )31( وr>0بافرض .،زوج مرتب            باشدPفرض کنيد مختصات دکارتی نقطه 

نقطه قطبی کنيدP،مختصات راتعيين

)3,1(

 .راتعيين کنيدP،مختصات قطبی نقطه              20

:حل
د قطب ت دکا ات خت ھای تگا د بين ابط ي٢٣١١بناب دا

 20

داريم ١١-٣-٢بنابر روابط بين دستگاه ھای مختصات دکارتی و قطبی در









sinr3

cosr1 231r, 

برای تعيين   ازمعادله ھای.r=2نتيجه باشدکه r>0از 

 cos21



آ ت د ه








sin23

cos21

به دست می آوريم



1cos

 

3
2
3sin

2
cos















.،زوج مرتب          استPبنابراين مختصات قطبی نقطه 

2

)
3

,2( 

:تعريف١۶-٣-٢ :ري

معادله ای به.فرض کنيم         مختصات قطبی يک نقطه در صفحه باشد )r(  م

.می ناميم معادله قطبیصورت            را 

),r( 

)(fr 



:مثال١٨-٣-٢

می خواھيم معادله دکارتی. معادله قطبی                       رادر نظر می گيريم
 

 2sincosr 22

.آن را تعيين کنيد

:حل

0rباشرط        قرارمی دھيم 222 yxr 

r
ysin 

r
xcos, 



222  222 sincosr

 2cossincos2  cossincos2

222 )x()x)(y(2yx 
پس

)
r

()
r

)(
r

(2yx 

22

2

yx
xxy2






.در نتيجه بدست می آوريم

2222 xxy2)yx( 



فصل سوم

رابطه وتابع ھدف کلی

ھدف کلی فصل اين است که با مفاھيم رابطه و تابع، انواع توابع ، توابع 
شويد آشنا تابع وارون و توابع، روی جبری اعمال ، .خاص وي بع   رون  بع و و و ل جبری روی  .ص  

ھدفھای رفتاری

:از شما انتظار می رود که پس از پايان  مطالعه اين فصل بتوانيد

.مفھوم رابطه را توضيح دھيد )١

.تابع را تعريف کنيد وتفاوت آن را با رابطه توضيح دھيد )٢

.دامنه تابعی را که ضابطه تعريف آن داده شده است ، تعيين کنيد )٣



.نمودار توابع را با روش نقطه يابی رسم کنيد)۴ 

.اعمال جبری روی توابع را تعريف کنيد و در حل مسائل بکار ببريد )۵

انواع توابع جبری معرفی شده در کتاب را  بشناسيد ، ويژگيھای  )۶

.ھر يک را بشناسيد و اين ويژگيھا را در حل مسائل به کار ببريدگ

٧(، يد بشنا ا کتاب د شد ف ی ب غي اب ت اع ان انواع توابع غير جبری معرفی شده در کتاب را  بشناسيد ،)٧

ببريد کار به مسائل حل در را ويژگيھا اين و بشناسيد را يک ھر .ويژگيھای ر ببري ل ب  ل  ر  يھ ر  ين ويژ ي و  ر ي ر ب ی  يھ .ويژ

.تعيين کنيد که ھر تابع  معلوم زوج است يا فرد، يا ھيچکدام )٨

.تعيين کنيد که تابع معلوم کراندار است يا بيکران) ٩



.تعيين کنيد تابع پوشاست يا نه )١٠

.تعيين کنيد تابع يک به يک است يا نه )١١

شرايط وارون پذيری تابع را توضيح دھيد و وارون آن ھر تابع معلوم  )١٢

کن ت ت .را ، در صورت وجود ، تعيين کنيدا

ھمديگرند)١٣ وارون لگاريتمی و نمايی توابع که بدھيد نشان .نشان بدھيد که توابع نمايی و لگاريتمی وارون ھمديگرند)١٣

.وارون توابع مثلثاتی را توضيح بدھيد)١۴

:مقدمه
آ گ گ ل

ح) و ر ی ع و رو و

در علوم گوناگون ، مجموعه ھايی که عضوھای آنھا زوج مرتب اند اھميت

دارند مخاص ھا مجموعه گونه اين مطالعه و معرف به فصل اين در در اين فصل به معرفی و مطالعه اين گونه مجموعه ھا می.خاصی دارند
.پردازيم



:مقدمه١-١-٣
.  در بسياری از توابع با مجموعه ھايی از زوجھای مرتب  سروکار داريم 

ل فا ک ک ق ط ک ک گا ثال برای مثال ، ھنگامی که متحرکی روی خط مستقيم حرکت می کند، فاصلها

تب ز يله ب ان ت ظه ل ھ د ا بدا از s)آن t)داد نشان نشان داد (s , t)آن از مبدا را در ھر لحظه می توان بوسيله زوج مرتب

و ، آن در استsکه مبدا از متحرک .فاصله 0t ن      و ر   s ب ز  ر   .

:تعريف  ٢-١-٣

0t 

ھر مجموعه ای از زوج مرتب را يک رابطه دوتايی يا بطور خلاصه يک 

.رابطه می ناميم



:تعريف  ۴-١-٣
يک رابطه باشد و          ، در اين صورت می نويسيم Rفرض می کنيم 

Rان طهخ اRا د طهنادا Rا

R)y,x( 

xRyو می خوانيم»x رابطهR دارد باy«بين«ياxوy رابطهR 

است بهR،xرابطه«يا»برقرار دھدyرا می کند(نسبت می »نظير ر  ر ب«ي»بر ھyر ب R xر ی  ی (ب  »ير 

:مثال  ۵-١-٣
گ

11 2S1S)2,1(  يا
:داريم ۴-١-٣بنابر.را در نظر می گيريم٣-١-٣رابطه ھای مثال

22

11

5S2S)52(
4S2S)4,2(

),(




يا
يا

44

33

SS
5S2S)5,2(


 ي

)ايران،تھران(ايران    تھران                    يا



:تعريف  ۶-١-٣
ط ا ک ت ل ا ا ت ا نهت کقلاا يکقلمرويا  دامنهمجموعه تمام مختص ھای اول زوج مرتب يک رابطه

رابطه دامنه ھمرابطه و مجموعه تمام مختصھای دوم عضوھای رابطه را 
نامي م

:مثال٧-١-٣

می ناميم

.را در نظر می گيريم ٣-١-٣رابطه ھای مثال 

آ .است } ٢و٣و٨{وھم دامنه آن مجموعه} ١و٢{دامنه    مجموعه

است حقيق اعداد تمام مجموعه ، دامنه وھم دامنه

1S

Sدامنه وھم دامنه     ، مجموعه تمام اعداد حقيقی  است.

.دامنه   مجموعه تمام اعدد حقيقی وھم دامنه آن مجموعه                است

2S

3S}1yy{  م ی م

ايران، پاکستان، {و ھم دامنه آن }تھران،کابل،اسلام آباد{دامنه     مجموعه 
4S

3S}yy{

.است } افغانستان



:مقدمه ١-٢-٣

در اين بخش دسته خاصی از رابطه ھا را ، که تابع ناميده می شوند 

.و اھميت ويژه ای دارند، معرفی می کنيم

:تعريف٢-٢-٣ :ري
باشد که  Cوھم دامنه آن مجموعه Aمجموعه  fفرض می کنيم دامنه رابطه 

 Bبه Aرا يک تابع از  fرابطه . است          Bزير مجموعه ای از 

اش ا ق ز ط ش اگ نا

)BC( 

:می ناميم اگر دو شرط زير برقرار باشد



گال اش اش ا Bا A برای ھر عضو       ، عضوی مانند         وجود داشته باشد به گونه)الف

که ديگای بيان عضfبه ھ ازAبايد ی عض به Bا

By Ax

f)yx(             به بيان ديگر .ای کهf بايد ھر عضـــوAرا به عضوی ازB 

.نسبت دھد

f)y,x( 

گگ آ را تنھا  Aھر عضــوfيعنـی. y=zآنگاه          اگر           و)ب

از عض يک بدھدBبه نسبت

f)y,x( f)z,x( 

.نسبت بدھدBبه يک عضواز

ھر fرا يک تابــع می گوييم در صورتی که  fبه طور خلاصه رابطــه 

ط ط .نسبت بدھدBرا فقط و فقط به يک عضو ازAعضو



:تعريف  ٣-٢-٣
ازfاگ نBهAتا اشد :باشد، می نويسيمBبه Aتابعی ازfاگر

تابعAمجموعه دامنه مجموعهfرا و دھيم، می نشان نماد وبا ناميم می
BA:f 

D و بعAج وfر   ج ھيم و  ی  ن  يم وب      ی 

B  را برد تابعf بنابراين .و با نماد    نشان می دھيم:

fD

fR

:تعريف  ۴-٢-٣
BR,AD ff 

تنھا يک عضو از برد  fاز دامنه  xچون بنابر تعريف تابع ، به ازای ھر 

لاا ک ا گ اا ق fا xدر  fرا مقدارyوجود دارد به گونه ای که          ،   معمولاyمانند

نويسيم م وبجای ناميم y=f(x):م

f)y,x( 

f)yx( می ناميم وبجای           می نويسيم:   y=f(x) 

xرا متغير وf(x)تصوير راx توسطfمعادله.می ناميمy=f(x)  ضابطه را

f)y,x( 

( yم( ( )
.می ناميم تعريف تابع



:مثال  ۶-٢-٣
.يک تابع استg={(2,1),(1,3),(3,5),(4,7)}نشان بدھيد که رابطهط

طل ا }ا آ{ }ا } {1,3,5,7}و ھم دامنه آن{2,1,3,4}، مجموعهgدامنه رابطه:حل
.است 

١ ٣١
٢
٣

٣
١
۵

۴ ٧

فقط و فقط به يک عضــو  gمشاھده می کنيم که ھر عضـو از دامنه 

ط ط  gبنابراين . نسبت داده شده استgتوسط رابطــه gاز ھم دامنــه

است تابع .يک تابع استيک



:نکته ٧-٢-٣
را با بررسی تمام زوج ھايمرتب  g، تابع بودن رابطه  ۶- ٢- ٣در مثال  

ثال ال ا ا ان ط٣٢۵آ ا فfک ت ا ط ا ا با ضابطه ای تعريفfکه رابطه۵-٢-٣آن انجام داديم، در حالی در مثال

بودن تابع تشخيص برای ، است کرديمfشده استفاده تابع تعريف از .از تعريف تابع استفاده کرديمfشده است ، برای تشخيص تابع بودن

:مثال  ٨-٢-٣
است تابع زير ھای رابطه از يک کدا کنيد .تحقيق کنيد کدام يک از رابطه ھای زير تابع استتحقيق
)}4,2(),4,1(),3,1{(R1 

:حل

)}4,2(),3,1{(R 2 

١ ٣ ٣١١
٢

٣
۴

٣
۴

١
٢



:تعيين دامنه تابع ١٠-٢-٣

. ھر تابع با ضابطه تعريف و مجموعه ھای دامنه وبرد مشخص می شود

معمولا روش کلی برای مشخص کردن يک تابع اين است که نخست دامنه 

تابع را تعريف کنند ، به اين ترتيب با ضابطه تعريف تابع ، مقدار تابع به 

.ازای ھر عضو دامنه مشخص می شود

نظ د داد ا ا ت ه ا آن اشد نشد شخ تا نه دا اگر دامنه تابعی مشخص نشده باشد ، آن را مجموعه تمام اعدادی در نظراگ

باشد معنی با تابع تعريف ضابطه آنھا ازای به که گيريم .می گيريم که به ازای آنھا ضابطه تعريف تابع با معنی باشدمی



ا ا مثلا برای تابعثلا

ناصفر حقيق اعداد تمام مجموعه تابع دامنه نيست، مجاز صفر بر تقسيم چون
x
1)x(f 

چون تقسيم بر صفر مجاز نيست، دامنه تابع مجموعه تمام اعداد حقيقی ناصفر 
است، يعنی

}0{RDf 

به ھمين ترتيب، دامنه تابع            مجموعه تمام عدد حقيقی نامنفی است
، يعنی

x)x(g 

}0{RD 

حقيقی عدد دوم ريشه باشيمxزيرا داشته که شود می تعريف وقتی :فقط

}0{RDg  

ی ي وم   يم xزير ري  و   ب ی  ري  ی  : و

0x 



:مثال  ١۴-٢-٣

,f(1), f(-x), f(x-1)  }1{Rxفرض کنيد                                      مقادير 
1x

x2)x(f 




.را تعيين کنيد

:حلحل

:داريم 

x2x2)x(2

1
11
)1(2)1(f 




)1x(2)1x(2)1(f

1x
x2

1x
x2

1x
)x(2)x(f















x
)(

1)1x(
)()1x(f 






:مثال  ١٧-٢-٣
.با ضابطه              را رسم کنيد fنمودار تابع  3x)x(f 

y

x        f(x)

y
25
20
15

3x)x(f 

0
1

0
1

15
10

2
3
1

8
27
1

x
1  2  3  4-4 -3 -2 

-5
-1
-2
-3

-1
-8
-27

-10
-15
-203 27





:مثال  ١٨-٢-٣
1ط .با ضابطه              را رسم کنيدfنمودار تابع

x
1)x(f 

x f(x)x        f(x) x        f(x)

4
1

4 4
1

 4

2
1
4

2
4

3
1
4

 2

1
2

1
1

1 1

2

1
2 2

2
1



3

1
3 3

3
1
2



4
4 4

4
1





:مقدمه١-٣-٣
بسياری از توابعی که در مسائل مطرح می شوند ممکن است ترکيبی از 

مقدار سودی باشد که يکP(x)برای مثال ، فرض کنيد.توابع ديگر باشند )ع )
از فروش  R(x)اگر . عدد از کالا يی بدست می آورد x شرکت از فروش

x واحد وC(x)  ھزينه توليدx  واحد کالا باشد، داريم:

P(x)=R(x)-C(x)

)   سود)=(درآمد(-)ھزينه(         

تا فتا ان ت ب ت ت ن ا )Pه ا( ت ا ژگ از تفاد ا ا ا را با استفاده از ويژگيھای توابعP(x)به اين ترتيب می توان رفتار تابع
P(x) وC(x) در اين بخش به بررسی اعمال جبری روی . پيش بينی کرد

پردازيم می زيم.توابع ی پر بع  .و



:تعريف  ٢-٣-٣

را برابر يا مساوی می ناميم ، در صورتی که gو  fدو تابع 

مساوی باشند، يعنی    gو  fدامنه ھای  )الف(
gf DD 

برقرار  f(x)=g(x)، تساوی  gو fاز دامنه مشترک  xبه ازای ھر  )ب(
.باشد

:مثال  ٣-٣-٣

,x(g(5x2     دو تابع با ضابطه ھای تعريف                  )الف
x

x5x2)x(f
2






.برابر نيستند ، زيرا مجموعه ھای                                مساوی نيستند }0{RD,RD fg 



,x(g(5x2      دو تابع با ضابطه ھای تعريف        )ب
1x

)1x)(5x2()x(f 2

2







، به علاوه، به                    برابرند، زيرا ھمواره                01x,RDD 2
gf 

:ازای ھر عدد حقيقی داريم 

5x2)x(g)x(f  5x2)x(g)x(f 



:تعريف۵-٣-٣ ري

کنيم م ھایgوfفرض دامنه با جديدباشندتوابع توابع DD توابع جديد.باشندتوابعی با دامنه ھای        gو fفرض می کنيم

f+g , f-g , fg ,     را به صورت زير تعريف می کنيم: f

gf D,D

g , g , g م,

با ضابطه     روی        f+gتابع حاصل جمع )الف
g

gf DD 

gf DDx;g(x)f(x)g)(x)(f 

با ضابطه   روی       f-gتابع تفاضل  )ب gf DD 

gf DDx;g(x)f(x)g)(x)(f 



با ضابطه    روی       fgتابع حاصل ضرب  )پ gf DD 

gf DDx;f(x)g(x)(fg)(x) 

،    که در آن          تابع خارج قسمت    روی نقاطی از     )ت gf DD 
g
f0)x(g 

f(x)f
با ضابطه 

g

0)x(g;DDx;
g(x)
f(x))(x)

g
f( gf 



:مثال۶-٣-٣

g x4)x(g,2x)x(fو fدامنه ھای .               فرض می کنيم  gم

عبارتند از
)2[}02R{D 

)(g,)(

]4,(}0x4Rx{D

),2[}02xRx{D

g

f





عبارتند از fg , f+g , f-gبنابراين دامنه توابع gع g g

]4,2[]4,(),2[DD gf 

دامنه تابع    برابر با بازه .است  g(x)=0ريشه معادله  x=4چون 
g
f

:است وداريم (4 , 2]



]4,2[x,x42x)x)(gf( 

]4,2[x,x42x)x)(gf( 

]4,2[x,x42x)x)(fg( 

)42[2x))(f(  )4,2[x,
x4

)x)(
g

( 






gf



:مقدمه١-۴-٣
در اين بخش به معرفی توابعی می پردازيم که در مباحث مربوط به 

.حساب ديفرانسيل و انتگرال نقش مھمی دارند

:تعريف  ٢-۴-٣
تا ا اشfاگ ق ق ا ا ا اfا را fزير مجموعه ھايی از اعداد حقيقی باشند ، fاگر دامنه و برد تابع

ناميم می حقيقی تابع تعريـفيک ضابطه با ، مثال RR:fبرای  يم ی  ی  ي بع  ري         .ي  ب  ل                 ب  ی  بر

.استيک تابع حقيِقی

RR:f 

xx)x(f 2ِ ع )(



:تعريف  ٣-۴-٣
ق ق تا د آنگاfاگ اشد کان ا کfه تا ثا تا تابع ثابترا يک f، مجموعه ای يکانی باشد آنگاهfاگر برد تابع حقيقی

ناميم تابعمی مثال تعريفبرای ضابطه يکf(x)=3با }3{R:f  يم بع.ی  ل  ی  ري         بر ب  f(x)ب  ي 3

نمودار.f(-5)= , f(1)==3 , f(0)=3تابع ثابت است و داريم

}3{R:f 

f(x)=3 در شکل زير رسم شده است.

y

3 f(x)=33
2
1

x0



:تعريف  ۴-۴-٣
 xمجموعه عدد حقيقی و برای ھر عدد حــقيقی fاگر دامنه وبرد تابعگ

باشي آنگاهf(x)=xداشته ،fھمانرا ناميتابع اينم مقادير بعض بعضی مقادير اين.می ناميمتابع ھمانیرا f، آنگاهf(x)=xداشته باشيم

:تابع عبارت اند از ع
f(0)=0 , f(-3)=-3 , f(2)=2

ا ل ا ا .نمودار تابع ھمانی در شکل زير رسم شده استا

y
22
1

f(x)=x

x

0
1    2-3   -2   -1

-1
-2



:تعريف  ۴-۵-٣

با ضابطه تعريف           تابعی مانند      تابع فاکتوريل
f( ) ا!

N}0{N:f 
f(n)=n!است.

از اند عبارت فاکتوريل تابع مقادير از تايی ز:چند ر   ب وريل  بع  ير  ز  يی  :چ 

1f(1)
1f(0)




2212!f(2)
1f(1)




2443214!f(4)
63213!f(3)




120543215!f(5) 



:تعريف  ۴-۶-٣
RR:f}0{  تابع قدر مطلقتابع                      با ضابطه تعريف              را   x)x(f 

را با نماد    نشانxيادآوری می کنيم که قدر مطلق عدد حقيقی.می ناميم

کنيم م تعريف زير صورت به و دھيم :م

x

:می دھيم و به صورت زير تعريف می کنيم


 


0xx

x

 


0xx

x

   از تعريف بالا نتيجه می شود که قدر مطلق ھر عدد حقيقیx عددی

است 0يعنینامنفی 0xيعنی.نامنفی است 



:بعضی مقاديراين تابع عبارت اند از

00)0(f 

ز ر ب بع ين ير ی ب

2)2(2)2(f

00)0(f





22)2(f 
است شده رسم زير شکل در مطلق قدر تابع :نمودار م   ل زير ر ر  ق  ر  بع  ر  :و

y

x)x(f 

x٠



:تعريف  ٨-۴-٣
تابع جزء صحيحرا  f(x)=[x]تابع حقيقی             با ضابطه تعريف 

.می ناميم

ق ق ا ک کن ازت ن ا ]ا ]

ZR:f 

 [x]را با نماد xصحيح، جزءxتوجه کنيد که برای ھر عدد حقيقی

از نابيشتر صحيح حقيقی عدد بزرگترين با است وبرابر دھيم می زنشان ر  بي يح  ی  ي رين   بر  ب بزر يم وبر ی  ن 

]x[x]x[1بنابراين .تعريف می کنيم x)کوچکتر يا مساوی( 

:چند تا از مقادير اين تابع عبارت اند از

][][

0]0[)0(f 

1]
2
3[)

2
3(f 

][)(f

2]
2
3[)

2
3(f 

5]5[)5(f 



وجزء است صحيح عددی ، حقيقی عدد ھر صحيح جزء که کنيد دقت کنيد که جزء صحيح ھر عدد حقيقی ، عددی صحيح است وجزءدقت
برای رسم نمودارتابع .صحيح ھر عدد صحيح با خود آن برابر است 

f(x)=[x]از مقادير زير استفاده می کنيم ،: ( ) [ يم[ ی زير ير ز

3x4 اگر                  آنگاهf(x)=[x]=-4 3x4 
2x3 
1x2 

)ر ) [ ]
    f(x)=[x]=-3اگر                  آنگاه

f(x)=[x]=-2آنگاه   اگر
گااگ آ 0x1 

1x0 
   f(x)=[x]=-1آنگاه  اگر

 f(x)=[x]=0 آنگاه   اگر

f(x)=[x]=1آنگاهاگر 2x1 
3x2 
4x3 

f(x)=[x]=1آنگاه  اگر
f(x)=[x]=2 آنگاه   اگر
f(x)=[x]=3آنگاه  اگر 4x3 ( ) [ ]



yy

-4      -3      -2      -1     0
x1       2        3        4



:تعريف  ٩-۴-٣
خط اfتا ق ق ا ا آ ن ا ک ا تا تابعی است که دامنه و برد آن مجموعه اعداد حقيقی است ، وfتابع خطی

حقيقی عدد ھر ضابطهxبرای :با :با ضابطه xبرای ھر عدد حقيقی

bax)x(f 

.عدد حقيقی ثابتی ھستند  bو  aتعريف می شود ، که در آن 

ت ا ت ا خط ک خط تا ھ دا .نمودار ھر تابع خطی ، يک خط راست استن

خطی تابع استf(x)=2x-1نمودار شده رسم زير شکل yدر f(x)نمودار تابع خطی 2x .در شکل زير رسم شده است1

f(x)=2x-1

y

١     ٢ x



:تعريف  ١٠-۴-٣

تابعی است که دامنه و برد آن مجموعه اعدد حقيقی است  pتابع چند جمله ای 
حقيقی عدد برای ضابطهxو با ی ي ی   ب xو بر ب 

n1n
1n

1
n

0 axa...xaxa)x(P  


يک عدد صحيح نا منفی است و  nدر اينجا .تعريف می شود 

اند ق ق ادد له ند ه د )Pا )P( ک( ا

01n a,a,...,a

را يک P(x)وP(x)را درجه چند جمله ایn.عدد حقيقی اند و        0

از ای جمله ناميمnچند می

0a0 

ز ی  يمnچ ج  .ی 

7x2x3)x(Pتابع                          يک تابع چند جمله ای درجـــه دوم و تابع  2 

.  يک تابع چند جمله ای از درجه چھار است                       1x3x2)x(q 24 



:مقدمه  ١-۵-٣

اما توابع ديگری نيز در رياضيات .با  توابع جبری آشنا شديم  ۴-٣در بخش 

اين دسته توابع را توابع غير جبری يا متعالی  . مطرح می شودکه جبری نيستند 

از جمله توابع غير جبری می توان از توابع نمايی ، توابع لگاريتمی ، . مي ناميم 

.و توابع مثلثاتی نام برد که در اين بخش به معرفی آنھا می پردازيم 



:تعريف   3-5-2

0a,1aبرای ھر عدد حقيقی ثابت               ،تابع                با ضابطه تعريف   RR:f

.می ناميم تابع نمايیرا يک 

xa)x(f 

0aداريم       xبنا بر تعريف بالا روشن است که برای ھر عدد حقيقی  x 

 yو xيادآوری می کنيم که بنا بر خواص توان اعداد ، برای ھر دو عدد حقيقی 
:روابط زير برقرارند 

)ب                                                        )الف yxyx aaa 
x

x

a
1a 

)ت                                                          )پ
a

yx
x

y a
a
a xyyx a)a( 



توابعی نمايی اند ، که            ،ھر يک از توابع      x)
2
1()x(g x2)x(f  ع

:نمودارھای آنھا درشکلھای زير رسم شده است

2)(

x2)x(f x y2)x(f 

1
2

0
1

x2)x(f 

y

2
4
8

1
2
3 o

2
11

8
x

o

4
12



  2)
2
1(xgx xx  x)

2
1()x(g y

1
10

2 )
2

()(g

12

2
11

8
13

4
2

x

-1                   2

8

-2                   4
-3                   8



xe:تابع نمايی     ٣-۵-٣
انتـخاب کنيم که  eدر تعريف تابع             ، اگر    را برابر عدد گنگ 

ا ق نه تا آ تق ا ا٧١٨٢٨١٨٢٨٢ق ن تا ت ا

xa)x(f a

است ،تابع نمايی     ٧١٨٢٨١٨٢٨/٢مقدار تقريبی آن تا نه رقم برابر 

نماد با را تابع اين ، آيد می بدست

xe)x(f 

بدست می آيد ، اين تابع را با نماد 
)xexp(ex 

. نمودار تابع                 در شکل زير رسم شده است. نيز نشان می دھند  xe)x(f 

y

1
xe)x(f1

0

e)x(f 

x0



 :تعريف ۵-۴-٣

تابع حقيقی              با . عددی مثبت باشد و            aفرض می کنيم   1a RR:f 

.می نا ميم aتابع لگاريتم در مبنای ضابطه تعريف                  را 
x

alog)x(f 

،عدد ی    aدر مبنای  xيادآوری می کنيم که منظور از لگاريتم عدد مثبت  

انند ت کها ط ته نالگا ادد ن ا ا xa y را با نماد                aدر مبنایxلگاريتم.به طوری که              yاست مانند

بنابر اين ھمواره داريم.نشان می دھيم         

xa y 

x
alogيم ی ريمن ر و ين بر ب aog

xaylog yx
a 

 توجه کنيد که لگاريتم اعداد منفی و صفر تعريف نشده است.



داريم:مثال۵-۵-٣ ريم:ل

2log255 252  2log255 5 

4log12 16
1

2
4  g

16 2

3log110 100
1

3  3log
1000

10 10010 

0log13 10  0log13 3 

1log77 71  1log77 7 



:نمودار تابع لگاريتمی ١٢-۵-٣

يا  لگاريتم  معمولیاختيار کنيم ، لگاريتم  را  ١٠اگر مبنای لگاريتم  را عدد 

در لگاريتم  معمولی ، عدد مبنا را معمولا نمی نويسند، .می ناميم اعشاری

:به عبارت ديگر
xloglog x

10 

نمودار تابع لگاريتم  معمولی در شکل 
ت ا ش ز

y

. زير رسم شده است

1
F(x)=log x

x



ت ا ش ز شکل تا ا .نمودار تابع                 در شکل زير رسم شده استxlog)x(fن 2log)x(f 

y

1

x

x
2log)x(f 



طبيعی١٣-۵-٣ لگاريتم ی:تابع بي م   ري :بع 

گنگ عدد را مبنا اگر لگاريتم محاسبات راeدر لگاريتم کنيم، اختيار اختيار کنيم، لگاريتم  راeدر محاسبات لگاريتمی اگر مبنا را عدد گنگ

معمولا لگاريتم  طبيعی را با .می ناميم لگاريتم  طبيعی يا لگاريتم  نپری

:به عبارت ديگر.نمايش می دھند  lnنماد 

ll x xlnlog x
e 



کنيم می بررسی را توابع ھای ويژگی از برخی بخش اين .در اين بخش برخی از ويژگی ھای توابع را بررسی می کنيمدر

:مثال3-6-2

مجموعه تمام اعداد fاگر                                ،چون دامنه )الف 1x3x5)x(f 24 
حقيقی است ،داريم

1)x(3)x(5)x(f 24 

،يک تابع زوج است  fبنابراين 
1x3x5 24  )x(f

x7x3x2)x(g 35   gچون دامنه تابع .      فرض می کنيم                                   )ب

ا ا ق ق ا ا ا مجموعه تمام اعداد حقيقی است ، داريمت



)x(7)x(3)x(2)x(g 35 

x7x3x2 35 

)( )x(g
. يک تابع فرد استgبنا براين 

x(h(1xx2x3تابع                                   را در نظر می گيريم ، داريم )پ 234 

1)()(2)(3)(h 234 1)x()x(2)x(3)x(h 234 

1xx2x3 234 

نه ذوج است نه فردhچون                                            ، تابع )x(h)x(h),x(h)x(h 

1xx2x3 

ع جچ )()(),()(



:تعريف  ۶-۵-٣

 xوجود داشته باشد به طوری که برای ھر   Mاگر عددی مانند  )الف

M)x(f.داشته باشيم fاز دامنه  

.می ناميم  بالا کرانداررا از  fآنگاه 

از  xوجود داشته باشد به گونه ای که برای ھر  Nاگر عددی مانند  )ب

:داشته باشيمfدامنه

ازfآنگاه کرانداررا ناميپايين م

N)x(f 

.می ناميمپايين کرانداررا ازfآنگاه



 fدامنه  xوجود داشته باشد بطوری که برای ھر     M >0اگر عددی مانند)پ

داشته باشيم 
M)x(fM 

يا

ناfآنگا اندا ک ا
M)x(f 

.  را کراندار می ناميمfآنگاه

تابع)ت راfاگر آن ، باشد کرانکراندار ناميمبی می بع) ن رfر  ر ب   رانر يمبی  . ی 



y =M

y =N

تابع از پايين کراندار) بتابع از بالا کراندار)الف

تابع بی کران) ت تابع کراندار) پ



:مثال ٧-۶-٣

حقيقی)الف عدد ھر ازای به زيرا ، است کراندار کسينوس و سينوس xاتوابع ی) ي ر   ی  ز ر   زير ب  ر وس  ي وس و  ي بع  xو

داريم

1xsin1و                                          1xcos1 

1x2)x(f 2 xتابع                   از پايين کراندار است ، زيرا برای ھر عدد حقيقی )ب 1x2)x(f 

11x2)x(f 2 
داريم

11x2)x(f 

2x1)x(g  xتابع                 از بالا کراندار است ، زيرا برای ھر عدد حقيقی  )پ )(g

)( 2 1x1)x(gداريم 2  داريم



x(h(2xتابع                  که نه از بالا کراندار است نه از پاين بی کران  )ت 3 

را که در نظر بگيــريم ،  y=-Mو  y=Mاست زيرا ھر دو خط افقی 

وجود دارد که در خارج ناحيه بين اين دو خط  hنقطه روی نمودار تابع 

ت ا تااق دا ن نقطه دhثلا دا ا ق )3M1M(3 قرار دارد hمثلا نقطه                         روی نمودار تابع .واقع است

است خط دو بين ناحيه از بيرون ولی

)3M,1M(3 

My                و ي بين  ز  ی بيرون  .و My 



:تعريف٩-۶-٣ ر
که داشته باشيم  fمی ناميم اگر به ازای ھر   و    از دامنه  صعودیرا  fتابع  )الف 2x 1x

که      fمی ناميم اگر به ازای ھر    و     از دامنه نزولی را fتابع  )ب
)x(f)x(f 21 

1x2x21 xx 

x(f)x(f(داشته باشيم  21 

صدق ) ب(و)الف(در ھيچ يک از ويُژگيھایfدر صورتی که تابع)پ ع)پ ی ور يھر ويژ ز ي يچ ق)(و)(ر

.نه صعودی است نه نزولی  fنکند ، می گوييم 



:تعريف  ١٢-۶-٣

می ناميم اگر به ازای ھر       و         از يک به يکتابع               را  BA:f 1x2x

.تساوی                ايجاب کند که            fدامنه  )x(f)x(f 21 21 xx 

:مثال  ١٣-۶-٣

5x2)x(f 3 RR:f  تابع              با ضابطه تعريف                        يک به يک است ، زيرا)الف

5252 33

)x(f)x(f 21  1x2xبه ازای ھر   و    ازR اگر داشته باشيم                 ، يا ،

33 

5x25x2 3
2

3
1 

آنگاه بدست می آوريم

21
3
2

3
1 xxxx 



ت)ب ن ک ه ک ف ت طه ضا ا )(RR7تا 2 تابع             با ضابطه تعريف                   يک به يک نيست ،)ب

آوريم می دست به تساوی از زيرا

RR 7x)x(g 2 

)x(g)x(g 21 وريم ی  وی                    ب   ز  g)(g)(زير  21

7x7x 2
2

2
1 

بنابر اين     و    با ھم.   که از ان نتيجه می شود              يا           22

ثلا ، تند ني ی ا

2
2

2
1 xx 21 xx 1x2x

مساوی نيستند ، مثلا
37)2()2(g 2 

372)2(g 2 

يک به يک نيست gدر حالی که          وبنابر اين  g(-2)=g(2)می بينيم که  22 



:تعريف  ١۴-۶-٣

:  را می توانيم به صورت زير بيان کنيم  ١٢- ۶- ٣تعريف 

گ Afمی ناميم اگر به ازای ھر   و    از دامنه يک به يکتابع               را

اشfتا داشته که

BA:f 1x2x

xx  21که                 داشته باشيمfتابع xx 

)x(f)x(f 21 
:مثال  ١۵-۶-٣

x)x(f 11 11         تابع                يک به يک نيست ،زيرا                 در حالی که

)1(f)1(f                يعنی ،.



 :تعبيرھندسی يک به يک بودن  ١۶-۶-٣

y
yy

y=g(x) y=f(x)

xx



:قضيه  ١٨-۶-٣

.يک به يک خواھد بود fصعودی يا نزولی باشد، آنگاه  fاگر تابع 

:نکته ٢٠-۶-٣
برقرار نيست ، به بيان ديگر ، اگر تابعی يک به ١٨-۶-٣عکس قضيه ي بس ي ی ب ر ر ي ن بي ب ي ر ر بر

:برای مثال تابع.يک باشد ، الزاما صعودی يا نزولی نيست

y 







 1x0
1x0x

)x(f

2

نزولی نه است صعودی نه که حالی در است يک به .يک









1xx
1x0)x(f

3

ی زو ی    و ی    ر  .ي ب ي  

x

1
0



:تعريف  ٢١-۶-٣
ا ھشاتا ازا ه اگ تاbنا د ضfاز Afمی ناميم اگر به ازای ھرپوشاتابع                راb از برد تابعf  عضوی ،

دامنهaمانند باشيمfاز داشته که طوری به باشد داشته :وجود

BA:f 

a زf يم وری   ب :وجو  ب ب 

b=f(a)       
::مثال٢٢-۶-٣

پوشاست)الف تعريف ضابطه با برایتابع زيرا RR:f 5x2)x(f 3  زيرا برای. تابع                با ضابطه تعريف                   پوشاست)الف

ياb=f(a)، معادله Rيعنیfاز برد تابعbھر

RR:f 5x2)x(f

)یع )

ا ت ا ق ق شه ک ا ا

5a2b 3 
5b دارای يک ريشه حقيقی                است و داريم: 3

2
a 

b5)5b(25)5b(2)(f 3  b5)
2

(25)
2

(2)a(f 33 



برد عضو ھر برای دامنهbمانندfچون از داردaمانندf،عضوی وجود و بر ر  ی  ز f bچون بر ر faوی  وجو 

.تابعی پوشاست fپس  b=f(a)به گونه ای که 

RR:gتابع              با ضابطه تعريف ،                   پوشا نيست، زيرا  )ب 1x2)x(g 2 

1a2bيا                نتيجــه  b=g(a)باشد از  gاگر عضو دلبخواھی از برد  2 

:می گيريم که 

آ
2

1ba 


پوشا gبدست نمی آيد، پس aجوابی برایb=-5از اينجا مثلا به ازای

ديگرنيست عبارت برد۵به از ی یgعض عض ھيچ ير تص که است است که تصوير ھيچ عضویgعضوی از برد-۵به عبارت ديگر.نيست

.نيستgاز دامنه يgز



در اين بخش وارون تابع را تعريف می کنيم و به بررســـی خواص آن می 
.پردازيمداز

تابع١-٧-٣ :وارون :وارون تابع١-٧-٣
RR:fتابع               را در نظر می گيريم  و آن را به صورت مجموعه ای  

x(fy)y,x({f{(:از زوجھای مرتب می نويسيم 

:را به صورت زير تعريف می کنيم gرابطه 

)}x(fy)xy({g 

از تعويـــض مو لفه ھای اول و دوم  gروشن است که اعضای رابطه 
)}x(fy)x,y({g 

.به دست می آيند  fاعضای تابع 



.خواھد بود  Aبه Bتابعی از  gاکنون می خواھيم ببينيم تحت چه شرايطی 

وجود داشته باشد به طوری  Aدر  aبرای ھر       بايد عضوی مانند  )الف Bb

بايد پوشا  fپس .  b=f(a)که              که در اين صورت خواھيم داشت 
.باشد

g)a,b( 

g)x,y(g)x,y( 12 21 xx  )y(g)y(g ديگراگر                   و                بايد داشته باشيم             ،به عبارت  )ب 1221

)x(f)x(f 21 21 xx               پس . بايد بتوان از تساوی                 نتيجه گرفت کهf  بايد يک

تابعی  يک  fباشد ، بايد  Aبه Bتابعی از  g، پس برای آنکه  به يک باشد

يک  fبر عکس ، به آسانی می توان نشان داد که اگر . به يک و پوشا باشد 

.خواھد بودAبهBتابعی از gبه يک و پوشا باشد ،



تعريف٣٧٢ :تعريف٢-٧-٣

رابطه باشد پوشا و يک به يک تابعی :اگر RR:f اگر               تابعی يک به يک و پوشا باشد رابطه:

}f)y,x()x,y({g 

می ناميم و با نماد        fوارون تابع است  Aبه  Bرا که تابعی از 

نشا

1f 

پس.نشان می دھيم

AB:f,}f)y,x()x,y({f 11  

.است  fو برد     برابر با  دامنه  fدقت کنيد که دامنه       برابر با برد  1f 1f 

,})y,(),y({

.در شکل زير وارون تابع توضيح داده شده است 



f

x

y=f(x)

x

1f 
)y(fx 1

BA
)y(fx)x(fy 1

)y(fx

A



مثال٣٧۴ :مثال۴-٧-٣
)  چرا؟(تابع               با ضابطه تعريف           ،   يک به يک و پوشاست RR:f 3x)x(f 

3xyبرای محاسبه وارون اين تابع ، معادله             . پس دارای وارون است  

:حل می کنيم و به دست می آوريم xرا بر حسب 

3 yx 

:را عوض می کنيم ، خواھيم داشت yو  xدر تساوی اخير، جای 

y

:عبارت است ازfپس وارون

3 xy 

پ

RR:f,x)x(f 131  



.و     در شکل زير رسم شده است  fنمودار ھای توابع  1f 

.قرينه اند y=xو     نسبت به خط  fتوجه کنيد که نمودارھای  1f 

y

0 x0

y=x



:وارون تابع نمايی       ۶-٧-٣ xa
و        ،  a>0فرض می کنيم               با ضابطه            که در آن 

ش

a
 RR:fxa)x(f 1a 
.تعريف می شود

ياfتابع)الف ی ا ت زيرا ، ت ا يک به fxx)(f)(يک يک به يک است ، زيرا تساوی                    يا              fتابع)الف
نتيجه  می شود 

)x(f)x(f 21 21 xx aa 

باشد ، از  fعضو دلبخواھی از برد  bپوشاست ، زيرا اگر  fتابع )ب

xbb b=f(x)يا             نتيجه می شود              و داريم:
 

xab b
alogx 

ba)x(f
b

alog

.دارای وارون استfنتيجه می شود که تابع)ب(و)الف(از

ba)x(f ag 

بع)ب(و)(ز و ی رونيج و ی ر



تعيين  yرا برحسب  x، از معادله           مقدار  fبرای محاسبه وارون 
ک

xay 
:می کنيم

1y
a

x )y(flogxay  

:را عوض می کنيم، خواھيم داشت yو  xاکنون در تساوی اخير جای 

. بنابراين ، وارون تابع نمايی     تابع لگاريتمی         است و بر عکس

x
a

1x
a log)x(flogy  

xax
alog

:نتيجه٧-٧-٣

.وارون يکديگرند ۶-٧-٣و            بنابر  y=ln xدو تابع  )١
xey 

.وارون يکديگرند ۶-٧-٣و          بنابر  y=log xدو تابع  )٢ x10y 



چھارم فصل

 حد و پيوستگی توابع

:ھدف کلی

ھدف کلی فصل اين است که با مفھوم حد تابع، قضيه ھای حدی ،حدھای 

چپ وراست تابع ،حد در بينھايت، و پيوستگی تابع در بينھايت وپيوستگی 

آ .تابع در يک نقطه  حقيقی ودر يک بازه آشنا شويدط



:ھدفھای رفتاری
:از شما انتظار می رود پس از پايان مطالعه اين فصل بتوانيد

بدھيد)١ ضي ت ا د ف .مفھوم حد را توضيح بدھيد)١

کنيد)٢ تعريف در يا متناھی نقطه در را تابع .حد  ي) ري  ر      ی ي  ر   بع ر   .

.حد تابع را در نقطه متناھی يا در    محاسبه کنيد )٣ 



 .قضايای حد را بيان کنيد وآنھا را در محاسبه حد به کار ببريد)۴

صورتھای مبھم يا نامعين حدی را تشخيص بدھيد ومقدار واقعی حد داده  )۵

.شده را محاسبه کنيد



حدھای راست و چپ را تعريف کنيد ورابطه ميان حدھای يک طرفه و)۶ و) ر ي ی ن ي ب ور ي ري ر چپ و ر ی

حد تابع را توضيح دھيد وآن را در حل مسائل به کار ببريد

.مفھوم پيوستگی تابع را در يک نقطه توضيح بدھيد )٧

.رابطه بين پيوستگی تابع در يک نقطه وحد تابع در آن نقطه را بيان کنيد)٨

.نقاط پيوستگی و نا پيوستگی  توابع داده شده را تعيين کنيد)٩

گ .پيوستگی از راست واز چپ را توضيح بدھيد)١٠

د)١١ کن ف ت ته از ھای از د ا تا تگ .پيوستگی تابع را در بازه ھای باز و بسته تعريف کنيد)١١

ببريد)١٢ کار به مسائل حل در را آنھا و کنيد تعريف را پيوستگی ھای .قضيه ر ببري) ل ب  ل  ر  ھ ر  ي و  ري  ی ر  ی پيو .ي 



:مقدمه

در .مفھوم حد يکی از مفاھيم  اساسی در حساب ديفرانسيل و انتگرال است 

اين فصل ابتدا با مفھوم حد به طور شھودی آشنا می شويم و سپس پيوستگی

کن ا تابع را بررسی می کنيمتا



 :مقدمه ١-١-۴
شود معلوم تا کنيم بررسی ای نقطه نزديکی در را تابعی رفتار است لازم وگاھی وم  يم   ی  ی  ای برر ي ز ر  ی را  ب ر  ھی لازم ا ر

عدد ثابتــی که وقتی متغير مستقل به آن نقطه نزديک می شود مقادير تابع به

.توضيح می دھيمابتدا با يک مثال مفھوم شھودی حد را.نزديک می شوند  يا نه



:مثال ٢-١-۴
تعريف ضابطه با f(x)=2xتابع گيريم3 م نظر در را RR:f  تابع                   با ضابطه تعريفf(x)=2x-3را در نظر می گيريم.

نزديک می شود بررسی ٢به عددxمی خواھيم رفتار اين تابع را ھنگامی که

RR:f 

ع م
.کنيم
:حل

ھايي  که به اندازه دلبخواه به xرا به ازای  fبه اين منظور جدولی از مقادير 

ل٢ تشک اش ک :نزديک باشند تشکيل می دھيم٢عدد

1/9             1/99            1/999            1/9999             2
x

F(x) 0/8            0/98              0/998             0/9998             1 

2/0001         2/001            2/01            2/1x

F(x) 1/0002           1/002           1/02              1/2             



قدر ھر دھد می نشان بالا عددxجدول مقدار٢به باشد f(x)نزديکتر ر ر  ی   ن  لا  ول ب ر ب xج ر ب   ي f(x)ز

 f(x)به عبارت ديگر می توانيم مقادير . به عدد يک نزديکتر می شود 

رابه  xنزديک کنيم به شرطی که  ١را تا ھر اندازه که بخواھيم به عدد 

به بيان . انتخاب کنيم ٢نه لزوما برابر با  ٢اندازه کافی نزديک به عدد 

رياضی            را می توانيم به دلخواه کوچک کنيم مشروط براينکه                 

ا ا ا ا ا ا

1)x(f 

.                    را به اندازه کافی کوچک انتخاب کنيم 2x 



تعريف۴١٣ :تعريف٣-١-۴

تابعLعدد حد انندaدرfرا ثبت عدد ھر برای اگر ي 0نا مي ناميم اگر برای ھر        عدد مثبتی مانند aدرfرا حد تابعLعدد

وجود داشته باشد به طوری که)معمولا وابسته به (

0

 )(

ا
 L)x(fax0
:در اين صورت می نويسيم

L)x(flim 

.است  Lميل می کند برابرaبه سمت xوقتیf(x)و می خوانيم حد

L)x(flim
ax




يم و ی )و ی( بربو بر ی ي

 توجه کنيد که                   به معنای        و               است.  ax0axax 



y

Y=f(x)
L
L

L
L

a xa a

باشد  Lميل ميکند برابر  aبه  xوقتی که  fاگر حد تابع  ١- ۴بنابر شکل 

قت اشدآنگا اق ن )fافق )  بر محور f(x)بر محور افقی بين       و        واقع باشدxآنگاه وقتی

داشت خواھد قرار و بين قائم

aa

L L و ر  ر .م بين         و         L



مثال ۵-١-۴
 نشان بدھيد که تابع                           درx=0 حد ندارد.

:حل








0x1x3
0x1x3

)x(f

:حل
پس بنابر ) . فرض خلف(باشد Lبرابر x=0در   fفرض می کنيم حد تابع 

0 به دارد وجــود       مانند عددی          جمله از      ھر برای حد تعريف
2
1

0

:  گونه ای که

2
1L)x(f0x0 

اکنون اگر            آنگاه. اما              معادل با        و             است   x00x 0x  x

f(x)=3x-1 داريم ) ١(در نتيجه بنابر:

2
1L1x3L)x(f 



:داريم)١(و در نتيجه بنابر f(x)=3x+1واگر           آنگاه X0( م)((

آ الا ط ا ا
2
1L1x3L)x(f 

:از روابط بالا به دست می آوريم

)Lx3()Lx3(11112 

L13L13

)L1x3()L1x3(

)Lx3()Lx3(11112







L1x3L1x3

L1x3L1x3





1
2
1

2
1



ا اق ک ا اک اطل ل ف ا ا  x=0در  fبنابر اين فرض خلف باطل است و.که اين يک تناقض است

ندارد کنيدحد نگاه بعدی اسلايد شکل به :به شکل اسلايد بعدی نگاه کنيد.حد ندارد



y
44

1

x
1

-1

-1

F(x)=3x-1
-4

4)x(hlim)x(glim)x(flim  4)x(hlim)x(glim)x(flim
x1x1x






:مقدمه١-٢-۴

محاسبه مقدار حد تابع با استفاده از تعريف حد و به کمک    و   غالبا طولانی

است پيچيده باو و کني م بيان حد مورد در را ھاي قضيه بخش اين در



در اين بخش قضيه ھايی را در مورد حد بيان می کنيم و با.و پيچيده است

از اثبات اين قضيه ھا صرف.روشھای محاسبه حدھای توابع آشنا می شويم ويم ی بع و ی ب ی ھ ررو ي ين ب ز

.نظر کرده ايم



:قضيه  ٢-٢-۴

:در اين صورت.فرض می کنيم             و             ھر دو موجود باشند )x(glim)x(flim
axax 

عدد ثابتی باشد آنگاه  cاگر  )الف

axax 

)x(flimC)x(Cflim
axax 



عدد حقيقی مثبت باشد آنگاه  rاگر  )ب
)]x(flim[)]x(f[lim r

ax

r

ax 


x(glim)x(flim)]x(g)x(f[lim()پ)پ
axaxax 





)ت
)x(glim)x(flim)]x(g)x(f[lim

axaxax 


x(glim))(x(flim()]x(g)x(f[lim(()ث
axaxax 



:اگر                 آنگاه)ج
)x(flim)x(flim ax  0)x(glim

a


 ر)ج
)x(glim)x(g

lim
ax

ax



 ax

x(flim)x(flim()چ  axax)چ 



:عدد صحيح مثبتی باشد، آنگاهnاگر)ح ح)ح

n )x(flim)x(flim  n
ax

n
ax

)x(flim)x(flim




 در اين رابطه اگرn زوج باشد،               بايد مثبت باشد. )x(flim
ax

:قضيه  ٣-٢-۴

:سه عدد دلبخواه باشند ، آنگاه  aو  n , mاگر 

nma)nmx(lim  )(
ax



:نکته ٨-٢-۴
برای تعيين حد يک تابع چند جمله ای يا تابع گويا،  ٧-٢- ۴بنابر نتيجه 

ک ا ظ قط ا ا ا ق ا طکاف ش ال البته مشروط. کافی است مقدار تابع را در نقطه مورد نظر محاسبه کنيم

باشَد شده تعريف نقطه آن در تابع اينکه داريمبر مثال :برای :برای مثال داريم.بر اينکه تابع در آن نقطه تعريف شده باشد

2)1(5)1()1(3)1(2)2x5xx3x2(lim 234234

1x




گ

13
1x




4x3x 2 ھمچنين چون                            تابعی گوياست، داريم:
7x3x4

4x3x)x(r 3 




22

12
7)1(3)1(4

4)1(3)1(
7x3x4

4x3xlim 3

2

3

2

1x 








4
1

8
2




:تذکر ٩-٢-۴
لا کا ا ا ق ا ت ک ا ا ل ق ا در اکثر موارد ، قبل از اينکه بتوانيم قضيه ھای حد را به کار ببريم ، لازماکث
:است که ضابطه تعريف تابع داده شده را ساده کنيم به مثال زير توجه کنيد

:مثال١٠-٢-۴
.حدھای زير را محاسبه کنيد

39xlim
0

 )ب 3x)الف
9xlim

2

3x 




x0x

:حل
در)الف استx=3تابع نشده زيراتعريف

9x)x(f
2 


09)3( 2




زيرا          .تعريف نشده استx=3تابع                      در  )الف

xزيرا حد اين تابع وقتی.اين امر مشکلی به وجود نمی آورد.نامعين است

3x
)x(f




033 

ع

x=3بستگی دارد و مقدار  ٣در نزديکی  xميل می کند تنھا به مقادير  ٣به 

:از طرفی می دانيم . را شامل نمی شود



)3x)(3x(9x 2 

)3x)(3x(9x

)3x)(3x(9x

2 


:پس به ازای        داريم  0x 

3x
3x

)3x)(3x(
3x
9x








:در نتيجه خواھيم داشت

633)3x(lim
3x
9xlim

3x

2

3x







مخرج کسر به صفر ميل می کند  نمی توانيم قضيه x=0چون به ازای  )ب(

را مستقيما به کار ببريم ، ولی با اســتفاده از يک فن جبری) ج( ٢- ٢- ۴
 

کني به محا قابل را حد اين اني ت رم ک مخرج رت ر، منظ اين به به اين منظور، صورت و مخرج کسر.می توانيم اين حد را قابل محاسبه کنيم
 

آوريم می دست وبه کنيم می ضرب يعنی صورت مزدوج در :را 39x ی آوريم يم وب   ی  رب  ی               ور ي وج  ز ر  :را  39x 



      
  )39x(x

99x
39x
39x.

x
39x








1
)39x(x

x




39x
1




داري ازای به 0xکه

39x
1




:که به ازای         داريم 0x

ا ا

139x

39x



 :بنابراين

39x
1lim

x
39xlim

0x0x 







:خواھيم داشت) ج( ٢- ٢- ۴اکنون بنابر قضيه 

)39(li

1lim
0x 

1

)39x(lim
0x






1

3lim)9x(lim
0x0x






1
39

1




6




مقدمه١-٣-۴
:را با ضابطه زير را در نظر می گيريم fتابع 









0x1x3
0x1x3

)x(f

نشان داديم که اين تابع ۵-١-۴در
نداردx=0در حد



y
.حد نداردx=0در

1
F(x)=3x+1

x

1

x

F(x)=3x 1

-1

F(x)=3x-1



از سمت راست به صفر نزديک xچنان که در شکل ديده می شود، وقتی که
 

د، عددf(x)ش که١به ھنگا د، ش چپxنزديک ت از(از از(از سمت چپxنزديک می شود، و ھنگامی که١به عددf(x)می شود،

منفــی اعداد شود،)طرف می نزديک صفر عددf(x)به نزديک)-١(به ی و)ر   ی  ي  ز ر  ي) (ب f(x)ب  ز

و ١برابر با  ٠در نقطه  fتابع  حد راستدر اين صورت می گوييم . می شود

.است ) -١(برابر با  ٠در نقطه  fتابع  حد چپ

اکنون به تعريف حدھای راست و چپ تابع که حدھای يک طرفه ناميـــده 

.می شوند می پردازيم



:تعريف  ٢-٣-۴
تا کن ض ازfف )د b)ھ ا اگ اشد شد ف ت تعريف شده باشد ، اگر برای ھر(a , b)در بازه fفرض می کنيم تابع

:عدد حقيقی     عدد مثبتی مانند        وجود داشته باشد به طوری که 00وری ب ب وجو ی ب ی 0ي

 L)x(fax0

:ومی نويسيم.می ناميم x=aحد راست تابع در نقطه را  Lآنگاه عدد 

L)x(flim 

.و          است  x>aنماد          به معنای  ax   ax

y

L)x(flim
ax 

y

L

xa C0



:تعريف  ٣-٣-۴
اگر برای ھر       ،.تعريف شده باشد  (a , b)در بازه  fفرض می کنيم تابع 

ط

0

:عدد مثبتی مانند    وجود داشته باشد به طوری که 

 L)x(f0ax

:ومی نويسيم.می ناميم x=aرا حد چپ تابع در نقطه  Lآنگاه عدد 

 L)x(f0ax

L)(fli

.و         است     x>aنماد          به معنای  axax 
y

L)x(flim
ax




LL

xab0



:نکته ۴-٣-۴

بيان کرديم با قرار دادن         يا         ٢-۴تمام قضيه ھايي که در بخش  ax ax

.به جای           ھمچنان معتبرند ax 

:مثال  ۵-٣-۴

.با ضابطه تعريف زير را در نظر بگيريد fتابع 









1x2x5
1x2x3

)x(f

.تعيين کنيد x=1را در صورت وجود در fحد چپ و حد راست  تابع 



:حل
تابع راست حد محاسبه چونx=1درfبرای fli1)(يعن يعنی                 چونx=1در  fبرای محاسبه حد راست تابع

:وبنابراينf(x)=3x+2در اين حالت داريم.x>1پس        و

)x(flim
1x 

1x

1x  )مپ )

52)1(3)2x3(lim)x(flim 

تابع چپ حد محاسبه پسx=1درfبرای چون يعن

52)1(3)2x3(lim)x(flim
1x1x


 

)x(flim1 يعنی                 چون        پس      x=1درfبرای محاسبه حد چپ تابع

:و بنابراينf(x)=5x-2در اين حالت داريم .x<1و     

)x(flim
1x 

1x

1x م( )

32)1(5)2x5(lim)x(flim 

تابع راست حد و چپ حد شود می ملاحظه که طوری باx=1درfبه

32)1(5)2x5(lim)x(flim
1x1x  

xدرfبه طوری که ملاحظه می شود حد چپ و حد راست تابع با   1
.ھم برابر نيستند



:مثال  ٨-٣-۴

.حد نداردx=1در نقطه۵-٣-۴در مثالfتابع )الف(٧-٣-۴بنابر نتيجه ع)(

.دارايحد است  x=1روشن است که اين تابع در ھر نقطه حقيقی به استثنای

:نکته٩-٣-۴
می خواھيم حد چپ . تابع جزء صحيح        ،             را در نظر می گيريم   Rxx)x(f 

.تعيين کنيم x=2را در نقطه  fو حد راست  

ز از نظ که کن آ نا گت ز ، بزرگترين عدد صحيحxيادآوری می کنيم که منظور از جزء صحــــيح

از استxنابزرگتر ر از .اxبزر



y

3

2

3

1

x1 2 3 40
(            )

1 2 3 40
2-h          2+h



ميل٢به سمتxھنگامی کهfبه طوری که در شکل ديده می شود، تابع ع

٢يا کمی بزرگتر از  ٢برابر  xمی کند دارای حد نيست زيرا وقتی که 

اما ھنگامی که . خواھند بود ٢بسيار نزديک به  fاختيار شود مقادير تابع 

x  به عبارت ديگر. باشد داريم        ٩٩٩/١،مثلا  ٢اندکی کوچکتر از   1x 

:،آنگاه  h<1>0عددی مثبت و کوچکتر از يک باشد ،يعنی  hاگر 

2کازا h ]ا2 ] 1 1=[x]:         داريم h<x<2-2کهxبه ازای ھر

ھر ازای 2=[x]:داريمx<2+h>2کهxبه [x]       :داريمx<2+h>2کهxبه ازای ھر 2



ا ف ت نا ت۴٣٣۴٣٢نت fا  f، حد چپ و حد راست ٢-٣-۴و٣-٣-۴در نتيجه بنابر تعريف ھای 

باx=2در :برابرند xدر :برابرند با 2

1]x[lim)x(flim 

2]x[lim)x(flim

][)(
2x2x



 

در صحيح جزء تابع راست حد و چپ حد اينx=2چون نيستند، برابر

2]x[lim)x(flim
2x2x  

ر يح  بع جزء  xچون  چپ و  را  ، اين2 ي برابر 

.حد ندارد x=2در ) الف(٧-٣-۴تابع بنابر نتيجه 



[x]تابعمی توان نشان داد کهnبه ھمين ترتيب به ازای ھر عدد صحيح يح ر ز ي ر نين ن و ]عی ]
:حد ندارد و داريم  x=nدر  

Zn1n]x[lim 

Z][li

Zn1n]x[lim
nx




روشن است که تابع جزء صحيح در ھر عدد حقيقی غير صحيح دارای حد 

Znn]x[lim
nx




:برای مثال . است 

2]x[lim,2]x[lim
5/2x5/2x


 

:داريم  ۶- ٣- ۴در نتيجه، بنابر قضيه 

2]x[lim  2]x[lim
5/2x



:مثال١-۴-۴ :مثال١-۴-۴
نمودار اين تابع در . با ضابطه                 را در نظر می گيريم fتابع 

2)1x(
1)x(f




.  شکل زير رسم شده است 

)(



م.نزديک به يک باشد بررسی می کنيمxرا ھنگامی که fاکنون مقادير
:به جدول زير توجه کنيد

X 2      1/5      1/3      1/1       1/01       1/001       1/0001

864 101010100941F(x) 864 101010100
100

41

١از سمت راست به  xبه طوری که در جدول بالا می بينيم، ھر قدر 

به اين ترتيب می توان .بزرگتر می شود  f(x)نزديکتر شود، مقدار  

f(x)  را بی اندازه بزرگ کرد مشروط بر آنکهx  بی اندازه از سمت

: اين خاصيت را با نماد زير نشان می دھيم. راست به يک نزديک شود


1lim 
 21x )1x(

lim



از سمت چپ  نزديک به يک باشد  xرا ھنگامی که  f(x)اکنون مقادير 
:به جدول زير توجه کنيد.بررسی می کنيم

X ٠ 0/5        0/7        0/9   0/99        0/999       0/9999

864 101010100941F(x) 864 101010100
100

41

قدر ھر بينيم بالامی درجدول که طوری بهxبه چپ سمت نزديکتر١از نزديکتر١از سمت چپ به xبه طوری که درجدول بالامی بينيم ھر قدر

اين خاصيت را با نماد زير نشــان .بزرگتر می شود f(x)شود، مقدار 

:می دھيم 


 21x )1x(
1lim



:مثال٣-۴-۴ :ل
می توان رفتار تابع                     را در  ١- ۴- ۴با روشی مشابه مثال 

کرد بررسی يک نقطه نزديکی
2)1x(

1)x(g





ر ی  ی  ي برر ي .        ز

.که نمودار آن در شکل زير رسم شده است  gتابع 
y

1 x

y

2)1x(
1)x(g




-1

)(



2)1x(
1)x(g 


)1x( 



که ھنگامی کنيم می مـــقدارxمشاھده شود يک عدد به g(x)نزديک ی   يم  ی   x  ر و  ي ب  ي  g(x)ز

اين خاصييت را به صورت زير نشــــان .بی اندازه کوچک می شود
:می دھيم




2)1(
1lim
 21x )1x(

:تعريف  ۴-۴-۴
ا Mاگ اش0 اشت انن ت کث ط به طوری که. ،عدد مثبتی مانند      وجود داشته باشدM<0اگر برای ھر

:
M)x(fax0 

0

ميل می کند ،بينھايت منفی   aبه سمت  xرا ھنگامی که  fآنگاه حد تابع 

:می ناميم و می نويسيم


)x(flim
ax



:ر:تذکر۴-۴-۵
وقتی که داشته باشيم                          يا


)x(flim

ax



)x(flim

ax

.حد ندارد،زيرا      يا       اعدادی حقيقی نيستند  aدر  fمی گوييم  

:مثال۴-۴-۶

.تابع              را در نظر می گيريم 
x
1)x(f 

نمودار اين تابع در شکل زير رسم  
.شده است 



که ھنگا د ش د د شکل د که فنان ه ت ا ت از از سمت راست به صفرxچنان که در شکل ديده می شود، ھنگامی که

:نزديک می شود ، مقادير تابع بزرگ و بزرگتر می شوند، يعنی داريم ريم ی ي و ی ر زر و زر ع ير و ی ي ز


1lim 

 x
lim

0x

ااگ ا قا ک ا از سمت چپ به صفر نزديک شود ،مقادير تابع منفی اند و xاگر

داريم يعن شوند، م وکوچکتر کوچک

1

کوچک وکوچکتر می شوند، يعنی داريم


 x

1lim
0x



:قضيه  4-4-8
گگ آ :عدد صحيح و مثبتی باشد ، آنگاه داريمnاگر

)الف
1lim )الف

 )ب

 n0x x


 


1lim

فرد باشد nاگر 
اشاگ

(

  n0x x

lim زوج باشدnاگر

داد تعميم زير صورت به توان می را بالا .قضيه بالا را می توان به صورت زير تعميم دادقضيه

:قضيه  ٩-۴-۴
تاالف کنfاگ ل ف ت ت ا ت ث ا ک ال در حالی که ھمواره مثبت است ، به سمت صفر ميل کندfاگر تابع)الف

:آنگاه 


 )x(f
1lim

ax

در حالی که ھمواره منفی است ، به سمت صفر ميل کند  fاگر تابع  )ب
:آنگاه 

 )x(fax

1li 
 )x(f

lim
ax



:مثال  ١٣-۴-۴

.حد                        را محاسبه کنيد
2
x4lim

2

:حل
ا

2x2x 

 22 :داريم

و
  00x4limx4lim 2

2x

2

2x


 

0)2(li 0)2x(lim
2x




:     و        و در نتيجه            يا             و داريم  x<2چون        پس 


2x4x2 0x4 2  2x

222 x4x4x4 




2

2

x4
x4

.
2x2x









2x4)2x( 



2

)x2)(x2( 


2

2

x4
)x2(

x4)x2(








چون                    و           در حالی که ھميشه مثبت است به سمت  
x4 

0x4limx4 2

2x

2 


:داريم ) الف( ٩-۴-۴صفر ميل می کند ، بنابر قضيه 

ري آ ت د به نتيجه در
22x x4

1lim 


:در نتيجه به دست می آوريم

2

2 )2x(lim
2
x4lim 




22x2x x42x   





 1
















 

 
)(4

x4
1lim)x2(lim

22x2x



:مقدمه١-۴-۵
به اندازه کافیxھنگامی کهfدر اين بخش به بررسی رفتار تابعی مانند

مقادير بزرگ را به دلخواه  xوقتی می گوييم .بزرگ شود ، می پردازيم 

از ھر مقدار مثبت دلـبخواه مانند  xاختيار می کند ، منظور اين است که 

M بزرگتر باشد ، و در اين صورت می نويسيم:x

را  N<0ھر مقدار دلبخواه كوچکتر از ھر عدد منفی مانند  xھر گاه 

گ کن ا ناخت کن ل ت ا ن x:به بينھايت ميل می کند و می نويسيمxاختيار کند ، می گوييم



:مثال  ٢-۴-۵

نمودار اين تابع در شکل زير . تابع                  رادر نظر می گيريم 
1x

x3)x(f 2

2




.رسم شده است 



محاسبه شده  x، برای بعضی مقادير بزرگ  f(x)در جدول زير مقادير 
.است

١٠ 100    1000 10000x

100000001
300000000

1000001
3000000

100001
30000

101
300F(x)

بزرگتر  xبه طوری که در جدول بالا می بينيم ، به تدريج که مقادير مثبت 

اک٣قا ا ا اين خاصيت را به. نزديکتر می شوند٣به عدد f(x)می شوند ، مقادير

دھيم م نشان زير :صورت زير نشان می دھيمصورت

3
1x

x3lim 2

2

x


 1xx 



محاسبه xبرای بعضی مقادير کوچک ومنفی   f(x)در جدول زير مقادير ( چ(
:کرده ايم

10 100 1000 10000

300000000300000030000300

-10 -100 -1000 -10000x 

100000001
300000000

1000001
3000000

100001
30000

101
300

F(x)

ق ق ا ک ک )fات ) f( )fتا تابعی زوج f،يعنی f(-x)=f(x)داريمxتوجه کنيد که برای ھر عدد حقيقی

منفیاست مقادير که تدريج به مقاديرxبنابراين شوند، می f(x)کوچکتر f(x)کوچکتر می شوند، مقادير xبنابراين به تدريج که مقادير منفی.است

:اين خاصيت را به صورت زير نشان می دھيم. نزديک می شوند  ٣به عدد 

3
1

x3lim 2

2


1x2x 



:تعريف ۴-۵-۴

وجود داشته باشد به ) معمولا وابسته به  ( Mاگر برای ھر       عدد مثبتی مانند
:طوری که

0

عدد تابعLآنگاه حد کهfرا میx،ھنگامی کند، می ميل مثبت بينھايت سمت به

 L)x(fMx

 Lبع ی xی fر   ی   يل  ب  ي  ھ ب  بي
:ناميم و می نويسيم

L)x(flim
x




:تعريف۴-۵-۴
وجود داشته باشد به )معمولا وابسته به   ( N<0اگر برای ھر       ،عدد مانند

ط
0

:طوری که

 L)x(fNx

به سمت بينھايت منفی ميل می کند، می  x،ھنگامی که  fرا حد تابع  Lآنگاه عدد 
:ناميم و می نويسيم

L)(fli
م ی م

L)x(flim
x






:قضيه  ۴-۵-۵
گگ آ :عدد صحيح مثبتی باشد، آنگاه داريمnاگر

01li)الف 0)الف
x

lim nx




1
0)ب

x
1lim nx




است زير صورت به بالا قضيه .تعميم قضيه بالا به صورت زير استتعميم

:قضيه۴-۵-۶
عددی حقيقی يا يکی از نمادھای       يا      aفرض می کنيم 

گ

 

در اين صورت اگر                   يا. باشد

01limآنگا




)x(flim
ax




)x(flim
ax

0:آنگاه
)x(f

lim
ax






:تذکر ٧-۴-۵
ديديم در  ۴- ۴و  ٢- ۴تمام قضيه ھايی که درباره حد در بخشھای 

.مورد حدھايی که در آنھا             يا                نيز صدق می کند  xx

ثال۴۵٨ :مثال ٨-۴-۵

43                   را محاسبه کنيد.
1x2
4x3lim

x 



43 

:حل

x
12
x

3
lim

1x2
4x3lim

xx










1

]
x
43[lim

x

x


  3)0(43
1

x
1lim43lim

xx 





 

]
x
12[lim

x




202
x
1lim2lim

xx






:مثال  ١٠-۴-۵

.حد                     را محاسبه کنيد
1x2
x3x5lim

2

x 




:حل
کنيم می تقسيم بر را کسر مخرج و صورت ، شده داده حد محاسبه يم2xبرای ی  يم  ر ر بر    رج  ور و  ب      ی  .بر




2
x
35

limx3x5lim

x






 

2

xx

3
x
1

x
2lim

1x2
lim





 







 


x

12lim

x
35lim








 2x xx

lim

گيريم می نظر در جداگانه را ومخرج صورت حد يريم:اکنون ی  ر  ر  رج ر ج  ور و :ون  



1lim35lim35lim 





 

5)0(35
xx xxx









 

x
1lim

x
1lim2

x
1

x
2lim 2xx2x







 



00)0(2 

است و مخرج در حالی که ھمواره مثبت است  ۵حد صورت عدد مثبت 

:داريم ) الف( ٩-۴-۴به صفر ميل می کند ، در نتيجه بنا بر قضيه 





 1x2
x3x5lim

2

x

.نتايج حاصل از سه مثال اخير را می توان به صورت زير خلاصه کرد



:مثال ١٢-۴-۵

.را محاسبه کنيد                        
3x

x2lim
2x 

)3(

x2lim
3x

x2lim
2

x2x


  :حل
)

x
31(x3x

2
2 

ش ت 02ا

x2li

يعنی               x>0از           نتيجه می شود
:   و بنابراين داريم

xxxx2 

x
31x

x2lim

2

x





2
01

2
31

2lim
x







x
1 2



:حد تابع لگاريتمی ١٨-۴-۵

حد  x>0،f(x)= lnxبا توجه به نمودار تابع لگاريتم طبيعی م )ع )
:ھای زير را داريم

)الف
xlnlim )الف

)ب




xlnlim
0x

x

y

f(x)= lnx( )

x10



  :حد تابع نمايی ١٩-۴-۵
:با توجه با نمودار تابع نمايی            حدھای زير را داريم

xelim)الف

xe)x(f 

 )الف

)ب


x

elim

0elim x   )ب

1elim )پ x 

0elim
x 

y
1elim

0x

xe)x(f 1

x0



::مقدمه١-۴-۶
، که شرط قويتری از حد  پيوستگی تابعدر اين بخش به معرفی مفھوم 

.داشتن تابع است ، می پردازيم

:تعريف٢-۴-۶ :تعريف٢-۴-۶

زتهاfتا ط ش ه که ت نا می ناميم در صورتی که سه شرط زير  پيوستهx=aرا درfتابع
:برقرار باشد

.وجود داشته باشد  f(a)تعريف شده باشد، يعنی  aدر  f )الف

.حد داشته باشد، يعنی               وجود داشته باشد  aدر   f)ب )x(flim
ax 



برابر مقدار تابع در اين نقطه باشد، يعنی x=aدر  fحد تابع   )پ

د الا ط ا ش از ک گا اشندھ ن ا دfق ا

)a(f)x(flim
ax




 aرا درfبرقرار نباشند ،x=aھرگاه يکی از شرايط بالا در 

ناميمناپيوسته ،aدرfاگر.می نباشد نقطهراfپيوسته يک يمپيو ب  aرfر.ی    ي رfپيو 

.می ناميم fناپيوستگی



:مثال  ۴-۶-۴

.بررسی کنيد x=1پيوستگی تابع                           را در 








1x2x4
1x3x2

)x(f
 1x2x4

:حل

1)3x2(lim)x(flim
1x1x


 

2)2x4(lim)x(flim
1x1x


 

x=1در  fبرابر نيستند، حد تابع  x=1چون حد چپ و حد راست تابع در 

گ در نتيجه.تعريف پيوستگی برقرار نيست) ب(بنابراين شرط. وجود ندارد

F1ت ا ته تانا ا تfن ا ش ز شکل Fدرx=1نمودار تابع.ناپيوسته استf در شکل زير رسم شده است.



2
F(x)=2x-3

x
2

F(x)=4x-2
-2



:مثال  ۴-۶-۵

.بررسی کنيد x=0را در پيوستگی تابع                    











013
0x2
0x1x

)x(f

2


  0x1x3

:حلل
برقرار است ، از طرفی  ٢-۶-۴تعريف  )الف(پس شرط  f(0)=2چون 

:داريمدا

1)1x(lim)x(flim 2

0x0x


 

1)1x3(lim)x(flim
0x0x


 

نيز برقرار است، اما ٢- ۶-۴) ب(پس                          ، يعنی شرط  1)x(flim
0x






)0(f)x(flim
0x


 0x 

  x=0در fدر نتيجه . تعريف پيوستگی برقرار نيست ) پ(پس شرط 

.نمودار اين تابع در شکل زير رسم شده است . ناپيوسته است 

1x)x(f 2 

y

2
1x)x(f 

f(x)=3x+1
x

o



:تعريف٨-۴-۶ ري

تابع)الف گوييم ھرگاهaدرfم دارد، راست :پيوستگ :پيوستگی راست دارد، ھرگاهaدرfمی گوييم تابع )الف

)a(f)x(flim 

:پيوستگی چپ دارد، ھرگاه aدر  fمی گوييم تابع )ب

)a(f)x(flim
ax




)a(f)x(flim  )a(f)x(flim
ax 



:قضيه١١-۴-۶ ي

:پيوسته باشند ، آنگاه x=aدرgوfھرگاه توابع پgع

.پيوسته است  x=aتابع               در  )الف )x(g)x(f 

.)عددی ثابت است  k.(پيوسته است  x=aدر  kf(x)تابع  )ب

.پيوسته است  x=aدر f(x)g(x)تابع   )پ

.(          )پيوسته است  x=aتابع         در  )ت

تتاث ا ت
)x(g
)x(f0)a(g 

.پيوسته استx=aتابع         در)ث )x(f



::نکته١٢-۴-۶
ديديم که ھر تابع چند جمله ای درھرنقطه ) الف( ٧-٢-۴در نتيجه 

حقيقی حد دارد واين حد برابر با مقدار چند جمله ای در آن نقطه 

ت اا ل ن تا ا نا بنابراين ھر تابع چند جمله ای.است

n1n
1n

1
n

0 axa...xaxa)x(p  


.در ھر نقطه حقيقی پيوسته است 

)x(p  ، ھر تابع گويای  ) ب( ٧- ٢- ۴ھمچنين بنابر نتيجه 

که ھ ازا ه ا ز ت ا ته اش نه دا ه ھ د

)x(q
)x(p)x(f 

R0)(         در ھمه دامنه اش پيوسته است ، زيرا به ازای ھر       که
:داريم 

Ra0)a(q 

)a(f)a(p)x(plim)x(flim  )a(f
)a(q)x(q

lim)x(flim
axax






:مثال١٣-۴-۶

تابع که بدھيد دامنهنشان نقاط ھمه در 1x4x3x5)x(f
23  بع     ھي   ا                         ن ب ر ھ  

9xاش  
)x(f 2 


.پيوسته است  :حل
شودfدامنه نم صفر مخرج آنھا ازای به که حقيق اعداد تما مجموعه مجموعه تمام اعداد حقيقی که به ازای آنھا مخرج صفر نمی شودfدامنه

:عبارت است از fچون به ازای          مخرج کسر صفر می شود، دامنه 3x و ی ر ر رج ی ز ب زچون ر ب

}3,3{R}09xx{D 2
f 

:فرض می کنيم           داريم  fDa



9x
1x4x3x5lim)x(flim 2

2

axax 





 1x4x3x5lim 23

ax


 

 9xlim 2

ax





9a
1a4a3a5

2

23






)a(f

نتيجه استfدر پيوسته اش دامنه از نقطه ھر در .در ھر نقطه از دامنه اش پيوسته استfدر نتيجه



:قضيه  ۴-۶-۴

:پيوسته باشد و                        ، آنگاه  x=bدر  f اگر تابع b)x(glim
ax




 

)b(f)x)(fog(lim 

 

)b(f)x)(fog(lim
ax :به بيان ديگر

 )x(glimf)x)(fog(lim
axax 





:تعريف  ٢٠-۴-۶
ازاfتا )از b)گاته ھ نقطهfنا ھ د در ھر نقطه fمی ناميم ھر گاهپيوسته(a , b)بازه بازرا برfتابع

باشد پيوسته بازه اين کهاز صورتی ازfدر نقطه يک در کم دست ز پيو ب ين ب ی . ز  ور زfر  ر ي   م   

.ناپيوسته  می ناميم   (a ,b)را در بازه  fپيوسته نباشد ،  (a , b)بازه 

:مثال٢١-۴-۶ :ل 

اين تابع در ھر نقطه .تابع                            را در نظر می گيريم 1x5)x(f
3 

م عع

پيوسته است و در نتيجه ، بنابر تعــريف  - ٣و١حقيِقی به استثنای  
)3x)(1x(

)x(f


نباشد ، پيوسته خواھد  - ٣و ١، در ھر بازه بازی که شامل ٢٠- ۶- ۴
.بودبود



ف۴۶٢٢ :تعريف٢٢-۴-۶

گ می ناميم ھر گاه شرايط زيرپيوسته[a , b]بازه بسته را درfتابع
:برقرار باشند

.پيوسته باشد (a , b)را در بازه باز  f )الف

پيوستگی راست داشته باشد ، يعنی  aدر  f )ب

گ

)a(f)x(flim
ax




پيوستگی چپ  داشته باشد ، يعنی bدرf  )پ

نباشد، برقرار بالا شرايط از يک ک دست که صورت درfدر را

)b(f)x(flim
bx




را در   fدر صورتی که دست کم يکی از شرايط بالا برقرار نباشد،

.ناپيوسته می ناميم[a , b]بازه بسته ب ز ]ب , يم[ ی پيو



:مثال  ٢٣-۴-۶
طگ بررسی [2 , 2-]با ضابطه تعريف زير را در بازه بستهfپيوستگی تابع

.کنيد 

  1223









2x14x

1x22x3
)x(f :حل

f(1) 1+4 5  f(1)=1+4=5چون
5)4x(lim)x(flim

1x1x


 

5)2x3(lim)x(flim
1x1x


  1x1x 

)1(f5)x(flim
1x




. پيوسته است  x=1در  f، يعنی x=1در           پس


:از طرفی داريم .پيوسته است  (2 , 2-)در بازه  fبنابراين 



4)2x3(lim)x(flim
2x2x


 

6)4x(lim)x(flim
2x2x


  2x2x 

. پيوسته است [2 , 2-]در بازه  f، ٢٢-۶-۴در نتيجه بنابر 



فصل پنجم 

:ھدفھای کلی  مشتق

هدف كلي فصل اين است كه با مفهوم بنيادي مشتق تابع ، قضيه هاي مشتق گيري، 
مشتق توابع جبري و غير جبري ، مشتـق گيري از توابع ضمني ، و با مفهوم ديفرانسيل 

.آشنا شويد

فتا ا ھدفھای رفتاریف
:از شما انتظار مي رود كه پس از پايان مطالعه اين فصل بتوانيد

.مفهوم مشتق را توضيح بدهيد)١١
. قضيـــه هاي مشتق را بيان كنيد و آنها را در حل مسائل به كار ببريد )٢
د)٣ كن يف تع نقطه يك د ا تابع است چ هاي شدهمشتق داده ابع ت اي ب و براي توابع داده شده  .مشتق هاي چپ و راست تابع را در يك نقطه تعريف كنيد)٣

.، وجود مشتق هاي يك طـــــرفه را كه در نقاط خواسته شده تحقيق كنيد



رابطه بين مشتقهاي يك طرفه و مشتق تابع در يك نقطه را بيان كنيد و آن را در )۴
.حل مسائل به كار ببريد

ك)۵ ك ه ا ك ا ت شتق د ده ض ت ا گ شتق د زن د قا قاعده زنجيري در مشتق گيري را توضيح بدهيد و مشتق توابع مركب را به كمك  )۵
.اين قاعده محاسبه كنيد 

روش مشتق گيري از توابع ضمني را بيان كنيد و مشتق توابعي را كه به صورت  )۶
كنيد محاسبه اند شده بيان صريح .غير .غير صريح بيان شده اند محاسبه كنيد

مشتق توابع مثلثاتي و توابع وارون مثلثاتي داده شده را به دست آوريد )٧
رابطه بين مشتق تابع و مشتق وارون تابع را بيان كنيد و به  كمك اين رابطه ،)٨

.ن آن ، و بر عكس ، تعيين كنيد.مشتق تابع داده شده را با استفاده از مشتق وار ر و ق ز ب ر بع يق يين س بر و ن ن
.مشتق توابع نمايي و لگاريتمي داده شده را محاسبه كنيد  )٩



روش مشتق گيري لگاريتمي را توضيح بدهيد و مشتق توابع داده شده را با  )١٠
د كن ه محاس وش اين از .  استفاده از اين روش محاسبه كنيداستفاده

روش محاسبه مشتق توابعي به صورت            را توضيح بدهيد و از آن در حل  )١١
.مسائل استفاده كنيد

)x()x(u 

ل
مفهوم ديفرانسيل تابع و ديفرانسيل متغيير را توضيح بدهيد و براي تابع داده شده )١٢

.، مقدار ديفرانسيل تابع را محاسبه كنيد 
ائل)١٣ ل ك ا ا ك ا الا ا ا ش ا ش روش محاسبه مشتق هاي مرتبه هاي بالاتر از يك را بيان كنيد و در حل مسائل به  )١٣

.كار ببريد
كنيد)١۴ محاسبه را راديكالي اعداد تقريبي مقدار ، ديفرانسيل مفهوم از استفاده .با .با استفاده از مفهوم ديفرانسيل ، مقدار تقريبي اعداد راديكالي را محاسبه كنيد)
با استفاده از مفهوم ديفرانسيل ، خطاي مطلق ، خطاي نسبي و درصـــد خطاي  )١۵

.محاسبه را تعيين كنيد
متغيره را تعريف كنيد و آن را براي توابع داده شده ،nديفرانسيل  كـــل تابع)١۶

.محاسبه كنيد 
ض)١٧ ت ن ش ا ا ا ا ا ت ق ش ا ش روش محاسبه مشتق توابعي را به صورت پارامتري بيان مي شوند توضيح بدهيد و )١٧

.آن را در محاسبه مشتق توابع داده شده بكار ببريد



مقدمهق

در اين فصل با استفاده از اين .در فصل چھارم با مفھوم حد آشنا شديم 

مشتق يک ابزار. مفھوم اساسی ،به معرفی مفھوم مھم مشتق می پردازيم 

ا ا ا گ ا ا ا طالا ا با مطالعه. رياضی برای اندازه گيريتغييرات متغيرھا نسبت به ھم است

تعيين آيد م پيش مختلف مسائل در راکه تغييرات آھنگ توانيم م مشتق می توانيم آھنگ تغييراتی راکه در مسائل مختلف پيش می آيد تعيينمشتق

علاوه براين ،به کمک مشتق می توانيم ماکسيمم ومينيمم توابع را نيز.کنِيم عم م م م

.بررسی کنيم 



:مثال١-١-۵ :مثال١١
وزن کودک با گذشت زمان تغيير می کند ، پس می توانيم آن را به عنوان تابعی 

بگيريم نظر در زمان رااز تابع اين کودکw(t)اگر وزن تغيير ،آنگاه بناميم يريم ر ب ر  ن  بع ر.ز ز ين  وw(t)ر  يير وزن  يم   ب
در بازۀ زمانی           برابر است با   21 t,t

)t(w)t(w

وزن کودک در اين بازۀ زمانی ، از تقسيم تغيير وزن  آھنگ متوسط تغيير
آيد م دست به بازۀ اين طول بر برايناو بنا

)t(w)t(w 12 

بنا براين.او بر طول اين بازۀ به دست می آيد
                                       

تغيير متوسط زمانیw(t)آھنگ بازۀ در 12 )t(w)t(w 
                                 يير و   w(t)  ی ز ز ر ب

12 tt 




:تعريف  ٢-١-۵
درو   ھردوعدد   برای. تعريف شده باشد  [a,b]در بازۀ  f فرض کنيم تابع 

ااز ق تغ کهکه تانگا تغاز b

0x1x

تغييـراز   تا   xھنگامی کهf(x)که                  ، تغيير مقدار(a,b)بازه
 

برابر تغييرکند آھنگ و استfاست برابر بازه در

bxxa 10 1x 0x

)x(f)x(f01 )x(f)x(f   xx .در بازه          برابر                است fاست و آھنگ تغييرکند برابر          

:مثال٣-١-۵

)x(f)x(f 01 
01

01

xx
)x(f)x(f


 10 x,x

باشد ، پس  rمساحت دايره ای به شعاع  f(r)فرض کنيد  
2)(f

آھنگ متوسط تغيير مساحت اين دايره ، ھنگامی که شعاع آن از   به    تغيير کند
با است برابر

2r)r(f 

1r2r

برابر است با



rr)r(f)r(f 2
1

2
212 




)rr(
rrrr

12

1212




بنابراين ، اگر شعاع دايره از         به         تغيير کند ، اھنگ متوسط تغيير
مساحت آن برابر است با

2r1 4r2 

ک تا شتق ف ت تا ک ت ط ت گ آ ا تفا ا ا اک
 6)24(

اکنون با استفاده از آھنگ متوسط تغيير يک تابع به تعريف مشتق تابع در يک
.       نقطه می پردازيم 



:تعريف  ۴-١-۵
اگر. را در نظر می گيريم  fدر دامنه  aونقطه  y=f(x)تابع 

)a(f)x(f

را آن ، باشد داشته تابعوجود نقطهfمشتق نشانaدر با و نامي م

ax
)a(f)x(flim

ax 




)(f  می ناميم و با        نشانaدر نقطهfمشتق تابعوجود داشته باشد ، آن را
.می دھيم 

)x(f 

.می گوييم  مشتق پذير x=aرا در  fمشتق داشته باشد ،  aدر نقطه  fاگر تابع 

ذگ .می ناميم مشتق پذيرراfدر ھمه نقاط دامنه اش مشتق داشته باشد ،fاگر تابع



 :مثال  ۵-١-۵
نقطه د ا تا د2شتق آ ت د ه ف ت از تفاد اا 43)(f 2

:حل

.بااستفاده از تعريف به دست آوريدx=2مشتق تابع                  را در نقطه x4x3)x(f 2 

: داريم 

2x
)812()x4x3(lim

2x
)2(f)x(flim)2(f

2

2x2x 









2x
)2x)(2x3(lim

2x
4x4x3lim

2x

2

2x 










8)2x3(lim

2x2x

2x

2x2x











:نکته  ٧-١-۵
ا اقطک ا ا برابر است با x=aدر نقطهfديديم که مشتق تابع۴- ١- ۵در تعريف

)١( )١(

ax
)a(f)x(flim)a(f

ax 





از طرفی.  f(x)=f(a+h)، پس x=a+h، به دست آوريم  h=x-aاگر قرار بدھيم 

را می توان به صورت  )١(اگر وتنھا اگر       ، در نتيجه   ax0h 

)٢ (

h
)a(f)ha(flim)a(f

0h






نيز به  )٢(را می توان از رابطه  aدر نقطه  fبنابراين ، مشتق تابع . نوشت 
آورد . دست آورددست



مشتق۵١٨ ھندس تعبير :تعبير ھندسی مشتق ٨-١-۵

نقطه آن در مماس خط شيب به توان می را نقطه يک در تابع يک مشتق مفھوم مشتق يک تابع در يک نقطه را می توان به شيب خط مماس در آن نقطهمفھوم

و     P(a , f(a))و دو نقطهy=f(x)برای روشن شدن مطلب ، تابع.تعبير کرد ر عر رو yر ( و( )و , ( و((

Q(a+h , f(a+h))   را روی نمودارf  به شکل زيرتوجه کنيد. در نظر می گيريم.



f(a+h)

y=f(x)                              

Q                                                      خط مماس

f(a)
P                   

M


M

h

O                            a             a+h     



: نتيجه  ٩-١-۵
نمودار١) بر مماس خط نقطهfشيب باx=aدر را آن دھيمm(a)که می نشان ر) و س بر  xر  fيب   aن ر ب  m(a)يم ی  ن 

 

، به عبارت ديگر x=aدر نقطه  fبرابر است با مشتق تابع 

دار)٢ ن بر د ع نقطهfخط داردر ن بر اس خط بر که ت ا خط

)a(f)a(m 

خطی است که بر خط مماس بر نمودارx=aدر نقطه fخط عمود بر نمودار)٢

a(m(پس اگر       شيب خط عمود بر نمودار در اين نقطه.در اين نقطه عمود است رر ر ر ر پ

باشد ، داريم  

)(

)a(m
1)a(m 



:تعريف ١١-١-۵
برابر است با  xدر نقطه  f، مشتق تابع  ٧- ١-۵بنابر

)x(f)hx(f 

، رابطه اين ناميمhدر می متغير نموّ ، باشد منفی يا مثبت است ممکن که ، را
h

)x(f)hx(flim)x(f
0h






يمhر اين راب  ی  ير  و  ی ب   ب ي  ن ا  را   

hبه ازای  fرا نمو تابع  f(x+h)-f(x)تفاضل.و آن را با نماد    نشان می دھيم x

بنابراين می نويسيم . می ناميم و با      يا     نشان می دھيم  yf

x
ylim)x(f

0x 



 گذاری١٢-١-۵ :نماد ری   :

را با نمادھای ديگری نيز نشان می دھند ،مانند xدر نقطه y= f(x)مشتق تابع 

                          



y=f(x)            

Q(x+h f(x+h))Q(x+h,f(x+h))

y

P(x,f(x))

h

0                     x                                                  x+h                 

hx 

dy
y

df yD
dxy dx xD,,,



  اين نمادھا و نماد    به معنای مشتق.توجه کنيد که نمادھای    و    کسر نيستند
dx
df

dx
dyy

xD
 

.اند  xنسبت به متغير  y=f(x)تابع 

dx dx

 :تعريف  ١٣-١-۵
ک ل ا ک S=S(t)، به صورت OSدر روی محورPفرض می کنيم معادله حرکت جسم ف

.بيان شده است 

      S                                 P                        O       

برابر است با    t =aلحظه  pسرعت متحرک 

at
)a(s)t(slim)a(S)a(V

at 







:مثال  ١۴-١-۵
اش تق خط کت له ا کن ض تف 23 2)(S سرعت.فرض کنيد                 معادله حرکت جسمی روی خط مستقيمی باشد

لحظه در را متحرک tاين آوريد1= دست به

23 t2t)t(S 

.به دست آوريدt =1اين متحرک را در لحظه

3)t2t(lim)1(S)1(V
23 



)1t)(3t3t(

1t
lim)1(S)1(V

2

1t








1t
)1t)(3t3t(lim

2

1t 





7

)3t3t(lim 2

1t






7
.قضيه زير رابطه مشتق پذيری تابع و پيوستگی آن را در يک نقطه بيان می کند 



:قضيه  ١۵-١-۵

.مشتق پذير باشد ، آنگاه در اين نقطه پيوسته است  x =aدر نقطه  fاگر تابع 

:نکته  ١٧-١-۵
يعنی ممکن است تابعی.درست نيست١۵- ١-۵توجه کنيد که عکس قضيه ي س ي يوج یر ب ن ی ي

برای مثال.در نقطه ای پيوسته باشد ولی در آن نقطه مشتق پذير نباشد 



 


0xx

x)x(f

بگيريد نظر در تابع.را که شود می xدرfنتيجه =0




 0xx
x)x(f

)0(f0)x(flim  يري ر ب ر  بع.                          ر  و   ی  x 0ر   fيج 

مشتق پذير نيست ، زيرا داريم  x =0پيوسته است ، اما اين تابع در 

)()(
0x






 0x
lim)0(f)x(flim




 

x

0x
lim

0x
lim

0x0x






01

x
x

lim
0x












0x1

0x1



اکنون به تعريف مشتقھای يک طرفه يعنی ، مشتقھای چپ و راست تابع دريک 

.نقطه ، می پردازيم 



:تعريف  ١٨-١-۵
کن ض )fف تا( نه دا ه لق چپاشدfت ت ا شتقھا مشتقھای راست وچپ.باشدfمتعلق به دامنه تابعaوy=f(x)فرض می کنيم

xدرfتابع =aصورت به و دھيم می نشان و نمادھای با ترتيب به a(f(را )a(f ورx aرfبع يم و ب  ی  ن  ی       و          يب ب  ر ر ب 
.زير تعريف می کنيم 

)(

)a(f)ha(flim)a(f 


)(

h
)a(f)ha(flim)a(f

h
lim)a(f

0h

0h















مشتقھای چپ وراســت را . مشروط بر اينکه اين حدھا وجود داشته باشند 
h0h

.می ناميم  مشتقھای يک طرفه

ه۵١١٩ قض
)a(f

:قضيه١٩-١-۵
.موجود است اگر وتنھا اگر       و          موجود ومساوی باشند       )a(f )a(f



:مثال  ٢٠-١-۵

پيوسته است ولی در  x =1نشان بدھيد که تابع                                در 











122

1x1x3
)x(f

2

.اين نقطه مشتق پذير نيست 

حل

  1x2x2

:حل
داريم              

4)1x3(lim)x(flim
11


                                        

4)2x2(lim)x(flim 2

1x1x



 

اکنون.پيوسته است  x =1در  fاز                       نتيجه می شود که 

4)2x2(lim)x(flim
1x1x


 

)1(f4)x(flim
1x




.را محاسبه می کنيم  x =1در   fمشتقھای راست و چپ 



41)h1(3)1(f)h1(f 
h

41)h1(3lim
h

)1(f)h1(flim)1(f
0h0h







 


33lim
3
h3lim

0h0h


 

h
42)h1(2lim

h
)1(f)h1(flim)1(f

2

0h0h







 


4)4h2(lim
1

h4h2lim
0h

2

0h





 

 fتابع ١٩- ١- ۵برابر نيستند ، پس بنابر قضيه  x =1در  fمشتقھای راست و چپ 

.مشتق پذير نيست  x =1در 



:تعريف  ٢٢-١-۵
مشتق پذير می ناميم اگر  [a,b]را در بازۀ بسته  fتابع 

(١f در بازۀ باز(a,b)  مشتق پذير باشد.

.مشتقھای يک طرفه      و       وجو داشته باشند  ٢) )a(f )a(f



:قضيه  ١-٢-5
ثآث عدد حقيقی ثابتی است ، برابر صفراست ، cکه درآن  f(x) =cمشتق تابع ثابت

يعنی 
0)(f 

:قضيه  ٢-٢-۵
خط f(x)تابع ax+bداري و است پذير مشتق حقيق عدد درھر

0)x(f 

درھر عدد حقيقی مشتق پذير است و داريمf(x) =ax+bتابع خطی

a)x(f  a)x(f

rx)x(f

:قضيه  ۴-٢-۵
درآن که تابعrتابع دامنه ،روی است حقيقی استfعددی پذير مشتق x)x(f تابع             که درآنrعددی حقيقی است ،روی دامنه تابعfمشتق پذير است

وداريم
1rrx)x(f  )(



:مثال ۵-٢-۵

.فرض کنيد               ،      را به دست آوريد  x)x(f )x(f 

:حل 
قضيه ، ھر۴-٢-۵چون برای بريم می کار به ازای به x>0را 1r  2)x(f ي رچون               ی  ی بريم بر ر  ی      ب  ز xر ب  0

2داريم 
r 2)x(f

11 11

 

2
11

2
1

x
2
1x

2
1)x(f




x2
1

x2

1

2
1 



:قضيه  ٧-٢-۵

مشتق پذير باشند آنگاه g(x)و f(x)اگر توابع 

مشتق پذير است وداريم  f(x)+g(x)مجموع  )الف



)fتفاضل)ب ) ( ي( دا ت ا پذي شتق

  )x(g)x(f)x(g)x(f 

مشتق پذير است وداريمf(x)-g(x)تفاضل)ب

  )()(f)()(f   )x(g)x(f)x(g)x(f 

مشتق پذير است و داريمkf(k)، تابعkبرای ھر عدد حقيقی)پ 

  )x(fk)x(kf 



مشتق پذير است و داريمf(x)g(x)حاصل ضرب)ت )ر) )g( م( ر ر پ

  )x(g)x(f)x(g)x(f)x(g)x(f 

خارج قسمت        ،             مشتق پذير است و داريم  )ث
)x(g
)x(f)0)x(g( 
)(g

)()(f)()(f)(f 



 2)x(g
)x(g)x(f)x(g)x(f

)x(g
)x(f 










x(f(، تابع         مشتق پذير است وداريم nبرای ھر عدد طبيعی  )ج n

  )x(f)x(nf)x(f 1nn 
   )x(f)x(nf)x(f



قضيه تابع چند جمله ای ٨-٢-۵

n1n
1n

2
n

0 axaxaxa)x(p  
 

در تمام اعداد حقيقی مشتق پذير است و داريم 

1n
2n

1
1n

0 axa)1n(xna)x(p 
  



) :قاعدۀ زنجيری(قضيه  ١١-٢-۵

مشتق پذير باشند ، آنگاه تابع مرکب u=g(x)و  y=f(u)اگر توابع 

y=(fog)(x)=f(g(x))=f(u)          

مشتق پذير است و داريم 

dx
du

du
df)x)(fog(

dx
d

dx
dy



d
به معنای و    uنسبت به متغير  fدر رابطه بالا ،        به معنای مشتق تابع 

ط

du
df

dx
du

اين رابطه را می توان به صورت زير نوشت .استxنسبت بهuمشتق

uDyDyD  uDyDyD xux



:مثال  ١٢-٢-۵
به  xرا نسبت بهfو                   ، مشتق تابع فرض کنيد                         

آوريددست

7u3u2)u(f 24 5xx2u 3 

.آوريددست

:حل 
بنابر قاعدۀ زنجيری داريم 

dudfdf

dxdudx


از طرفی

u6u8)7u3u2(
du
d

dx
df 324 

)5xx2(6)5xx2(8 333 

1x6)5xx2(
dx
d

dx
du 23 



در نتيجه به دست می آوريم 

  )1x6()5xx2(6)5xx2(8
dx
df 2333 

مثال۵٢١٣ :مثال١٣-٢-۵
5با استفاده از قاعدۀ زنجيری مشتق تابع                       را به دست آوريد

3

2

)
1x
1x()x(f






:حل 
1x2             بنابر قاعدۀ زنجيری داريم.قرار می دھيم              و 5u)u(f  1x
1xu 3 






d)(df)(df

25 1x)u(df)u(df
dx
du

du
)u(df

dx
)x(df





24223

4
3

4

x2x3x)1x(x3)1x(x2du

)
1x
1x(5u5

du
)u(df

du
)u(df







233 )1x(
x2x3x

)1x(
)1x(x3)1x(x2

dx
du










در نتيجه به دست می آوريم

23

24
4

3

2

)
)1x(

x2x3x()
1x
1x(5

dx
)x(df









2442 )x2x3x()1x(5

)1x(1xdx






63 )1x( 




:نتيجه  ١۵-٢-۵
ق فا ا اقا و        ،برای ھر عددu=f(x)وقاعدۀ زنجيری و با فرض۴- ٢- ۵بنابر قضيه
خواھيم داشت  rگويای 



ruy 

 

ضمن۵٢١٧ گيری مشتق

)x(f)x(rf)]x(f[ 1rr  

:مشتق گيری ضمنی١٧-٢-۵

تابع معادله آنگاه ، راfاگر  5x3x4y)yx(f 23  5x3x4y 23  اگر                     ، آنگاه معادله                                      تابعf را
ولی ھمه توابع به طور صريح به صورت . تعريف می کند صريح به طور  

y=f(x)مثلاً معادله .بيان نمی شوند

 5x3x4y)y,x(f  5x3x4y 

y ( ی(

)١(0ye4xy5yx3x)y,x(F x23647 

.حل کرد  xيا بر حسب  yرا نمی توان بر حسب 

yyy)y,(



٢F( ) 0 )٢(                                  F(x,y)=0
را بيابيم ، از xنسبت به yتعريف شده است اگر بخواھيم مشتق  ضمنیبه طور 
ور دستور

x

F
F)x(fy 

،   yبا فرض ثابت بودن  xنسبت به Fاستفاده می کنيم که در آن     مشتق تابع 
تا هFشتق ت دنن ت ثا ض ف اا شتق ه ا ش ن ا ؛ ت ا

yF

XF
yF

است ؛ اين روش محاسبه مشتق راxبا فرض ثابت بودنyنسبت بهFمشتق تابع
به مثال زير توجه کنيد  . می ناميم  ضمنیمشتق گيری 

 
:مثال١٨-٢-۵
03yxyx2)y,x(Fبه طور ضمنی توسط معادله                                 بيان y=f(x)تابع 423  yع ( )

.شده است،       ، را محاسبه کنيد 

03yxyx2)y,x(F 

)x(f



:حل 
بهFمشتق بودنxنسبت ثابت فرض باyبا است برابر F  مشتقF نسبت بهxبا فرض ثابت بودنyبرابر است با

2222
X yx600yx6F 

XF

برابر است با xبا فرض ثابت بودن  yنسبت به F، مشتق    yF

33 420420F
داريم   ١٧- ٢- ۵بنابراين ، طبق 

33
y y4xy20y4xy20F 

3

22

y4xy2
yx6)x(f






در اين روش از دو. مشتق اين تابع را می توان به روش ديگری نيز محاسبه کردگ

ا ت ف طرف تساویط

03yxyx2 423 



برابر   xنسبت به yمشتق می گيريم ، و البته بايد توجه کنيم که مشتق   xنسبت به
نتيجه می شود .است 

y

کن ل ه ت ن ا اخ له آا ت ه

0yy4yxy2yx6 322 

به دست می آوريم.معادله اخير را نسبت به  حل می کنيم
22 yx6y 



.مشاھده می کنيم که نتيجه حاصل از دو روش يکسان است

3y4xy2
y




م



سينوس۵٣١ تابع مشتق :مشتق تابع سينوس ١-٣-۵
است، cosxبرابر sinx، در اين صورت مشتق تابع  f(x)=sinxفرض می کنيم 

يعنیيعنی
                                                    . xcos)x(sin

dx
d



:تعميم  ٢-٣-۵
کنيم م ازu=g(x)فرض پذيری مشتق وxتابع f(u)=sinباشد uاز استفاده با با استفاده ازf(u)=sin u.باشد وxتابع مشتق پذيری ازu=g(x)فرض می کنيم

 به دست می آوريم  ١- ٣-۵قاعدۀ زنجيری و 

dx
du

du
)u(df

dx
))x(g(df



dx
duucos

dx
du

du
)u(sind

dx
)u(sind





:مثال  ٣-٣-۵

)1x2x5sin()x(f 3 فرض کنيد                                ، مشتقf را نسبت بهx  محاسبه کنيد       .

:حل
دھيم م داريم۵٣٢بنابرقرار 1x2x5u 3                         داريم٢-٣-۵بنابر. قرار می دھيم 1x2x5u 

dx
du

du
)u(sind

dx
)x(df



)1x2x5(
dx
ducos 3 

)2x15()1x2x5cos(

dx

23 



ن۵٣۴ ک تا شتق :مشتق تابع کسينوس ۴-٣-۵

کن ض )ف ) .cosx=(x)فرض می کنيم

صورت اين dدر در اين صورت
xsin)x(cos

dx
d



:تعميم  ۵-٣-۵

باشد با استفاده از قاعدۀ زنجيری f(u)=cosuو  xتابع مشتق پذيری از  u=g(x)اگر 

نتيجه می گيريم  ۴-٣-۵و 
dx
duusin)u(cos

dx
d





:مشتق تابع تانژانت ۶-٣-۵

با استفاده از اتحاد مثلثاتی                    ، می توان مشتق تابع تانژانت را به 
آورد xcosدست

xsinxtan 

)
xcos
xsin(

dx
d)x(tan

dx
d


.دست آورد

xcos
xsin)xsin(xcosxcos

2




1xsinxcos

xcos

22






xtan1xsec

xcosxcos

22

22





xtan1xsec 

d

در نتيجه داريم

xsecxtan1)x(tan
dx
d 22 



:تعميم ٧-٣-۵

 ۶-٣-۵باشد ،آنگاه با استفاده از  f(u)=tanuو  xتابع مشتق پذيری از  u=g(x)اگر 
و قاعدۀ زنجيری به دست می آوريم 

dx
du)utan1()u(tan

dx
d 2

dx
duusec2 
dx



:قضيه  ١-۵-۵
،برابر است با x>0کهf(x)=ln xمشتق تابع)الف

x
1)x(ln

dx
d


xdx

ااگ ذ ق ش گاا آ اش باشد آنگاهxتابع مشتق پذيری ازu(x)>0اگر)ب

du1)u(lnd
dxu

)u(ln
dx





يیمشتق تابع نمايی٢-۵-۵ بع ق

.ھرگاه           آنگاه           
xey xey 

به عبارت ديگر مشتق تابع      برابربا خودش است. xe

:نتيجه۵-۵-۴ :نتيجه۵-۵-۴

ازu(x)اگر پذيری مشتق بنابرxتابع ،آنگاه داريم٢-۵-۵باشد زنجيری قاعدۀ و زu(x)ر يری  ق پ برxبع  ريمب  ب جيری  و  ز

)(dd
dx

)x(due
dx
d )x(u 



:مثال  ۵-۵-۵

داريم )ب( ١-۵-۵اگر                    ،آنگاه بنابر )الف )x4x3ln(y 2 

1

xsin1ln(y(اگر                      ، آنگاه   )ب 2

)4x6(
x4x3

1y 2 




)(y

)xcosxsin2(
sin1
1y x2 




xsin1
x2sin
2



اگر                    ، آنگاه )پ
xsin1

xtan3ey 

dt3 )xtan3(
dx
dey xtan3  

)xtan1(e 2xtan3  



.تابع   :مشتق ٧-۵-۵
گ

xa
برای محاسبه مشتق     از روش مشتق گيری.        a>0 ,فرض می کنيم           که 

کني م استفاده طرفلگاريتم دو از منظور اين طبيعبه لگاريت

xa

xay 

1a  xay 

لگاريتم طبيعیبه اين منظور از دو طرف     .لگاريتمی استفاده می کنيم 

:می گيريم 

ay

lll x م

lnaتوجه کنيد که .مشتق می گيريم  xسپس از دو طرف رابطه اخير نسبت به

alnxalnyln x 

به دست می آوريم . مقداری ثابت است 


يا 
aln

y
y



در نتيجه داريم 
alnaalnyy x 

alna)a(
dx
d xx 



 :نتيجه  ٨-۵-۵

باشد، xتابع مشتق پذيری از u(x)و قاعدۀ زنجيری نتيجه می شود که اگر  ٧- ۵-۵از
  آنگاه

dx
dualnaa

dx
d )x(u)x(u 

:مثال  ٩-۵-۵
برابر است با٨-۵- ۵مشتق تابع              بنابر)الف x5x3 2

2y  بر) ب بع بق بر بر 2y 

d )x5x3(
dx
d2ln2y 2x5x3 2

 

)5x6(2ln2 x5x3 2

 



xsinxcos3y  بنابر)ب تابع با٨-۵-۵مشتق است برابر

)xsinx(cosd3ln3y xsinxcos  

3y  بر )ب بع                  ب بر  بق  بر

)xcosxsin(3ln3

)xsinx(cos
dx

3ln3y

xsinxcos 





ا

)xcosxsin(3ln3 

:مشتق تابع        ١٠-۵-۵

ذ آ )(گ

)x(
alog 

)( اگر                     اختيار شود که در آن        تابع مشتق پذيری٨-۵-۵در دستور
است ، به دست می آوريم  xاز 

)x(
alog)x(u )x(

)(log
dx
dalna

dx
d )x(

a
log )x(

a 




x(a(از طرفی با توجه به                  رابطه بالا به صورت زير به دست می آيد
)x(

alog 


)(log
d
daln)x()x(

d
d )x(

a


که از آن به دست می آوريم 

)( g
dx

)()(
dx a

dx
)x(d

aln
1

)x(
1)(log

dx
d )x(

a







اين رابطه را می توانيم به صورت زير خلاصه کنيم  

dxaln)x(dx 

aln
1

)x(
)x()(log

dx
d )x(

a 





aln)x(dx 



:مثال  ١١-۵-۵
برابر است با ١٠- ۵-۵مشتق تابع                               بنابر  )الف )4x5x(logy 23

2 

2ln
1

4x5x
x10x3

2ln
1

4x5x
)4x5x(y 23

2

23

23












برابر است با ١٠-۵-۵مشتق تابع                                 بنابر  )ب )xcos32(logy 2
3  3

1i61)32( 2 
3ln

1
xcos32

xcosxsin6
3ln

1
xcos32
)xcos32(y 22

2














:مثال  ١٣-۵-۵

.مشتق                         را محاسبه کنيد  x2x52 3

)x4(y 

:حل 
ي گي طبي يت لگا ادله ف ط د از دو طرف معادله ، لگاريتم طبيعی می گيريماز

)x4ln()x2x5(yln 23 

مشتق می گيريم  xاز دو طرف رابطه اخير نسبت به

2

از ت ا عبارت تابع مشتق ، نتيجه در

)x2x5(
x4

x2)x4ln()2x15(
y
y 3

2
22 






در نتيجه ، مشتق تابع عبارت است از

)]x2x5(x2)x4ln()2x15[()x4(y 322x2x52 3

  )]x2x5(
x4

)x4ln()2x15[()x4(y 2 






:تعريف١-۵-۶ ري
  مــــشتق اولرا .      مشتق پذير باشد  aدر نقطه  y=f(x)فرض می کنيم تابع

در ايــن صورت   . فرض می کنيم               .می ناميمaدر نقطهfتابع )}x(fوجودداردx{A f 
)a(f 

مع می ی
مشتق  . در نقطه       صـحبت کنيم است و می توانيم درمورد مشتق   Aرویتابعی

به.نشان می دھيم می ناميم وبا         يا        aدر نقطه  fمشتق دوم را aدرنقطه
قط الا ا ا ق Aاش

f f 

)a(f )a(f )2(

را درصورتی aمشتقھای مرتبه ھای بالاتر در نقطهھمين ترتيب
و        نشان می دھيم و آنھا را بـه ... ، ،باشند با  داشتهکه وجود
،ترتيب چھارم ، سوم مرتبه ھای نقطهnومشتق در تابع گوييمaام بنابراينم

Aa

)a(f )3()a(f )4()a(f )n(

بنابراين .می گوييم aام تابع در نقطهnو...مشتق ھای مرتبه سوم ، چھارم ،ترتيب
 n ، اگر مشتق اول تابع          وجود داشته باشد آن رامشتقnبرای ھر عدد طبيعی 

. می ناميم و با نماد           نشان می دھيمfام تابع )a(f )n(
)x(f )1n( 

ع مم a(f(م



گذاری۵۶٢ نماد :نماد گذاری٢-۵-۶
.را با     نشان می دھند f گاھی   را با      و )الف f )1(f)0(f

fھمان طور که  را با نماد    نشان می داديم ،   را که برابر            است  )ب 
dx
dff )

dx
df(

dx
d

nfd .به ھمين ترتيب      را با نماد      زير می توان نشان داد . با      نشان می دھيم 

ا ت ا ا شا ا ا ک fا 

2

2

dx
fd)n(fn

n

dx
fd

f)2()3()n( fff  ھمچنان که    را با       نشان می داديم ،                    را می تـوان به)پ

داد نشان نمادھای با ترتيب

f fDx
)2()3()n( ،f،fوf 

ff،،،DfوD 23n ترتيب با نمادھای                           نشان داد. ff،،،DfوD xxx 



:مثال  ٣-۵-۶
2

.مشتق ھای اول تا سوم تابع                                را محاسبه کنيد 

ل

)1x2sin(e)x(f 3x5 2

 

:حل
)1x2cos(2xe10)x(f 3x5 2

 

)1x2sin(4ex100e100

)1x2sin()2(2e)x10(x10e10))x(f()x(f
3x523x5

3x53x5

22

22








)(

))(f()(f )3( 

)1x2cos()2(4e)x10(x100e)x2(100e)x10(10

))x(f()x(f

3x523x53x5

)(

222







)1x2cos(8)x103(xe10

)1x2cos()2(4e)x10(x100e)x2(100e)x10(10

23x5 2





 )()(



:مقدمه  ١-٧-۵
کنيم م داريمy=f(x)فرض مشتق تعريف بنابر باشد پذير مشتق تابع تابعی مشتق پذير باشد بنابر تعريف مشتق داريمy=f(x)فرض می کنيم

ylim)x(f)xx(flim)x(f 





0بنابر تعريف حد به ازای ھر     عدد مثبتی مانند   وجود دارد به طوری که

xx
)(

0x0x  







 )x(f
x
y0x0

يا 
x




x)x(fy0 





x
x)x(fyx0



ت ا ک ک ا ه قا اندازۀد ه اگ گ د ت ا ع ه  )(f به عبارت ديگر اگر      به اندازۀ.پس                  در مقايسه با      کوچک است

بنويسيم توانيم می يعنی ، است برای مناسبی تقريب ، باشد کوچک کافی

x x)x(fy x

x)x(f yيم وي يم ب و ی  ی  ی       ي بی بر ريب  وچ ب             x)x(fی  y

)(f 

يا

x)x(fy 

يا

x)x(f)x(f)xx(f 

بنابراين

x)x(f)x(f)xx(f

x)x(f)x(f)xx(f





x)x(f)x(f)xx(f 



:تعريف  ٢-٧-۵
نشان می دھيم وبارابطهdyراباyمشتق پذير باشد ، ديفرانسيلy=f(x)ھرگاه تابع

زير تعريف می کنيم  

:ديفرانسيل متغير٣-٧-۵

x)x(fdy 

ير ي ر ي

به صورت سادۀ٢-٧-۵باشد ، آنگاه خواھيم داشت          و رابطهf(x)=xاگر 1)x(f  م
برابــر xبا نمو  xمتغير مستقل باشد ديفرانسيل  xيعنی اگر . در می آيد         

:به صورت زير بيان می شود  ٢- ٧- ۵در نتيجه تعريف . خواھد بود 
xdx 

درديفرانسيل آن مشتق ضرب حاصل برابربا پذير مشتق ھرتابع ،ديفرانسيل بنابراين
dx)x(fdy 

يل ر ي ر ن  ق  رب  ل  برب  ير بر ق پ بع  ر يل  ر ي ين  بر ب
.متغير مستقل است 



:مثال  ۴-٧-۵
برابر است باy=ln (3x+4)ديفرانسيل تابع

dx3dxydy 

:مثال  ۵-٧-۵

dx
4x3

dxydy




با فرض           x=0را برای تابع                          در نقطه  dyو    
.محاسبه کنيد 

y7x4x3)x(fy 2 1/0dxx 

:حل  
داريمداريم

]743[])(4)(3[

)x(f)xx(fy

272 





x4xx6)x(3

]7x4x3[])xx(4)xx(3[

2

272





)(



0xو          به دست می آوريم x=0به ازای ھر  

داريم ھمچنين
43/0)1/0(40)1/0(3y 2 

ريم ين  چ
dx)4x6(dx)x(fdy 

به دست می آوريم dx=0/1و x=0به ازای
4/0)1/0)(4)0(6(y 

به مثالھای زير . معمولاً برای محاسبات تقريبی از مفھوم ديفرانسيل استفاده می شود
کنيد يتوجه .وج 



:مثال  ۶-٧-۵
ک ا ا تق ا ق ل ا ف ف ا تفا ا .با استفاده از مفھوم ديفرانسيل مقدار تقريبی     را محاسبه کنيدا

:حل

4 18

داريم ١-٧- ۵بنابر . تابع            را در نظر می گيريم  4 x)x(f 

)١(

داريم طرف از

x)x(f)x(f)xx(f 

از طرفی داريم

4 3
4
3

4
1

x4

1x
4
1)x()x(f 



.به صورت زير در می آيد )١(بنابراين ، رابطه 

x44

)٢(
4 3

44

4

xxxx 


x4



.نتيجه می شود )٢(و         از رابطه  x=16اکنون فرض می کنيم  2x 

24

12
164

21618
4 124 3

44 

0625/02
16
12 

0625/2

16



:مثال  ٧-٧-۵
.با استفاده از مفھوم ديفرانسيل مقدار تقريبی         را حساب کنيد  46sin



:حل 
داريم ١- ٧- ۵، بنابر f(x)=sinxفرض کنيد 

آيد می در زير صورت به بالا رابطه و .پس xcos)x(f 

x)x(f)x(f)xx(f 

ي ی  ر  ور زير  ب ب ب  .پس                 و ر

xxcosxsin)xxsin( 

xcos)x(f

.اکنون فرض می کنيم          و            يعنی                       راديان باشد 

آ ت د ه
45x 1x

180
14/3

180
x 




به دست می آوريم

180
14/345cos45sin)145sin( 

180
14/3

2
2

2
2

180



7194/0
0123/07071/0
18022






:مفھوم خطا  ١٠-٧-۵
ا تفا اق ا ق ا ش گ ا ا ا ق لاً ا گ ا اا اين.در اندازه گيريھا معمولا مقدار اندازه گيری شده با مقدار واقعي متفاوت است

، منفی يا باشد مثبت اينکه ز اعم ، شود می داده نشان با را مطلقتفاوت خطای x ، خطای مطلقتفاوت را با    نشان داده می شود ، اعم ز اينکه مثبت باشد يا منفی

، می توان دقت اندازه گيری خطای نسبیبا معياری بانام.می ناميمxاندازه گيری

x

م ییمی

 خطای درصداين خطا که بيشتر به صورت در صد بيان می شود ، .را بھتر سنجيد 

.به تعريف زير توجه کنيد . ناميده می شود صد خطايا در 

:تعريف  ١١-٧-۵
du مر تکب شده ايم، مقدار     راuمقدار خطايی باشد که در محاسبهduاگر

نا خطا د د ا د د خطا ا ن خطا

u
du

du خطای نسبی و            را خطای درصد يا درصد خطا می ناميم.
u

du100



:مثال  ١٢-٧-۵
خطای حداکثر با مربع ضلع برابر0/05طول متر متر١/۵سانت سانت سانتی متر١/۵سانتی متر برابر0/05طول ضلع مربعی با حداکثر خطای 

خطای نسبی و خطای درصد در محاسبه مساحت اين .اندازه گيری شده است 
.  مربع را محاسبه کنيد 

::حل
.ds=2xdxو پس.مساحت مربع باشد  sطول ضلع مربع و xفرض می کنيم 

2xs 

بنابراين ، خطای نسبی در محاسبه . x=5/1و dx=0/05بنابر فرض مسئله داريم 

ا ا ا ا                                                                                مساحت اين مربع  برابر است باا

0196/0)05/0(2dx2xdx2ds
خطای نسبی

96/1)0196/0(100
s

ds100

0196/0
1/5xxs 2





خطای درصد
s



اکنون با معرفی توابع چند متغيره به تعريف مشتقھای جزئی و ديفرانسيل کل تابع 

. می پردازيم 

:تعريف  ١۶-٧-۵

تا کنون با توابعی سر وکار داشتيم که تنھا به يک متغير وابسته بودند ، اين دسته

در صورتی که تابعی به بيش از يک متغير . می ناميم  يک متغيرهرا توابع  توابع

آ گگ .می گوييمچند متغيره تابعبستگی داشته باشد، آن ا



برای مثال ، می دانيم که حجم يک مکعب مستطيل بستگی به طول ،عــرض،

x، حجم مکعب مستطيل ، تابعی از طول  Vبه عبارت ديگر.و ارتفاع آن دارد 

پس.آن است  zوارتفاع  yعرض

)z,y,x(fV 

از طرفی حجم مکعب مستطيل برابر حاصل ضرب طول ، عرض ، و ارتفاع آن 

است ، پس داريم 
                                   f(x,y,z)=xyz                           

ط .، تابع حجم مکعب مستطيل ،يک تابع سه متغيره است f(x,y,z)بنابراين



:مثال  ١٧-٧-۵
 yواحد نيروی کاروxفرض کنيد در زمان معينی تعداد توليدات کارخانه ای با

باشد برابر ، سرمايه 3واحد
1

3
2

yx70)yx(fواحد سرمايه ، برابر                         باشد.

واحد سرمايه ، چند واحد محصول٨واحد نيروی کارو٢٧با به کارگيری)الف

33 yx70)y,x(f 

توليد می شود؟
 

نشان دھيد که اگر مقادير نيروی کار وسرمايه دو برابر شود ، تعداد توليدات)ب ي)ب و و بر بر و ي ر و ر يروی ير ر ي ن

.کارخانه نيز دو برابر خواھد شد 

  



:حل 
ازای)الف به کارخانه ليدات ت کار٢٧تعداد ی نير برابر٨احد رمايه احد واحد سرمايه برابر ٨واحد نيروی کار و٢٧تعداد توليدات کارخانه به ازای )الف

است با 
1260)2)(9(70)8()27(70)827(f 3

1
3
2

واحد سرمايه برابر bواحد نيروی کار وaمقدار توليد حاصل از به کار گيری  )ب

1260)2)(9(70)8()27(70)8,27(f 33 

3
1

3
2

ba70)b,a(f 

واحد سرمايه برابر 2bواحد نيروی کار و 2aمقدار توليد حاصل از به کارگيری  
f(2a 2b)داريم و است f(2a,2b)ريم  و 

b)2(a)2(70)b2()a2(70)b2,a2(f 3
1

3
1

3
2

3
2

3
1

3
2



ba)2(70

)()()()(),(

3
1

3
2

3
1

3
2




)b,a(f2

ba)2(70







:مثال  ١٨-٧-۵

فروشنده يک نوع ماشين حسابگر الکترونيکی در می يابد که تحت شرايط خاصی،
معادله از بفروشد تواند می که حسابگری ماشينھای تعداد ماشينھای حسابگری که می تواند بفروشد از معادلهتعداد

f( t) +60t 0/02 tf(p,t)=-p+60t-0/02pt

آن در که آيد می دست وpبه حسابگر ماشين يک کهtقيمت است تومان به مبلغی ن ر  ي   ی  ر وpب   ب ين  ن  tي ي  و ی ب  ب
تومان و  ١٠٠٠اگر قيمت ھر دستگاه ماشين حسابگر . صرف تبليغات می شود 

تومان باشد ، فروشنده چند ماشين حسابگر می تواند بفروشد؟ ٢۵٠ھزينه تبليغات 

:حل 
با است برابر بفروشد تواند می که حسابھايی ماشين بر  بتعداد رو بر و ب ی  يی   بھ ين   

f(1000250و)=-(250)(1000)0/02-(250)60+1000               



متغيره١٩-٧-۵ دو تابع جزئی :مشتقھای :مشتقھای جزئی تابع دو متغيره۵٧١٩

کنيم می f(xفرض y)متغيرھای از متغيره دو تابع جزئیyوxيک باشد،مشتق يم ی  یf(x,y)رض  ير ز  ير  و  بع  یyوxي  ق جز ب
 

xffبا نماد    يا       نشان می دھيم و برابر مشتق  xنسبت به متغير  f(x,y)تابع


x

f( ک( ف کت )fثاگا ا( تا ا تت ف گ ظ f(x,y)  نسبت بهxھنگامی که.تعريف می کنيمyثابت وf(x,y) تنھا تابعی ازx  در نظر گرفـــته

نشان می دھيم که بنابر تعريف را با    يا  yنسبت بهf(x,y)مشتق جزئی تابع.شود f



yf )ع y)yم

تنھا تابــعی f(x,y)ثابت و  xھنگامی که yنسبت به  f(x,y)برابر است با مشتق تابع 
شاز ف

x y

.فرض شودyاز



:مثال  ٢٠-٧-۵

.را محاسبه کنيد  fمشتقھای جزئی . فرض کنيد                             32 y5xy2x3)y,x(f 

:حلل
برابر است با xنسبت به  fمشتق جزئی 

زئ بهfشتق بت بان ت ا اب ب
y2x60y2x6fx 

برابر است باyنسبت بهfمشتق جزئی

22 1521520f y y15x2y15x20f 



:مثال  ٢٢-٧-۵

.مشتق ھای جزئی                                  را محاسبه کنيد  zyx xezeye)z,y,x(f 

:حل

برابر است با  xنسبت متغير  fمشتق جزئی 
yxyx

y zee0zeef 

برابراست با  zنسبت به متغير  fمشتق جزئی 

zyzy
z xeexee0f 



         :شـشم فصـل

  کاربـردھای مشتـق
کل :ھدف کلیھدف

ھدف کلی فصل اين است که با بعضی از کاربردھای مشتـق از جمله تعيـين

توابع صعودی يانزولی،ماکسيموم ومينيموم نسبی و مطلق تابع،رسم نمودارتابع،

تقعـرومحدب ونقطه عطف نمودار تابع ،وروش رفع ابھام از صورتھای مبھم 

.حـدی آشـنا شويد



:ھدفھای رفتاری
بتوانيد فصل اين مطالعه پايان از پس که رود مي انتظار شما :از

برای تابـع داده شده ،بازه ھايي را که تابع در آنھا صعـودی يا نـزولی١)
.است تعييـن کنيـد 

ي و ل ب ين  ن   ي ز پ ي رو  پس  ر  :ز  

.نقـاط بحـرانی توابـع داده شده را تعييـن کنيـد )٢

ماکسيـموم ومينيمـوم نسبی توابع داده شده را با استفاده از آزمون ھای      مشتق  )٣
آوريـد دست به ودوم .اول ودوم به دست آوريـداول

ماکسيـموم و مينيـموم مطلـق توابـع داده شـده را در بـازه ھای  )۴
.مورد نظـرتعييــن کنيـد   

د۵ کن شخ ا شد داد تا دا ن ال ت ا طف نقطه د ت تق .تقعر وتحدب ونقطه عطف احتمالی نمودارتابع داده شده را مشخص کنيد)۵

کنيد)۶ تعيين را وجود صورت در شده داده تابع نمودار وقائم افقی مجانبھای ي) يين  ور وجو ر  ر  بع    ر  و م  ی و ی  بھ .ج



.مجانبـھای مايل نمودار تابـع داده شده را در صورت وجود تعييـن کنيـد)٧ ي) ن يي وجو ور ر ر ع ب ر و ي ی ھ ب ج

محـور ھای تقـارن ومرکز تقـارن نمودار تابـع داده شده را،در صورت )٨
.وجود، تعييـن کنيـد  

.نمـودار توابـع داده شـده را رسم کنيـد )٩ 

.از صورتــھای مبھم حــدی داده شده رفـع ابھام کنيـد )١٠

قضيه ھوپيتال را در حالت ھای مختلف توضيح بدھيد ودر مسائل )١١
.مربوط به کار ببريد     



:مقدمه

در اين فصل کاربردھای.در فصل پنجم با برخی از کاربرد ھای مشتق آشنا شديم

ديگری از مشتق را در تعيين بازه ھای صعودی ونزولی،نقاط ماکسيموم ومينيموم،

.تقعر وتحدب نمودار تابع،ودر رفع ابھام از صورتھای مبھم بيان مي کنيم

):آزمـون يکنوايي(قضيـه١-١-۶

. مشتق پذير باشند) a,b(پيوسته و در بازه [a¸b]دربازه   fفرض مي کنيم تابع

.صعودی استfاگر برای ھر                   داشته باشيم                 ،آنگاه ١)

آنگا)٢ اش داشته ھ ا تfاگ ا ل نز

0)x(f 

)ba(x0)x(f  .، نزولی  استfاگر برای ھر                    داشته باشيم                 ،آنگاه)٢ )b,a(x0)x(f 



:مثال٢-١-۶

روی چه بازه ھايی fتعيين کنيد .در نظر بگيريد Rتابع                        را روی 
.صعودی وروی چه بازه ھايی نزولی است

5x3)x(f 2 

:حل
،داريم               وبرایx> 0چون                   روشن است که برای ھر x6)x(f 0)x(f  مچ

توجه.روی     صعودی وروی      نزولی استfپس.داريم           x<0ھر

x6)x(f)(

0)x(f RR مر یپر ز ر ر

مطالب بالا را می توانيم در جدول زير .داريم               x=0کنيد که به ازای 

0)x(f 

0)x(f 

 
0               :               خلاصه کنيم

 +)x(f  0

نزولي f(x)صعودي



:مثال

انقاط ت ان بحرانی توابعنقاط

د)ب)الف کني ن تعيي را 2x3x)x(f 23  4x2)x(f 3

 :حل

. را تعييـن کنيـد                             )ب                          )الف 2x3x)x(f  4x2)x(f 

x(f(0x6)الف 2  0x0x6 2 

2x,0x)ب  0x6x3)x(f 2

:نتيجه۶-١-۶
برای تعيين بازه ھايي که تابع  ۴-١- ۶وتعريف -١-١-۶باتوجه به قضيه 

را به دست f(x)روی آنھا صعودی و يا نزولی است ، بايد نقاط بحرانی تابع 

x(f( .آوردو علامت         راتعيين کرد 



تابعتعريف۶٢١ گويي موضعنسبماکسيمويکx=cدرfم ياماکسيمو ياماکسيموم موضعینسبیماکسيموميکx=cدر fمی گوييم تابع:تعريف١-٢-۶

باشد داشته باشيمcازبازه بازی که شاملxاگربرای ھر.دارد رر ی زیربر ب ز يمزب ب ب

)x(f)c(f 

ماکسيموم نسبی cنمودارھای توابعی را نشان می دھند که در  ٢- ۶و ١-۶شکلھای 
.             دارند

 

   

C C



: تعريف ٢-٢-۶
 xاگر برای ھر .دارد مينيموم موضعیيا  مينيمـوم نسبـیيک  x=cدرfمی گوييـم تابع 

باشد داشته باشيمcاز بازه بازی که شامل 

)x(f)c(f 

مينيموم نسبی  cنمودارھای توابعی را نشان می دھند که در  ۴- ۶و ٣-۶شکلھای 
دارند

 

   C C
          

۴-۶شکل                                         ٣- ۶شکل            



:تعبيـر ھند ســی نقاط اکسترمـوم ۶-٢-۶

گ مشتق پذير باشد وcدرfاين است که اگر تابع۴- ٢-۶تعبير ھندسی قضيه
در نقطه y=f(x)در اين نقطه اکسترموم نسبی داشته باشد ، آنگاه مماس بر

)c f(c)(ت ا شکلافق کنيد۶۵به ه ت )c,f(c)(توجه کنيد ۵- ۶به شکل.افقی است.

y= f(x)                                                      

(c,f(c))                                                                            خط مماس

c dc          d                                                                                  
۵- ۶شکل                                                



وجود fدرست نيست ،يعنی تابعی مانند  ۴-٢-۶عکس قضيه :تذکر ٧-٢-۶
 

صفراست ولی اين تابع دراين نقاط xدارد به طوری که         به ازای مقاديری از  )x(f 

داريم.   برای مثال فرض کنيد                  .ماکسيموم يا مينيموم نسبی ندارد  3)1x()x(f 

  2)1x(3)x(f 

، x<1اما به ازای .،پس             x=1از معادله              نتيجه می شود  0)x(f 0)1(f 

نه ماکسيموم نسبی x=1درfدرنتيجه . f(x)>0داريم  x>1وبه ازای  f(x)<0داريم 

. دارد و نه مينيموم نسبی  



ممکن است تابعی در نقطه ای اکسترموم نسبی داشته باشد اما:نکته ٨-٢-۶
ذ ط لآ ث برای مثال فرض کنيد. درآن نقطه مشتق پذير نباشد


  2x2x3

.رسم شده است۶-۶نموداراين تابع درشکل







2xx6
)x(f

ر ع ر مو ر
f)2(1وf)2(3ماکسيموم نسبی دارد ، اما چون                                    است، x=2درfتابع   



. در نتيجه          وجود ندارد )2(f 

  ٢ ۶٠



:نتيجه ٩-٢-۶
تعريف شده باشد،شرط لازم برای اينکه تابع cدر نقطهfفرض می کنيم تابع

fنقطه کهcد ت ا ن ا اشد داشته ن ت انcاک نقطه ک fدر نقطهcاکسترموم نسبی داشته باشد اين است کهcيک نقطه بحرانی

نباشدfتابع موجود يا ديگر عبارت .باشد،به 0)c(f )c(f  بfبع وجو  ر          ي          ي ر  ب ب  .ب 0)c(f)c(f

نسبی(قضيه١٠-٢-۶ ھای اکسترموم برای اول مشتق ):آزمون بی(ي ی  وم ھ ر ق اول برای ا ون  ):آز

پيوسته باشد) a,b(مانندcدر بازه بازی از نقطه بحرانیfفرض می کنيم تابع بع يم ی یرض ر ب ز زی ب ز ب ب),(ر پيو

.مشتق پذير باشد cو در تمام نقاط آن جز احتمالاً در

منفـی باشد آنگــاه          ) a,b(مثبـت ودربازه باز) a,c(اگر      در بازه باز١) )x(f 

.يک ماکسيمـوم نسبـی دارد x=cدر 



مثبـت باشد آنگــاه) c,b(منفـی و دربازه باز) a,c(اگر      دربازه باز )٢ )x(f 

F     درx=c يک مينيمـوم نسبـی دارد .

ماکسيمـوم  x=cدر fبرقـرار نباشـد،آنگــاه ) ٢(و) ١(گر ھيـچ کدام ازا)٣

ا ن ن ن ا .يا مينيمــوم نسبـی ندارد  

:مثال ١٢-٢-۶
تا ن ن اک ل ا شتق ن ازآز تفاد ا با استفاده ازآزمون مشتق اول،ماکسيموم و مينيموم نسبی تابعا

                    
آ ت ا 51 .را بدست آوريد                                23 12x6x

2
5x

3
1)x(f 23 



:حل
مشتق اين تابع برابراست با

از اند ت عبا ادله ھای xيشه 2x اين3 ان٢٣بناب ب نقاط

6x5x)x(f 2 

0)x(f ريشه ھای معادله            عبارت اند ازx=2وx=3.نقاط بحرانی ٣و٢بنابراين
.اند fتابع 

.نقاط بحرانی تابع را درجدول قرارمی دھيم وآزمون مشتق اول را به کارمی بريم

0)x(f 

م ی م ی ع ی

:           نتيجه می گيريم مقاديرماکسيموم ومينيموم نسبی تابع به ترتيب عبارتند از

3
50)2(fو

2
33)3(f 

32





٠ ٠)x(f 

x

نزولي





 

صعودي

+ +
صعودي

٠ ٠)x(f

)x(f

 ماکسيموم نسبي مينيموم نسبي



اق۶٢١۶ اک ا ق ش آ ):آزمون مشتق دوم برای اکسترموم ھای نسبی(قضيه١۶-٢-۶

ھمچـنين.باشد و          fيک نقطه بحـرانی تابـعcفرض می کنيـم

ل شام ازی ب ازه ب در کني م رض دcف ج

0)0(f 

ff فــرض می کنيــم                در بـازه بـازی شامـلcوجـود

.داشـته باشـند

fوf 

.ماکسيــموم نسبـی دارد cدر  fاگر             ،آنگــاه ١) 0)c(f 

.مينيــموم نسبـی دارد   cدر fاگر            ،آنگــاه ٢) 0)c(f 



:مثال ١٨-٢-۶
با استفاده از آزمون مشتق دوم ماکسيـموم .فرض کنيد                                 

تا ن آfن ت ه ا

3x9x6x)x(f 23 

.                را به دست آوريـدfو مينيـموم نسبی تابـع

:حل
:برابر است باfمشتق اول تابع

9x12x3)x(f 2 

نقـاط  ٣و١بنابراين.x=3وx=1ريشه ھای معادله            عبارت اند از

9x12x3)x(f 

0)x(f ز ر ب ی ين.3وري بر وب

:مشتـق دوم اين تابـع برابر است با.اند fبحـرانی تابع 

0)x(f 

12x6)x(f 

در تابع از٣و١مقادير اند :عبارت f 06126)x(f  : عبارت اند از٣و١مقادير تابع      در f 
0612)3(6)x(f

06126)x(f






در تابع ،اين دوم مشتق آزمون بنابر نتيجه ودرx=1در نسب موم x=3ماکسي x=3ماکسيـموم نسبی ودرx=1در نتيجه بنابر آزمون مشتق دوم ،اين تابع در

:مقادير ماکسيمـوم ومينيمـوم نسبی عبارت اند از.مينيـموم نسبی دارد مم م

f(1)=7   ,      f(3)=3                                                                       

: نکته١٩-٢-6

c(f)c(f(0داشته باشيم                  ،آزمون مشتق دوم اطلاعاتی از  fاگر در مورد تابع  

.به دست نمی دھد cماکسيموم نسبی يا مينيموم نسبی بودن 

)()(

. در چنين مواردی بايد از آزمون مشتق اول استفاده کرد



عبارت اند     fمشتق ھای اول ودوم .برای مثال ،فرض می کنيم                            
از

1)2x()x(f 4 
:از

2

3

)2x(12)x(f
)2x(4)x(f





ازطرفـی داريـم.است fنقطه بحرانی تابع ٢پس .x=2از               نتيجه مـی شود    0)x(f 
برای تعيين ماکسيموم يا مينيموم نسبی تابع بـايد ازآزمون .                     

.مشتق  اول استفاده کرد

0)2(f)2(f 

x

 )x(f  ٠

 نزوليصعودي

ن ن

)x(f

مينيموم نسبي



:مقدار اين مينيموم برابر است با.مينيموم نسبی دارد x=2در fتابع 

                                                                       f(2)=1( )
.رسم شده است ١٠-۶در شکل  fنمودار تابع 






1)2x()x(f 4 


١

  ١ ٢ x



:تعريف ٢٢-٢-۶

.درنظر می گيريم fرا دردامنه تابع  dو cواعداد  fتابع 

 xمی ناميم،اگر برای ھر  روی دامنه اش fماکسيموم مطلق تابع را   f(c))الف

:داشته باشيم fاز دامنه تابع 

)x(f)c(f 
می ناميم،در صورتی که برای روی دامنه اش fمينيموم مطلق تابع را  f(d) )ب

)x(f)c(f 

:داشته باشيم fاز دامنه تابع  xھر 

.ماکسيموم مطلق يا مينيموم مطلق تابع را اکسترموم مطلق تابع نيز می گوييم

)x(f)d(f 

م ع م ع م م



 توجه کنيد که می توان تابعی مانندf  با دامنهI  يافت کهf  رویI اکسترموم

 Iروی  fدارای شرايط خاصی باشند،آنگاه تابع  Iو fولی اگر.مطلق نداشته باشد

.دارای اکسترموم مطلق خواھد بود

.ازاثبات اين قضيه صرف نظر می کنيم.قضيه زير اين شرايط را معرفی می کند

:قضيه ٢٣-٢-۶

روی اينبازه دارای ماکسيموم و fپيوسته باشد،آنگاه [a¸b]در بازه بسته  fاگر تابع 

.مينيموم مطلق است 



بع:روش تعيين اکسترموم ھای مطلق تابع ق ی وم ر يين روش

،درصورتی که  [a¸b]روی بازه بستهfبرای تعيين ماکسيموم ومينيموممطلق تابع ع ]م ¸ ]

f دربازه باز)a,b( مشتق پذير باشد،ابتدا به کمک آزمون مشتق اول يا آزمون مشتق

.دوم،ماکسيموم و مينيموم ھاينسبـی اين تابع را دربازه داده شده به دست می آوريم

را محاسبه وآنھا را با ماکسيموم ومينيموم ھای نسبی تابع f(b)و f(a)سپس مقادير

.مقايسه می کنيم

تا طلق اک ا آن گت ز طلق ن قا ا کت اfک خ خواھد fکوچکترين اين مقادير،مينيموم مطلق و بزرگترين آنھا ماکسيموم مطلق تابع

.بودبود



.به مثال زير در اين مورد توجه کنيد

:مثال ٢۵- ٢- ۶

به  [3¸0]ماکسيموم ومينيموم مطلق تابع                              را دربازه بسته 
آ

x12x9x2)x(f 23 
.دست آوريد

:حل
12x18x6)x(f:برابر است باfمشتق تابع 2 

0)(f ريشه ھای معادله              عبارت اند ازx=1وx=2 نقاط ٢و١،وبنابراين
.بحرانی تابع اند

دھيم می تشکيل زيررا وجدول بريم می کار به را اول مشتق آزمون اکنون

0)x(f 

.اکنون آزمون مشتق اول را به کار می بريم وجدول زيررا تشکيل می دھيم

 


x 0

++  

ل نز

0 0)x(f 

)(f صعودي

 مينيموم نسبي ماکسيموم نسبي

صعودي x(f(نزولي



که شود می ديده درx=1درfدرجدول و نسبی داردx=2ماکسيموم نسبی مينيموم و  ی  ي  ول  xرfرج ر1 بی و  وم  xي ر 2 بی  وم  ي .ي

:مقاديراين ماکسيموم ومينيموم نسبی به ترتيب برابرند با

f(1)=5                                                              

f( )f(2)=4                                                              

:برابرند با٣و٠مقادير تابع درنقاط ر ع رر ر
f(0)=0   ,     f(3)=9                                          

ا ا :بنابراين داريما

f(0) 0 f(1) 5 f(2) 4 f(3) 9f(0)=0  ,  f(1)=5  ,  f(2)=4 ,  f(3)=9                

 در نتيجهf(0)=0  مينيموم مطلق وf(3)=9  ماکسيموم مطلق تابعf است.



مقعرمی ناميم ھرگاه (a,f(a))را درنقطه  y=f(x)نمودارتابع :تعريف ١- ٣- ۶

.موجود باشد       )١ )a(f 

دربالای خط مماس برنمودار دراين x=aدربازه بازی شامل  fنمودار تابع  )٢

گ ا ق .نقطه قرارگيردقط

نقطه۶١١شکل در که را تابع يک دار نم از انMبخش نش راست مقع مقعـراست نشـانMبخشی از نمودار يک تابع را که در نقطه١١-۶شکل
.می دھد



(a f(a))(a,f(a))

MM

a

fمقعـرباشد،می گوييـم نمـودار Iدر ھرنقطـه ازبازه  fاگرنمـودار تابع 

تIاز ا ق .مقعـر است Iروی بازه



:تعريف   ٢-٣-۶
:می ناميم اگر محدب) a,f(a)(را در نقطه  y=f(x)نمودارتابع  

.موجود باشد)       ١ )a(f  ب) .وجو

شاملfنمودارتابع)٢ بازی برx=aدربازه مماس خط درپايين

)(

بع) ر ل fو زی  ز ب xرب aس بر يين   رپ

y.نمودار در اين نقطـه واقـع شود    

نمودار۶١٢شکل از بخش

y
(a,f(a))

بخشی از نمودار١٢-۶شکل

يک تابع را نشان مـي دھد،

Nf(a)

ي ع

a.محـدب است Nکه درنقطه  xo

١٢-۶شکل 



روی fمحدب باشد،می گوييم نمـودار Iدرھرنقطه ازبازه  fاگرنمودارتابع 

دھد ت د ه ن ن ک د ت تق ن ت ا ن آز ز ه قض

.محدب است Iبازه 

.قضيه زيرآزمونی برای تعيين تقعـرو تحدب يک منحنی به دست می دھد

.از اثبات اين قضيـه صرف نظر می شـود

:قضيه ٣-٣-۶

دارای  مشتقھای اول و x=cروی بازه بازی شامل  fفرض می کنيم تابع 
باشد .وم بدوم

0)c(f  .مقعــر است)c,f(c)(درنقطه  fاگر             ،آنگاه نمودار)١

0)c(f  .محـدب است)c,f(c)(در نقطه  fاگر            ،آنگاه نمودار)٢



:مثال ۴-٣-۶
ه د د ا از ه د تا دا ن د کن ن 234ت 2)(fتعيين کنيد نمودارتابع                               درچه بازه ای  محـدب و درچه

.                     بازه ای مقعــر است

234 xx2x)x(f 

:حل:حل
x2x6x4)x(fمشتقھای اول ودوم تابع برابر است با 23 

2x12x12)x(f 2 

. ريشه ھای               عبارت اند از                       0)x(f 
6

و33
6

33 

x 



6

33
6

33

o o )x(f 

مقعر محدب x(f(مقعر



دا ن ن ا ازfنا د ق ھا از )33()33(د  دربـازه ھای                                     مقعـر و دربازهfبنابراين،نمـودار
                     

است .محـدب

)
6

,(و),33
6

33( 


)33,33(                            ب . )
6

,
6

(

:تعريف ۵-٣-۶

می ناميم اگر fرا نقطه عطف نمودارتابع ) a,f(a)(نقطه 
.موجود باشد       ١)

ازاين بازه xوجود داشته باشد به گونه ای که به ازای ھرaبازه بازی شامل)٢

)a(f 

ز) رز ز و و زو ين ز

.آنگــاه               x<aآنگــاه            واگر  x>aاگر)الف 0)x(f 0)x(f 

يا

اگاگ ا گ اآ گ آ

)(

0)(f  .آنگــاه              x<aآنگــاه             واگرx>aاگر) ب 0)x(f 0)x(f 



که١۴-۶و١٣-۶شکلھای دھند می نشان را ازنمودارتابـعی يکAبخشی ی ی   وھ ن  ی ر  ب ر و ز ی  ي Aب

.نقطه عطف آن است

y yy y

f( ) f(a)
A

f(a) f(a)

ao x xao

۶١٣شکل ١٣- ۶شکل١۴-۶شکل



:مثال ٨-٣-۶
مقعر آنھا در نمودارتابـع که را ھـايی 1x7x3x2)x(fبازه 23 بازه ھـايی را که نمودارتابـع                                    در آنھا مقعر

.نقاط عطف نمـودارتابع را نيزبه دست آوريد.يا محـدب است تعيين کنيد

1x7x3x2)x(f 

ع

:حل
با برابراست تابع ودوم اول f)(766مشتقھای 2 :مشتقھای اول ودوم تابع برابراست با

612)(f

7x6x6)x(f 2





6x12)x(f 
. ريشه معادله           عبارت است از            0)x(f 

2
1x 


2
1x



محدبمقعر

o)x(f 

)x(f مقعر
نقطه عطف

)(ب



.بنابراين ،نمودارتابع دربازه               محـدب ودربازه                مقعراست  )
2
1,( ),

2
1( 

.نقطه           نقطـه عطـف نمودارتـابع است 

22

)5,
2
1(

2ق۶٣١١ :قضيه١١-٣-۶
نقطه عطف) a,f(a)(مشتق پذيرو aدربازه بازی شامل  fفرض می کنيم تابع 

a(f(اگر          موجود باشد آنگاه.باشد fنمودار تابع  0)a(f 

:روش تعيين نقاط عطف نمودار تابع ١٣-٣-۶

ھايی ازدامنه تابـع را x،بايد  fبرای تعيين نقاط عطف احتمالی نمودارتابع 
بررسی کنيم که به ازای آنھا

.              )الف 0)x(f 

.  وجود نداشته باشد          )ب )x(f 



:مقدمه١-۶-۴
دراين بخش ابتدا خلاصه ای ازمفاھيم مجانب ومحورتقارن ومرکزتقارن را

دھيم م ح توضي را ودارتوابع نم رسم روش وسپس کنيم م .يادآوری می کنيم وسپس روش رسم نمـودارتوابع را توضيـح می دھيميادآوری

:تعريف ٢-۶-۴

ھنگامی که         يا          fاگرتابع . را درنظرمی گيريم  y=f(x)تابع 

ط گ آ

 ax ax 

را مجانب قائـمx=aيا            به        يا         ميل کند،آنگاه خط
. می ناميم fنمودار

ax 

درتابع                ،اگرصورت ومخرج عامل مشترکی نداشته باشند،مجانب
)x(g
)x(p)x(f 

. به دست می آيد q(x)=0ازحل معادله  fقائم نمودار



:مثال ٣-۶-۴

.                         مجانبھای قائم تابع                         را تعيين کنيد
)2x)(1x(

3x)x(f 2 




:حلل

درنتيجـه.-٢،-١، ١ريشه ھای معـادله                       عبارت اند از  0)2x)(1x( 2 

عبارت اند ازخـط ھای  fمجانبـھای قائم نمودار ٢-۴-۶بنابـر تعريـف    
                      2x,1x,1x 

:تعريف ۶-۴-۵ 

xھنگامی که              يا               fاگرحــد تابع .را درنظرمی گيريم y=f(x)تابع 

را مجانب افقی  y=bخط باشد ، آنگـاه ، bمسـاوی عـدد حـقيقی   x

.می ناميم fنمودار



کنيد:مثال۶-۴-۶ تعيين را نمودارتابع افقی .مجانب 1x3x4)x(f
2 

 ي: يين  بع                            ر  ر و ی  ب  .   ج
7x5x2

)x(f 2 


:حل
1x3x4 2  داريم
7x5x2
1x3x4lim)x(flim 2xx 






24x
1

x
34

lim
2




 2
2

x
7

x
52

lim

2

x







2
752
1x3x4lim)x(flim 2

2





7x5x2

)( 2xx 

.استfمجانب افقی نمودارy=2،خط۵-۴-۶درنتيجه ،بنابرتعريف ري ر ي رyر و ی



تعريف۶۴٨ :تعريف٨-۶-۴
xوقتی که            يا             fاگر حد تابع.را در نظر مي گيريم y=f(x)تابع  x

دارای خط مجانـب fبه       يا          ميل کند،ممـکن است نمــودارتابع 

ل ا ا ل اشbا



.باشدy=ax+bمايلی با معادله

.برای تعييـن اين خط مجانـب مايل به يکی از دو روش زير عمل می کنيـم

سپس.می ناميم aابتدا               را محاسبه می کنيم وآن را )١
x

)x(flim
x 

)ax)x(f(lim
x




معادله خط مجانـب  y=ax+bمعادله .می ناميم bرا محاسبه می کنيم وآن را 

ا ن ل تfا ا

x

. استfمايـل نمودار

. حالت              نيزکاملاً مشابه حالت            است xx



درمورد تابع گويای                 ،اگردرجه تابع صورت يک واحد بِيشتراز )٢
)x(q
)x(p)x(f 

.            درجه تابـع مخرج باشد، از تقسيـم کردن صورت بر مخرج به دست مي آوريم

)(q

)x(q
)x(rbaxy 
)x(q

دراين صورت معادلـه .کمتـر است q(x)از درجه  r(x)که درآن درجه 

y=ax+b  معادله خط مجانب مايل نمودارf خواھد بود .



ف۶۴١٢ ت :تعريف١٢-۶-۴

.را درنظرمی گيريم f(x,y)=0معادله  

نمودارمعادله ھا محورتقـارن xمحورمعادله تغييرنکند، )y-(به  yاگربا تبديل )١

f(x,y)=0 است.

نمودارمعادله ھا محورتقارن yمحور معادله تغيير نکند،) (x–به  xاگربا تبديل )٢

f( ) ت0 ا f(x,y)=0است.

تبديل)٣ تغييرنکند،xبهyوyبهxاگربا نمـودارمحورتقارنy=xخطمعادله yخطمعادله تغييرنکند،xبهyوyبهxاگربا تبديل)٣ xنمـودار محورتقارن

.است f(x,y)=0معادله 



مبدأ مختصات مرکزتقارنمعادله تغييرنکند،)y-(به yو)x-(بهxاگربا تبديل)۴ yy

. است f(x,y)نمودار معادله 

:    است اگر f(x,y)محورتقارن نمودارمعادله  x=aخط  )۵

)y,x(f)y,xa2(f 

گ :است اگرf(x,y)نمودارمعادلهمحورتقارنy=bخط)۶

)y,x(f)yb2,x(f 

a)نقطه)٧ b)ادله دا ن ن f(xکزتقا y)اگ ت ا :است اگرf(x,y)مرکزتقارن نمودارمعادله(a,b)نقطه)٧

)y,x(f)yb2,xa2(f  )y,()y,(



ثال۶۴١٣ :مثال١٣-۶-۴
:   معادله                تغييرنمی کند، زيرا)y-(به  yبا تبديل  )الف 1yx2 2 

1yx2)y(x2 22 

.ھامحـورتقارن نمـودارمعادله است xپس محـور 

:    معادله                   تغييـرنمی کند، زيرا) x-(به  xبا تبديـل  )ب 5x2y 2 

y5x25)x(2 22 

.ھا محور تقارن نمــودار معادله است yدرنتيجه محـور



3xyمعادله              تغييـرنمی کند زيـرا  xبه  yو  yبه  xبا تبديل  )پ 

3xyyx 

. بنابراين، خط         محورتقــارن نمـودار معادله استط xy 

3xyمعادله           تغيير نمی کند زيرا از) y-(به yو ) x-(به  xبا تبديل  )ت 

33 x)x(y 

.      نتيجه می شود          ،درنتيجه مبدأ مختصات مرکزتقارن نمودارمعادله است 3xy 



خـط                    محـورتقارن نمـودار                           است زيرا  )ث
2

bx 
cbxax)x(f 2 

a2
c)x

a
b(b)x

a
b(a)x

a
b(f 2 

cbx
a
b)xx

a
b2

a
b(a

2
2

2

2



cbxax

aaa

2  cbxax 

محل تلاقی مجانبھای قائم وافقی نمودار                          ،يعنی نقطـه )ج
dcx
bax)x(fy






:است زيرا f،مرکزتقارن نمودار              )
c
a,

c
d(

d2

d)xd2(c

b)x
c

d2(a
)x

c
d2(f









d)x
c

(c 



cdxccd2
bcacxad2

2 




bcacxad2

cdxccd2





bcacxacx2ad2
)dcx(c
bcacad






)bax(c)dcx(a2
)dcx(c

bcacacad






baxa2
)dcx(c

)b(c)dc(






)x(fa2
dcx
b

c 


ya2

)x(f
c





y
c





عرسم نمودار توابع١۵-۶-۴ م

،)              معادله(برای رسم نمودار تابع صريح             يا تابع ضمنی  )x(fy 0)y,x(f 

.  به ترتيب زيرعمـل می کنيم

ک ا ا ا .دامنه تابع را تعيين می کنيـم)١

آوريم)٢ می دست به وجود درصورت را نمودارتابع ومرکزتقارن تقارن محورھای .محورھای تقارن ومرکزتقارن نمودارتابع را درصورت وجود به دست می آوريم)٢ 

.مجانبھای نمودار تابع را درصورت وجود تعييـن می کنيـم)٣ 

.بازه ھايی را که نمودارتابع درآنھا صعودی يا نزولی است تعيين می کنيم )۴



.نقاط اکسترموم ماکسيموم ومينيموم نسبی ومطلق تابع را به دست می آوريم )۵

.نقاط عطف نمودارتابع را درصورت وجود پيدا می کنيم )۶

.بازه ھايی را که نمودارتابع درآنھا مقعريا محدب است تعييـن می کنيم )٧

.اطلاعات حاصل را دريک جدول می نويسيم)٨ م)

از تابـع ،منحـنی ھمـواری)کمکی(با اختيـارکردن چند نقطه دلبخـواه  )٩

.از نقـاط به دست آمده رسـم می کنيـم



:ل:مثال١۴-۶-۴
.       نمودار تابع                                       را رسم کنيد 4x3x5x)x(f 23 

:حل

تابع ودوم اول باfمشتقھای برابرند برابرند باfمشتقھای اول ودوم تابع
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:مثال ١٧-۶-۴
کنيد رس را تابع دار .    نمودار تابع                    را رسم کنيدf)(19نم

x
x9)x(f 

:حل
2 1x91 :برابرند باfمشتقھای اول و دوم تابع
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 وجود ندارد
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ازطرفی داريم 
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:مثال ١٨-۶-۴

.  نمودار تابع                                  را رسم کنيد
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برابرند با ٢در fمشتقھای چپ وراست . x=2از           به دست می آوريم 

ا ا ٢ا
0)x(f 
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 وجود ندارد
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)x(f مقعر و نزولیمحدب و نزولی

نقطه عطف

١٢٠برای رسم دقيق نمودارتابع،

از چـند نقطـه دلبـخواه
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١٧-۶شکل .کمک گرفتيم



ق۶۵١ :مقدمه١-۶-۵
ممـکن است ھنـگام محاسـبه حد بعضـی ازتوابـع با صـورتھـايی

0
اين صورتـھارا .مانند                                           مواجـه شويم

ن نامعي يا م مبھ ناميمصورتھای ازم ابھام رفع باروش بخش دراين
0
1و،0،،0،،0 00






دراين بخش باروش رفع ابھام از.می ناميمصورتھای مبھـم يا نامعيـن

.اين صورتھای مبھـم آشنا می شويـم

:تعريف٢- ۵- ۶

x(glim(0وflim)x(0داشته باشيم                                       ،آنـگاه gوfتوابع اگردرمورد
axax




برای رفع ابھام ازاين صورت.به صورت مبھـم     درمی آيد            

کا ا ز قض
)x(g
)x(flim

ax0
0

.   مبھـم، قضيه زيررا به کارمی بريم



دربازه gو fفرض می کنيم توابع ):قاعده ھوپيتال(قضيه  ٣-۶-۵

ً .،مشتـق پذيـر باشنـد a، جزاحتمالاً درخود Iمانند  aبازی شامـل نقطه 

در ھر ازای به کنيم می فرض باشيمIھمچنين داشته ax 0)( .داشته باشيم            Iھمچنين فرض می کنيم به ازای ھر           در

دراين صورت، اگر                                  ،اگر                 وجـود
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:داشته باشد آنگاه
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:مثال۶-۵-۴

.   حـد                       را محاسبه کنيد
5x3x2
3x2xlim 2
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:حل
چونچون

0)5x3x2(lim0)3x2x(lim 22 

نيز برقراراست،می توانيم قاعده ھوپيتـال را به  ٢-۵-۶وشرايط قضيه 
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:کار ببريم
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):قاعده ھوپيتـال(قضيه٩-۶-۵ )وپي(ي

تابع دو کنيـم می ھرgوfفرض ازای است،N،کهx>Nبه مثبتی ثابت عدد بع و  م  ي ی  رgوfرض  ی  ز xب  NN ی ب ب   

.مشتـق پـذيرباشند

درايـن .داشتـه بـاشيم             x>Nبه علاوه فرض می کنيم برای ھر 0)x(g 

يرب پ ق

:صورت اگر                                          واگر             موجود باشد آنگاه 0)x(flim0و)x(glim
xx


)x(g

)x(flim
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)x(g
)x(flim
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)x(flim
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 )(g)(g

است برقـرار نيز که حالتی در .قضيه x ر ر يز بر ی                 ر  .ي  x



:مثال ١٠-۶-۵
3 

.        حـد                    را درصورت وجود،محاسبه کنيد
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:داريم ٩-۵-۶چون                                              ، بنابرقضيه  0
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ت۶۵١٢ :صورت مبھم     ١٢-۶-۵

ا ت اشfاگ اشته



 داشته باشيـمgوfاگردرمورد توابع

x(f(گ




، آنگاه                 به صورت مبھم                                    


)x(flimو)x(glim
axax)x(g

)x(flim
ax

      برای رفع ابھام ازاينگونه صورتھاي مبھم از قضيـه زير استفاده .درمی آيد

.مي کنيم



):قاعده ھوپيتال(قضيه١٣-۶-۵ )وپي(ي

، a،جزاحتمالاً در Iمانند  aدربازه بازی شامل نقطه  gو fفرض می کنيم توابع 

درايـن .داشـته باشيم                 Iمشتـق پذيرباشند وبه ازای ھر             در

گگ

ax 0)x(g 

)x(f  واگر                     وجود داشته:                                            صورت اگر

آنگاه باشد،
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axax)x(g
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:باشد،  آنگاه
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.قضيه درحالتی که ھمه حدھا ،حدھای راست يا حدھای چپ باشند نيزبرقراراست



ھوپيتال(قضيه١۶-۶-۵ ):قاعده ل(ي ):ه ھوپي

ا ک اف اکا ث ثا عدد ثابت مثبتی است،Nکهx>Nبه ازای ھرgوfفرض می کنيم توابع

ھر ازای وبه پذيرباشند باشيمx>Nمشتق صورتداشته دراين 0)x(g  دراين صورت.داشته باشيم            x>Nمشتق پذيرباشند وبه ازای ھر 0)x(g 

)x(f 
اگر                                               واگر


)x(flimو)x(glim

xx)x(g
)x(flim

x 
:موجود باشد آنگاه

)x(g
)x(flim

)x(g
)x(flim
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 )(g)(g

.قضيه درحالتی که                نيز برقرار است x



:مثال ١٧-۶-۵

.                    حـد                              را درصورت وجود بيابيد
5

4x3x2lim x

2 بي بي و و ور ر ر
x5exx 

:ل:حل
چون                                                                 با استفاده از


)4x3x2(limو)x5e(lim 2
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x

.قاعده ھوپيتال به دست می آوريم
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2 



5ex5e xxxx  



اما چون                                                       ،يک بارديگرازقاعده   
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:ھوپيتال استفاده می کنيم،خواھيم داشت
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:درنتيجـه خواھيم داشت
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مـبھم١٩-۶-۵ :صورت 0       بھم :ور 

داشته باشيم                                        ،آنگاه حد gو fاگردرمورد تـوابع 

0
0)x(flimو)x(glim

axax




برای رفع ابھـام ،تابـع .به صـورت مبھم           درمی آيد                   )x(g)x(flim
ax0

:  را به يکی ازدو صورت  f(x).g(x)حاصلضرب 

1
)x(f)x(g).x(f  يا

1
)x(g)x(g).x(f 

)x(g
1

)x(f
1

.می نويسيمن



0به اين ترتيب حد مورد نظربه يکی ازصورتھای مبھم     يا     تبديل می شود

کا ه ا تال ھ د قا ان ت الت د ھ د که
0
0




.که درھردو حالت می توانيم قاعده ھوپيتال را به کارببريم

ق ق دد ا ه که ت تهد داش ا ا ادھا ازن ک يکی ازنمادھای        يا       را داشـتهaدرصورتی که به جای عدد حقيقی 

کارببريم به ابھام رفع برای را روش ھمين توانيم نيزمی باشيم



رببريم م ب  بھ ع  ی ر ين روش ر بر يم  و ی  يز يم  .ب

:ل:مثال٢٠-۶-۵

کنيدرا محاسبه 
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ي ب کا به ا پيتال ھ قاعد پ ت ا ب ت به ت ا ت .حد سمت راست به صورت مبھم    است،پس قاعده ھوپيتال را به کارمی بريمد
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:صورت مبھم          ٢٢-۶-۵ 

داشته باشيم gو fاگردرمورد توابع 

،آنگاه                         به صورت مبھم                             


)x(glim)x(flim
axax

 )x(g)x(flim
ax






برای رفع ابھام ازاين صورت مبھم،آن را به يکی ازدو صورت مبھم       .درمی آيد

کن ل ت ا 0 .يا     تبديل می کنيم   

حقيق عدد جای به که تهaدرصورت داش را يا ای ازنمادھ يک ،
0
0




 ، يکی ازنمادھـای      يا       را داشـتهaدرصورتی که به جای عدد حقيقي 

در دو مثال زيرروش رفع ابھام از اين .باشيم ، نيز به ھمين ترتيب عمل می کنيم



م مم ع

.گـونه صورتھای مبھم توضيح داده شده است



:                  مثال ٢٣-۶-۵

کنيد محاسبه .را 
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: بنابر قاعده ھوپيتال داريم.حد اخير به صورت مبھم     است
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:درنتيجـه به دست می آوريم
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:مثال ٢۴-۶-۵

.  حـد                         را محاسبه کنيد 
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.ازقاعده ھوپيتال استفاده می کنيم.حد سمت راست به صورت مبھم      است
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: صورتھای مبھم توانی ٢۶-۶-۵

عددی حقيقی يا يکی از نمادھای        يا         aکنيم                  و  فرض )x(g)x(fy 

باشد،در اين صورت    

اگر                                 ،آنگاه               به صورت مبھم) الف

آيد م در
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.در می آيد        00 0
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.می ناميم صورتھای مبھم توانیصورتھای مبھم بالا را 
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لگاريتم طبيعی می گيريم،به دست می آوريم 
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برد کار به آن ابھام رفع صورتھایبرای از ابھام رفع روش زير مثالھای در در مثالھای زير روش رفع ابھام از صورتھای.برای رفع ابھام آن به کار برد

.مبھم توانی توضيح داده شده است يح و ی و بھم
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