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طال فهرست مطالبف
   ماهيت فلسفه:  فصل يک
    روش جديد رياضی:  فصل دو

ه ل اف ن نطق   منطق نمادی: فصل سه
بحرانهای تاريخی در مبانی رياضيات :فصل چهار
پنج رياضی:فصل های فلسفه   فلسفه های رياضی: فصل پنج
  ذوات رياضی:  فصل شش
 عبحثی فلسفی در باب اصل موضوع انتخاب: فصل هفت
 آشنايی با اعداد اصلی:  فصل هشت
     رواقيون:  فصل نه

ا
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مراجع



 اهداف آموزشی درسآ

 بررسی ماهيت فلسفه
رياضيات اصلی های فلسفه ارائه ي ی ري ی ا ارا  ه
  نقد فلسفه های موجود
یتحليل فلسفی فلسفه ي
 تاثير شناخت فلسفی در آموزش رياضی
آشنايی با بحرانهای رياضی
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يک ل يفصل
ماهيت فلسفه
ل ف اف اهداف فصلا

توضيح پيرامون ماهيت فلسفه
نظريات رياضيدانان
وفلسفه علم مقايسه م و ي 
سوالات علم وفلسفه ومقايسه آنها
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يک ل يفصل
ماهيت فلسفه 

:تقسيم بندی  بر اساس سوالاتی از قبيل 
 ماهيت وجود
حقيقت ماهيت ماهيت حقيقت
  ماهيت معرفت
  ماهيت زيبايی

5



يک ل يفصل
طبقه بندی

 ايده آليسم
 واقعگرا
پراگماتيسم م ي پر
 مفهوم گرا
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يک ل يفصل
)2(طبقه بندی 

 فلاسفه پيرورواقيون آن را به فيزيک، اخلاق و منطق تقسيم
.می کردند ر ی

 ،برخی فلاسفه آن را به مابعد الطبيعه، معرفت شناسی
کنند می تقسيم شناسی وارزش .منطق وارزش شناسی تقسيم می کنندمنطق
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يک ل يفصل
برخی نظرات

 فلسفه بيشتر توسط تنظيم مسئله های خود : سوزانا لانگر
ن.مشخص می شود تا راه حل هايش برای آنان ر يش ر و ی ص

 شايد روزی فرا رسد که در فلسفه بيشتر: نلسون گودمن
“تا“برر گيرد همانند“مجادله“انجا فه فلا و فلاسفه همانند مجادلهانجام گيرد تا  بررسی

صاحبان علم بيشتر بر حسب عناوينی که بررسی ميکنند 
دارند که نظريات تا ند ش م . شناخته می شوند تا نظرياتی که دارندشناخته
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يک ل يفصل
فلسفه علم فيزيک و رياضی

 در فلسفه علم فيزيک از مفا هيم بنيادی چون جرم ، زمان و
.طول بحث ميشود و ي و

 در فلسفه رياضيات  اينکه مبانی رياضيات بر چه چيزهايی
شود می بحث دارد . قرار دارد بحث می شودقرار
.فلسفه هر علم نقد آن علم است
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يک ل يفصل
فلاسفه چگونه می انديشند

 سقراط  نه صندلی  برای شاگردانش چيده بودونه : پلوتارک
رای سخنرانيهايش از  ه ساعاتی راب زبرکرسی می نشست، ن يش ي ر ر ر ی ی ی ر ر

ود. پيش تعيين می کرد فيدن ب هنگامی . اوهميشه درحال فلس
ود درآن  اميدن ب ال آش ه درح وقعی ک ت، م ی گف ه م ه لطيف رک ر ی ی
ان  ما رادرخياب ا ش ود هرج ربازی ب دمت س ه درخ ال ک ح
ود و  دان ب ه درزن امی ک رانجام هنگ رد، وس ی ک ات م رزملاق ی م ر ر ی

.زهررا می نوشيد

10



يک ل يفصل
رسالت فلسفه

 يک وظيفه عمده فلسفه تصريح اين مطلب است که چه
يراهنمايی می تواند برای تجربه کردن منطقی به نظر آيد،  ر ی ن ر ر ر و ی يی ر
آيا آنجا که چنين صراحتهايی بتواند پيش از تجاربی خاص 
رروشن گردد، انها از نظر نقش مقدم بر آن تجارب خاص  ر م ر ز ر ر

می باشند؟
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يک ل يفصل
)  2(رسالت فلسفه 

  ، فلسفه در پرتو تجربه در حال انجام خود ، قوانين خود را
.که همان فهم از خود فلسفه است تبيين ميکند ي يين و ز م ن

 نتيجه فلسفه تعدادی قضيه فلسفی نيست، بلکه روشن ساختن
است ها .قضيه ها استقضيه
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يک ل يفصل
طبقه بندی براساس مقاصد علمی

فيزيک فلسفه يزي   
 فلسفه رياضی

ف فل  فلسفه هنر
 خفلسفه تاريخ
  فلسفه آموزش و پرورش
فه فل فه فل
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يک ل يفصل
)1(نظرات برخی فلاسفه  در ماهيت فلسفه 

 فلسفه ای مناسب است که با مطالب مورد : برتراند راسل
.علاقه مردم تحصيل کرده معمولی سروکار داشته باشد ر رو ی و ر ي م ر

ويژگی ممتاز فلسفه اين است که فلسفه : لوييس . ای.سی
است .کارهرکسی استکارهرکسی

 فلسفه به عنوان نقشی است برای روشن : نلسون گودمن
سطح اعل ح سط تا اسفل ح سط درهم پيچيدگ ساختن پيچيدگی ودرهمی سطوح اسفل تا سطوح اعلی سطح ساختن

.تفکر
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يک ل يفصل
)2(نظرات برخی فلاسفه  در ماهيت فلسفه 

 فلسفه به انسان  درتفکر به نتايج : اچ گوردون هولفيش
یاعمال روزانه کمک می کند تا با حکمتی بيشتر نتايجی  ي ر ي ی ی روز

.برگزيند تا تفکراتش را عميق کند
باشند:افلاطون فيلسوف بايد !پادشاهان پادشاهان بايد فيلسوف باشند:افلاطون!
 فلسفه نظريه نيست بلکه عمل است: وتينگشتاين  .
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يک ل يفصل
ويژگی ماهيت فلسفه

بازتابشی
پيروی تعريف:خود درون از ومحدوديتهای شناسی روش  روش شناسی ومحدوديتهای از درون تعريف :خود پيروی

.شده واين به معنی خود پيروی است
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يک ل يفصل
اهم امور فلسفه

ا قت ق از فت معرفت ازحقيقت امور
 دريافت روابط ايده ها يا نظريات
 قضاوتهای ارزشی
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يک ل يفصل
علم و فلسفه

 اصلاح وگسترش معرفت انسان از : مقصد نهايی علم
ورحقيقت امور ي

 بهبود کيفيت قضاوتهای ارزشی انسان: مقصد نهايی فلسفه
علم اقعيات:الهای بيان نگ چگ چگونگی وبيان واقعيات:سوالهای علمی
 بررسی ماهيت پديده ها : سوالهای فلسفی
اثبات يک قضيه:مثالی ازکارعلمی دررياضی
نقد روش اثبات:مثالی ازکارفلسفی در رياضی
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يک ل يفصل
تمايزعلم وفلسفه

تمايزدرنحوه سئوالها
فلسفی سوالهای فلسفیسوالهای

عدد چيست ؟
ا ل ا ا ا ا ک ف ت ا آ  آيا هندسه تبيين فيزيکی جهان خارج است يا علمی است

مجرد وذهنی ؟
ذوات رياضی کدامند ؟
منطق حاکم برقضايا کدامند ؟
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يک ل يفصل
تمايزعلم و فلسفه

تمايزدرنحوه سئوالها 
علمی سئوالهای علمیسئوالهای

عدد مختلط چيست ؟
؟ ف ت تعريف مجموعه چيست ؟

 بيان قضيه فيثاغورس درهندسه چگونه است ؟
نظريه نسبيت انيشتين چه می گويد ؟

20



يک ل يفصل
نقدی بر برخی نظرات

 بعضی می گويند
ازبيرون“ علم به است نگاه ، علم فلسفه علم ، نگاه است به علم ازبيرون “فلسفه

کسی که رياضی نمی داند . بايداذعان کرداين گفته درستی نيست
ت دان اهد نيزنخ رياض فه علفل تخصص که ک کسی که تخصص علم .فلسفه رياضی نيزنخواهد دانست

. فيزيک ندارد ازماهيت اين علم چيزی نخواهد فهميد
ده ب رياض ش ر به آشنا رياضيدان رياض ف فيلسوف رياضی رياضيدانی آشنا به روش رياضی بوده و فيلس
.مبانی کلاسيک رياضيات را فهميده وتدريس کرده است
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دو وفصل ل 
تمايزعلم و فلسفه

اهداف فصل 
رياضی جديد روش با آشنايی آشنايی با روش جديد رياضی
فرمول بندی نظريه های منطقی

ا ا ا ا شا ا ا ثال ا ا ارايه مثالی ساده ازشاخه ای ازرياضيات
بيان سه کاربرد شاخه فوق الذکر
ارايه ويژگيهای مجموعه های بنداشتی
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دو وفصل ل 
روش جديد رياضی ادامه 

 قياس واستنتاج : مبنای روش
روش وجبر:منشا هندسه هندسه وجبر:منشا روش
 صاحبان تئوری بنداشتی يا قياسی: کاربران روش

ش ا اش ش ا ا  بهره برداری ازروشهای جبروهندسه: شناخت سريع روش
 هيلبرت، لباچفسکی، اقليدس، پوانکاره، : بنيانگذاران روش

کلاين، گاوس، بويويیگ
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دو وفصل ل 
روش جديد رياضی ادامه

ابزارهای الگوهای منطقی
ها گزاره گزاره ها
 متغيرها

ا ا گ ا ت توابع گزاره ای
 حدود تعريف نشده

بنداشتها
ای فرضيه دکترين توابع

24
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دو وفصل ل 
الگوی تئوريهای منطقی

مشتمل برعبارتهای اوليه يا حدود تعريف نشده
اوليه عبارتهای کمک به اصطلاحات کليه تعريف تعريف کليه اصطلاحات به کمک عبارتهای اوليه
  مشتمل برمجموعه ای ازاحکام درباب عبارتهای اوليه

ليه ا يااحکا بنداشتها به اثبات(م ن )بد )بدون اثبات (موسوم به بنداشتها يااحکام اوليه
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دو وفصل ل 
الگوی تئوريهای منطقی

 نتيجه گيری منطقی احکام جديد ازبنداشتها موسوم به
)با اثبات(قضايای تئوری

  الگوی تفکربنداشتی مبتنی برعباراتی متناظر هرقضيه که
اين “ دراثبات قضيه به همراه اثبات آورده می شود نظير 

.“برهان راکامل می کند
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دو وفصل ل 
رياضيات به عنوان توابع دکترين

 راسل رياضيات را به عنوان گردايه همه توابع دکترين
. فرضيه ای می انگارد

:وی می گويد  
زرياضيات را ميتوان موضوعی تلقی کرد که درآن ما هرگز “  ر ر ر ی ی ر ر

نمی دانيم درباره چه چيزی صحبت می کنيم ونمی دانيم 
.“آنچه که می گوييم درست است يا نادرست 

 اين تعبيربا گفته هانری پوانکاره مطابقت دارد که می گويد
رياضيات عبارتست ازآنکه به چيزهای مختلف نام يکسان “

27
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وفصل دو
  يک مثال از شاخه ای از رياضيات

ش ا :اشيا تعريف نشدهاش

Kش ف ت ا اش ا تشکل  مجموعهKمتشکل از اشيای تعريف نشده
a, b, c, …. 

رابطه دوتائی
R

با   aرا به هم نسبت می دهد، هرگاه   Kکه اعضای  
bنويسيم می باشد، داشته رابطه
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دو وفصل ل 
مثال ادامه

:بنداشتها
گگ آ P1 :اگرaمخالفb باشد، آنگاهaRb   ياbRa.

P2 :اگرaRb آنگاهbمخالفa است. aر bba
P3   : اگرaRb  وbRc   آنگاهaRc .

P4Kا ا قا ق P4 :Kدقيقا چهارعضو دارد.

29



دو وفصل ل 
مثال ادامه

  اگر :  1قضيهaRb   آنگاهbRa .
ه نaخالفcاگ:2قض ن cه اگر:2قضيهcمخالفaو همچنينc  

يا aRcآنگاه يا  aRbباشد و  bمخالف 
RbcRb.  
حداقل يک عضودر:3قضيهK هست

.نسبت ندارد Kکه باهيچ عضو 
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دو وفصل ل 
مثال ادامه

  فقط يک عضو در :  4قضيهK   هست که
.نداردRنسبت Kبا هيچ عضو 

هرگاه:  1تعريفbRa گوييمaDb مرر
  هرگاه :   5قضيهaDb  ،bDc  آنگاه

aDcaDc.
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دو وفصل ل 
مثال ادامه

  هرگاه:  2تعريفaRb    وهيچ عضوc 
کهKدر طوری به نباشد وaRcموجود وری  Kر ب ب  و aRcوجو 
  cRb    گوييمaFb .

  هرگاه :  6قضيهaFc   وbFc    آنگاه
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دو وفصل ل 
مثال ادامه

هرگاه:7قضيهaFbوbFcآنگاهaFc هرگاه:7قضيهaFbوbFc آنگاهaFc.

ف گFbbFاگ3ت گا Gآ اگر :3تعريفaFbوbFc آنگاه  گوييمaGc .
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دو وفصل ل 
کاربرد در شجره شناسی از مثال  
 می توان اين شاخه رياضی را درمجموعه ای متشکل از

يک مرد، پدر آن مرد، پدر پدرآن مرد : چهارنفر بکار برد ر ر ر ر رچ ن ر پ ر پ ر ن ر پ ر ي
متضاد . به معنی سلف می باشد R. ، پدرپدر پدرآن مرد 

بااين تفسيريک مدل بدست می آيد .سلف را خلف می نامند ی یر ر
وقضيه ها وتعاريف فوق دراين مورداحکامی درست هستند 

:بيان قضايا دراين مدل عبارتنداز ز ر ر
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دو وفصل ل 
کاربرد در شجره شناسی از مثال ادامه 
 اگر :  1قضيهa   سلفb  باشد، آنگاهb  سلفa  نيست.
اگر:2قضيهcاز متمايز وbوaفردی سلفaباشد يک اگر:2قضيهcفردی متمايز ازaوbباشد وa   يک سلف

b  باشد آنگاه ياa  سلفc است و ياc  سلفb  است.
مرددر:3قضيه يک فردیKحداقل هيچ لف که ت ه حداقل يک مرددر: 3قضيهK هست که سلف هيچ فردی

نيست  Kدر 
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دو وفصل ل 
کاربرد درشجره شناسی ازمثال ادامه 
 فقط يک مرد در:  4قضيهK  هست که سلف هيچ فردی در

Kينيست
 اگر:1تعريفb  سلفa باشد، گوييمa  خلفb است.
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دو وفصل ل 
کاربرد درشجره شناسی ازمثال ادامه 
 اگر :  5تعريفa  خلفb   وb  خلفc  باشد ، آنگاهa 

.استcخلف
 اگر :  2تعريفa  يک سلفb  باشد وهيچ فردی چونc 

که گوييمbسلفcوcسلفaموجودنباشد پدرaباشد، پدر  aباشد، گوييم bسلفcوcسلفaموجودنباشد که
b است.

37



دو وفصل ل 
کاربرد درشجره شناسی ازمثال ادامه 
 هرمرد حداکثريک پدردارد:  6قضيه.
هرگاه:7قضيهaپدرbوbپدرc،باشدaپدرcنيست هرگاه:7قضيهa پدرb وbپدرc ،باشدa پدرc نيست.
 هرگاه :  3تعريفa  پدرb  وb  پدرc  باشد گوييمa  پدر

تcبزرگ ا .استcبزرگ
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دو وفصل ل 
کاربرد درهندسه ازمثال 
 اگرK  متشکل ازچهار نقطه متمايزواقع بريک خط باشد و

R باشد بازهم بنداشتها برقرار بوده “سمت چپ“به معنی وچپی ر ر ر م ز
اين . رياضيات کاربردی حاصل می شودوشاخه دومی از
“  سمت راست   ”به معنیDرابطه .استيک مدل هندسی ریری

“ سمت چپ  Kنقطه بعدی “ به معنی  Fورابطه  
.می باشد“ سمت چپKدومين نقطه“به معنی Gورابطه  یچپیر
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دو وفصل ل 
کاربرد حسابی ازمثال 
K   می باشد  4و3و2و1متشکل ازچهارعدد صحيح   .

اين بارنيز. می باشد“کوچکتراز“ به معنی  Rرابطه زیر ر يزیوچ ر ين
بنداشتها برقراروشاخه جديدی ازرياضيات کاربردی حاصل 

و رابطه “ بزرگتر از“به معنیDدر اينجا رابطه.می شود ری زیر ر رزر
F  ورابطه “ يک واحد کوچکتر از “ به معنیG  به معنی  “

.     می باشد“ دوواحد کوچکتراز ز ر یچ
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ل فصل دوف
یويژگيهای مجموعه بنداشتی ب و ج ی يه ويژ

)1(هم ارزی    - 1 
بنداشتی سيستم P1دو P2هر هرگاه نامند ارزمی راهم  دو سيستم بنداشتیP1 , P2  راهم ارزمی نامند هرگاه هر

هرگاه دوسيستم بنداشتی هم ارز . کدام ديگری را نتيجه دهد
خواهد يکی گردد، نتيجه ازآن که مجردی دومطالعه باشند، دومطالعه مجردی که ازآن نتيجه گردد، يکی خواهد باشند،

.  بود
با قبل مثال مثال قبل با

   ”P1, P3, P4   1و قضيه ”

41

.هم ارز است  



فصل دو 
اش ا ويژگيهای مجموعه بنداشتیژگ

)2(هم ارزی -1 رزی )(م
 اکنون اين سئوال پيش می آيد که ازميان دوسيسنم بنداشتی کداميک

؟ بهتراست ؟بهتراست
.  شايدهيچ ضابطه ای وجود نداشته باشد

ت ک ا نداشت ه ل ا ا ت ا داد ت که ت آن د آ نظ به نظرمی آيد آن سيستمی که تعداد عبارتهای اوليه وبنداشتهای کمتری ه
.دارد بهتراست 

اقل، حد يک به بنداشتها تعداد کاهش که دريافت توان م آسان به اما به آسانی می توان دريافت که کاهش تعداد بنداشتها به يک حد اقل،اما
حتی می توان همه بنداشتهای يک مجموعه را. قدری تصنعی است

کن د ا ا گ ز نداشت ک د
42

.دريک بنداشت بزرگ اما پيچيده جمع کنيم



دو وفصل ل 
ويژگيهای مجموعه بنداشتی

ز1 )3(ا )3(هم ارزی -1
مثالی از کاهش بنداشتها  

ساده حکم سادهحکم
“  صدق کند  g(x)هست که در  xيک و فقط يک “ 

:را ميتوان با پنج حکم زير تعويض کرد م ج پ
صدق می کند فرد است g(x)هايی که در  xتعداد  - 1
است 8صدق می کند کمتر از  g(x)هايی که در  xتعداد  - 2
کا3 )ا ا( 7ک نيست 7صدق می کند برابر g(x)هايی که درxتعداد-3
نيست  5صدق می کند  برابر  g(x)هايی که در  xتعداد  - 4
درxتعداد5 که برابرg(x)هاي کند م نيست3صدق
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نيست  3صدق می کند برابرg(x)هايی که درxتعداد-5



فصل دو 
اش ا ويژگيهای مجموعه بنداشتیژگ

)4(هم ارزی -1 رزی )(م
مقايسه دو سيستم بنداشتی 

برديگری دليل اين به است ممکن بنداشتی مجموعه يک يک مجموعه بنداشتی ممکن است به اين دليل برديگری 
رجحان داشته باشد که قضيه های کليدی آن تئوری را 

ک گ ت ا ت ات ک تا ا ا دراين راستا ممکن است.سريعتربتوان نتيجه گيری کرد
چنين نتيجه های کليدی رادرمجموعه بنداشتی قرارداده و بی 

.  هيچ اتلاف وقتی بدانها دست يافت
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ل فصل دوف
یويژگيهای مجموعه بنداشتی ب و ج ی يه ويژ

سازگاری  - 2 
گزا د اگ ند نا ازگا ا نداشت ه ک  يک مجموعه بنداشتی راسازگارمی نامند اگردوگزاره

مجموعه بنداشتی ناسازگارفاقد . متناقض ازآن نتيجه نشود
زش تا ا .استارزش

 استفاده ازروش مدل :روش مناسب برای کنترل سازگاری
ل ل اين کار با معنا دادن به عبارتهای اوليه حاصل می .سازی

مانند مدلهای هندسی، حسابی وشجره شناسی که به ( شود 
ل ل
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)مثال قبل ارائه کرديم



فصل دو 
اش ا ويژگيهای مجموعه بنداشتیژگ

)2(سازگاری -2 ری )(ز
.ملموس وايده آل: انواع مدل 

 مدلی که هرگاه معنا يی که به عبارتهای اوليه : مدل ملموس
ازاشيا وروابطی باشدکه ازجهان آن متناظرمی گرددعبارت
.واقعی اقتباس شده است
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فصل دو 
اش ا ويژگيهای مجموعه بنداشتیژگ

)2(سازگاری -2 ری )(ز
 هرگاه معنايی که به عبارتهای اوليه متناظر :مدل ايده آل

بنداشت ازسيستم که باشد وروابط ازاشيا گرددعبارت می گرددعبارت ازاشيا وروابطی باشد که ازسيستم بنداشتی م
.ديگری اقتباس شده است

ه ک از ل دل ک ان ت شه ه که ت ن ن چنين نيست که هميشه بتوان يک مدل ملموس ازيک مجموعه ن
خصوصا وقتی مجموعه بنداشتی . بنداشتی عرضه کرد

غ ل دل ضه اشد ه ل ا ن تناه نا ل شامل نامتناهی عنصر اوليه باشد، عرضه مدل ملموس غير شا
ممکن است، زيرا جهان واقعی شامل نامتناهی ازاشيا 

ت ن
47

.نيست



فصل دو 
اش ا ويژگيهای مجموعه بنداشتیژگ

)3(سازگاری -2 ری )(ز
سازگاری نسبی ابزاری از روی ناچاری
ازگا ازا ک ف ا ل ه ط ه ن ات اث ا  برای اثبات هندسه مسطحه لباچفسکی ازايده سازگاری

هندسه لباچفسکی سازگاراست اگر (نسبی استفاده می شود 
اشد ازگا د اقل ه ا)هند خا فاه که ط بطوريکه مفاهيم خاصی را )هندسه اقليدسی سازگارباشد

ازهندسه اقليدسی به کار گرفته ومدل ايده آلی ازهندسه 
ت د ه ت ا ش انکا دل ه که ا ک ف ا لباچفسکی را که به مدل پوانکاره مشهوراست به دست می ل

آوريم سپس نشان می دهيم هندسه لباچفسکی سازگاراست 
اشد ازگا د اقل ه هند اگ
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.اگرهندسه اقليدسی سازگار باشد



فصل دو 
اشت ن ا ويژگيهای مجموعه بنداشتیژگ

 )4(سازگاری   -2 
اثبات سازگاری به روش مدلها يک اثبات غيرمستقيم 

ت .استا
هيلبرت مساله اثبات سازگاری اعداد حقيقی رابه 

روش مستقيم مورد مطالعه قرار داد، ولی موفقيت ط
زيرااين روش به قواعد استنتاج . چندانی بدست نياورد

منطقی بستگی دارد وهرتغييری دراين قواعد ميتواند
.اثبات سازگاری ازاين نوع رادگرگون سازد

49

ع



فصل دو
ويژگيهای مجموعه بنداشتی

استقلال-3 لال3

 يک بنداشت ازيک مجموعه بنداشتی را مستقل می
نامند هرگاه نتيجه منطقی ازديگربنداشتهای آن مجموعه 

هر.نباشد هرگاه ناميم مستقل را بنداشتی مجموعه يک ر .ب ر  يم  ل  ی ر  و ب ج ي 
.يک ازبنداشتهای آن مستقل باشد
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دو فصل دوفصل
ويژگيهای مجموعه بنداشتی

تقلال3 ا استقلال-3
 بنداشت توازی اقليدس مستقل : مثال ازيک بنداشت مستقل

.است

  مجموعه بنداشتی : مثال ازيک مجموعه بنداشتی مستقل
اقليدسی بنداشت(هندسه پنج است)شامل .مستقل ی ي ج  ب(  .ل )ل پ
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فصل دو 
بنداشت مجموعه ويژگيهای مجموعه بنداشتیويژگيهای

)2(استقلال  –3
کاهش بنداشتها 

 یاستقلال يک مجموعه بنداشتی عموماالزامی نيست يعنی ي ي ی ز و ی و ي
يک مجموعه بنداشتی بدليل عدم استقلال آن فاقدازش 

.بودنخواهد وو
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فصل دو 
بنداشتی مجموعه یويژگيهای ا و ب ج ی  يه ويژ

)2(استقلال  –3

کاهش بنداشتها

خواسته مجموعه های بنداشتی مشهوری بودند که درآغازنا
غير بنداشتهای دندشامل ب تقل بنداشتهایم عه مجم مثلا مثلا مجموعه بنداشتهای .مستقل بودندشامل بنداشتهای غير
بعدا نشان داده شد که اين مجموعه شامل . هيلبرت چنين بود

ند ش م نتيجه بنداشتها ازديگر که است بنداشت کاهشد کاهش . دوبنداشت است که ازديگر بنداشتها نتيجه می شوند
.اين بنداشتها ازاعتبارسيستم هيلبرت نمی کاهد
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فصل دو
یويژگيهای مجموعه بنداشتی و يه ويژ

)3(استقلال  –3

کاهش بنداشتها 
آر مشهو ازمورالمجموعه اساسمتشکل بنداشت هشت هشت بنداشت اساس متشکل ازمور.ال. مجموعه مشهو آر

توانست اين ويلدر. ال.توپولوژی مدرن رابنا نهاده بود، آر
موررا ششم وبنداشت دهد تقليل بنداشت هفت رابه مجموعه رابه هفت بنداشت تقليل دهد وبنداشت ششم موررا مجموعه

.  حذف کرد
ان آ به را تقل نا يا تل بنداشت عه ج هر اقع در  درواقع هرمجموعه بنداشتی مستل يا نا مستقل را به آسانی

رابطهای گزارهای به يک مجموعه می توان با استفاده از
کرد تبديل بنداشت يک ازتنها تشکل حت تقل
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.مستقل وحتی متشکل ازتنها يک بنداشت تبديل کرد



دو وفصل ل 
ويژگيهای مجموعه بنداشتی

ت4 ا ت تماميت -4

ن د گا ه ند نا ا ت ا ازگا نداشت ه ک  يک مجموعه بنداشتی سازگاررا تمام می نامند هرگاه بدون
توسعه عبارتهای اوليه نتوانيم بندشت مستقل ديگری رابه آن 

فزائ .مجموعه بيفزائيمه
يکريختی“و” کاتاگوری“ استفاده ازمفاهيم :آزمون تماميت“.

55



سه ل فصل
منطق نمادی
اهداف فصل

ا طق ا ائ آش آشنائی با منطق نمادی
مآشنائی با تاريخچه اين علم چ
 ارزشیآشنائی با منطقهای چند
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سه ل فصل
تاريخچه

  1660 لايپنيتزدرمقاله ای که منتشر کرد
  1848  جرج بول درمقالات منتشره 1854و
1847کرد منتشر که ای دررساله دمورگان اگوست  1847 اگوست دمورگان دررساله ای که منتشر کرد
 1890  ارنست شرودردرکتاب  1895و

ط آ ”پيش درآمدی برجبرمنطق“
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سه ل فصل
تاريخچه

1903- 1879   گوتلب فرگه
1894رياضيات فرمولبندی پئانودرکتاب  1894پئانودرکتاب فرمولبندی رياضيات
  وايتهد و راسل در کتاب اصول رياضيات

ا19391934 کت ا ل ا ل  1939-1934  ديويدهيلبرت وپاول برنايزدرکتب مبانی
رياضيات 

 1935----ادواری منطق نمادیمجله
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سه ل فصل
اصول منطق نمادی

 منشان دادن عبارات اوليه با نمادها وعلائم
مجردعاری ازسوئ تفاهمات موجود درزبان 

یمعمولی و
  ، نمايش روابط بين احکام، مجموعه ها

لها فرم سيله به نظايرآن ها رده ها ونظايرآن به وسيله فرمولها رده
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سه ل فصل
ترکيبات گزارهای

 جمله ای بامحتوای درست يا نادرست: گزاره
فصل،:ساخت نمادعطف، پنج کمک به ها گزاره ساخت ل : ج   ر  ب  پ ز  

شرط، دوشرط، نقيض 
ها گزا ک ازت د د ها گزا اخت ساخت گزاره های جديد ازترکيب گزاره ها
ساخت جدول ارزشی گزاره ها
بررسی هم ارزی گزاره ها بااستفاده ازجدول ارزشی
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سه ل فصل
برخی قوانين منطقی

قانون طرد شق وسط
نقض قانون قانون نقض
قانون تعدی شرطی

ثا ف قا قانون نفی ثانی
قانون عکس نقيض
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سه ل فصل
گزاره های هم ارز 

¬(¬p^¬q)
¬(p^¬q)

pvq
p→q (p q)

¬(p^¬q)
p q
p↔q

¬(¬p^¬q)p^q ( p q)
¬p^¬q

¬[(¬pvq)v(¬qvp)]

p q
p→q
p↔q [( pvq)v( qvp)]p↔q

¬(p→¬q)
¬p→q

p^q
Pvq
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¬p→q
¬[(p→q)→(q→p)]

Pvq
p↔q



سه ل فصل
حساب گزاره ها

 اجرای روش بنداشتی باشروع ازبنداشتها
نتايج به وختم ازمفروضات شروع شروع ازمفروضات وختم به نتايج
 عدم توجه به درستی يانا درستی مفروضات

ا ات اث لال ت ا ت ت توجه به درستی استدلال دراثباتها
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سه ل فصل
)2(حساب گزاره ها 

 با تعداداندکی ازاتحادهای منطقی بقيه آنها بر : روش ساخت
در اين . طبق قواعد مشخص قواعد منطقی به دست می آيند  ي ی ی و ص و ينق ر

در . روش اتحادها به وسيله محاسبات نمادی بدست می آيند
زاين روش اندکی ازمجموعه همه اتحادها به عنوان بنداشت  ی ر
انتخاب شده وسپس برطبق قواعد صوری ديگر اتحادهای 

اين قواعدهمان نقشی رادرگسترش .منطقی به دست می آيند ی ری ر ر ی
حساب گزاره ها دارندکه نتيجه گيری منطقی درگسترش هر   

.تئوری رياضی
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سه ل فصل
عبارتهای اوليه

گ مجموعه ای مانندP  متشکل ازp,q,r,…     که گزاره
.می ناميم

 عمل دوتايی که براعضایP اثرکرده وبا نشان می دهيم.
براعضای که دوتايی وباPعمل دهيماثرکرده می .نشان



ی يی  بر و ر وبPل  يمر ی  .ن 
 سايراعمال به دليل تعريف پذيری بااعمال فوق نيازبه

ندارند .تعريف ندارندتعريف
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سه ل فصل
بنداشتها وتعاريف

 1تعريف- p→q   به معنی¬pvq  می باشد
L1–(pvq)→p L1(pvq)→p
L2–q→(pvq)

L3( ) ( ) L3–(pvq) →(qvp)   
L4 -(q→r)→ [(pvq)→(pvr)] 
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سه ل فصل
قواعد استنتاج قضايا يا اتحادهای ثانويه

R1–دريک اتحاد هرجاگزاره : قاعده جايگزينیq  هست
راباگزاره سازيمpآن جايگزين ميتوانيم ميتوانيم جايگزين سازيمpآن راباگزاره

R2– جايگزينی هرعبارتی در :قاعده جايگزينی تعريفی
آن معادل باعبارت اتحاد يک اتحاد باعبارت معادل آنيک

R3– هرگاه : قاعده استلزامm وmn  ،برقرارباشدn 
ت ا ا .برقراراستق

R4– هردو گزاره درست : قاعده عطفm  وn   می
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.رابدست آوردmnتوان اتحاد ثانويه



سه ل فصل
برخی قضايای حساب گزاره ها

 1قضيه  (q→r)→[(p→q)→(p→rR]
 2قضيه  p→(pvq)
3قضيهp→p 3ي p p
 4قضيه  ¬pvq

ه 5قض 5قضيه pv¬p
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سه ل فصل
برخی قضايای حساب گزاره ها

  6قضيهp→¬p→¬p : 
7قضيه:p→¬(¬p)  7قضيه:p→ ( p)
  8قضيه: pv{¬(¬p)}  
)(9ق  9قضيه:¬p)→p(¬
 10قضيهp↔¬(¬p):
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سه ل فصل
منطق چند ارزشی يا منطق غير ارسطويی 

1921  بنا گذاشتن منطق سه ارزشی : جی لوکازيويچ
1930منطق:پستالای گذاشتن ارزشیmبنا 1930بنا گذاشتن منطق: پست .ال.ایm ارزشی
1932  بنا گذاشتن منطق بينهايت ارزشی: اچ ريچن باخ

ک1932 شا ا ط گ کا 1932 بکار گيری منطق چندارزشی در :اف سويسکی
نظريه کوانتم فيزيک
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سه ل فصل
سقوط مطلق گرايی منطقی

ن ان ازق گ شق که ت ن ن ک ا ه ا ا  برای عامه مردم باورکردنی نيست که شق ديگری ازقوانين
منطقی، بجزآنچه ارسطو درقرن چهارم قبل ازميلاد بيان کرده 

.  داشته باشداست وجود
  احساس عمومی براين است که قوانين منطق ارسطو به

گونه ای با ساختار جهان و لذا با طبيعت استدلال انسانها در 
اند يخته . آميخته اندآ

  فروريخت 1921اين منطق گرايی منطقی سرانجام درسال.
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سه ل فصل
)2(سقوط مطلق گرايی منطقی 

 اازماهيچ وجهی: آلونزويچ ايی ي ق رايکت ه درستی مطل ب
يچ يميک ازه ی کن ی اطلاق نم تمهای منطق ذوات .سيس زيچ يمي ی ق ی وي

ا  تفاده آنه ه خاطراس ه ب تند ک ای صوری مجردات هس منطقه
اهدات توصيف ودر ا مش ی ي ايق تجرب ه حق ازماندهی ب س یر ر ی ز

اين ذوات به گونه ای بی روح وويژگيهای. اختراع شده اند
وند ی ش خص م ورد نظرمش تفاده م رای اس ک ب ن . خش اي ی ر ر ر

.بستگی دارندها به انتخاب دلخواه مخترع نيزويژگی
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سه ل فصل
  منطق سه ارزشی ادامه

 درستپذيرش سه نوع ارزش درست، نادرست، نيمه
ارزش جدول عطف:نوع اربرای چهاردرچه جدول  اربرای عطف :نوع جدول ارزشی جدولی چهاردرچه

وجدولی چهاردردو برای نقيض
لل نوع جدول ارزشی 256:تعداد جداول ارزشی ممکن

متفاوت 
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سه فصل سهفصل
منطق سه ارزشی ادامه

 ر ده ب ساختن جدول ارزش هريک ازرابطهای منطقی باقيمان
عطف ل جد ب نقيضح ونقيضحسب جدول عطف

 ارتباط نزديک بين منطقهای چند ارزشی ونظريه احتمال
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سه ل فصل
يک جدول عاطف

F?T

 يک جدول عاطف درمنطق سه
ارزشی

 F?T
F?TT
F???



F???
FFFF
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سه ل فصل
دو جدول  نقيض

 دو جدول ارزشی نقيض در
منطق سه ارزشی

-PP
?T
??
TF TF

-PP
?T ?T
F?
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ه س ل ل  فص
شک و ترديد مولد علوم جديد

جوهره رياضيات درآزادی نهفته است: جورج کانتور.
هم س ی علم رفت پيش و ف کش در طويی غيرارس ای منطقه  هم ی س رفت علم ف و پيش طويی در کش ای غيرارس منطقه

د ی. بزرگی دارن وری وقت ه تئ تاين سئوال شد چگون ازاينش
داد خ پاس ردی ک راع اخت را بيت را:نس ی علم ل اص ک ي خ داد ردی پاس راع ک بيت را اخت ی را :نس ل علم ک اص ي

. مورد سئوال وکاوش قرار دادم
قرار ترديد رد رام ضرب جابجاي بنداشت کيل ن هاميلت  هاميلتون وکيلی بنداشت جابجايی ضرب رامورد ترديد قرار

.دادند
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سه ل فصل
شک و ترديد مولد علوم جديد

اقليدسخواجه نصيرطوسی، لباچفسکی وبويوئی اصل توازی
.رامورد سئوال قراردادند ر ر و ور ر

 کپرنيک اين اصل را که زمين مرکز منظومه شمسی است
قرارداد ترديد .مورد ترديد قراردادمورد

ترديد قراردادموردراگاليله سقوط سريع اجسام سنگين.

78



چهار رفصل ل چه
بحرانهای تاريخی در مبانی رياضيات

فصل لاهداف  
  بررسی سه بحران رياضی

ا ف ک ا بحرانی که هنوزرفع نشده است
پپارادوکسهای نظريه مجموعه ها
 پارادوکسهای راسل وکانتور
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چهار رفصل ل چه
بحران اول

 قرن پنجم قبل ازميلاد: زمان
بحران نامتناسب:منشا هندسی کميتهای کميتهای هندسی نامتناسب:منشا بحران
 سال قبل ازميلاد توسط ادوکسوس 370: رفع بحران

ا ف تا ا گ ک1872تلاش ا ريچارد ددکيند 1872:تلاشی ديگردرراستای رفع بحران
 ابطال نظريه فيثاغورثيان درباب کميتها: نتيجه تاريخی
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چهار رفصل ل چه
بحران دوم

 اواخرقرن هفدهم: زمان پيدايش بحران
بحران ديفرانسيل:منشا حساب توسطکشف وانتگرال وانتگرال توسط کشف حساب ديفرانسيل:منشا بحران

نيوتن ولايپ نيتز
بحران ع ض مشتق:م درمفاهي ها ک پاراد تناقض تناقض و پارادوکسها درمفاهيم مشتق و :موضوع بحران

نمومتغيرونسبت تغييرنموبه رشد
تنافا نا ا ک ک ا ن ا ت ک کميتهای بينهايت کوچک، سريهای نامتناهی ، :مفاهيم مبهم

توان صفر
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چهار رفصل ل چه
بحران دوم ادامه

تلاش برای رفع بحران 
وايراشتراوس شهودهندسی:کارل با ارائهمقابله با درآناليز  درآناليز با ارائه  مقابله با شهودهندسی: کارل وايراشتراوس

تابعی همه جا پيوسته وهيچ جا مشتق پذير
يلر ا نارد درآناليز:لئ لگراي فرم ضع وضع فرمولگرايی درآناليز:لئونارد اويلر
وضع قانون مبانی آناليز: دالامبر

گ  بسط تابع به سری تيلور:جوزف لويز لاگرانژ
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چهار رفصل ل چه
بحران دوم ادامه

 طرح استانداردهای منطقی آناليزوطرح سريهای :  گاوس
یابرهندسی ر

 وضع مفاهيم اتصال مشتق وانتگرال معين : آگوست لويوئی
نوين ای شيوه به شيوه ای نوينبه

ارائه انتگرال ريمان:ريمان
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چهار رفصل ل چه
بحران سوم

 1902و  1897: زمان پيدايش بحران
بحران:ويژگی کامل رفع عدم عدم رفع کامل بحران:ويژگی
 پارادوکسهای موجود درتئوری عمومی : زمينه بحران

ر کانت های عه مجموعه های کانتورمجم
  توسط برالی فورتی در  1897: ظهوراولين پارادوکس

ا تئوری مجموعه هاتئ
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چهار رفصل ل چه
بحران سوم

 تئوری درتوسط کانتور 1898: ظهوراولين پارادوکس
یمجموعه ها مشابه پارادوکس برالی فورتی ور ی ر س و ر پ و

 توسط برتراند راسل در  1902: ظهوردومين پارادوکس
در ها مجموعه مجموعهتئوری مفهوم خصوص خصوص مفهوم مجموعه تئوری مجموعه ها در
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چهار رفصل ل چه
بحران سوم ادامه
تلاش برای رفع بحران

  
ل1908 ز 1908زرملو

1918 هرمان وايل
نکل فرا فرا نکل
 اسکولم
فن نويمان
 برنانز
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چهار رفصل ل چه
تئوری بنداشتی اعداد حقيقی 

 اواخرقرن نوزدهم
دوم بحران حل برای پاسخی پاسخی برای حل بحران دوم
 قدمی برای فهم حساب ديفرانسيل وانتگرال

ا گ طق ا راهی بسوی منطق گرايی
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چهار رفصل ل چه
تئوری بنداشتی اعداد حقيقی

 بابليان، هنديان وايرانيان : سابقه تاريخی
صفر:بابليان نماد معرفی معرفی نماد صفر:بابليان
 معرفی نماد صفر: هنديان

ا ا تا توسعه جبر:ايرانيان
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چهار رفصل ل چه
اعداد طبيعی

اصول پئانو

صفر عدد طبيعی است
یتالی طبيعی، طبيعی است بي ی بي ی
هيچ دو عدد طبيعی متمايز يک تالی ندارند
نيست طبيعی عدد هيچ تالی صفر ي ی  بي يچ   ی  ر 
 اگر خاصيتی در باره صفر صدق کند،  واگردرمورد يک عدد

طبيعی صدق کند درباره تالی ان هم صدق می کند، درباره همه 
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ر رب ی ق م ن ی ر رب ق ی بي
اعداد طبيعی صدق می کند



چهار رفصل ل چه
اعداد طبيعی

:  اصطلاحات تعريف نشده  در اصول پئانو

صفر
تالی تالی
عدد طبيعی

:ناتوانی اصول پئانو پ
عدم تعريف انواع بالاتر اعداد
عدم تعريف جمع و ضرب اعداد طبيعی

ش ا طلا ””““ا
90

زوج مرتب” و“مجموعه“عدم وجود اصطلاحات تعريف نشده”



فصل چهار
ا ا الات ا انواع بالاتراعدادان

 یمعرفی تئوری اعدادگويا برپايه تئوری اعداد طبيعی بي وری ي برپ وي وری ی ر
 زوجی مرتب ازدوعدد طبيعی= يک عدد گويا  : روش
ا گ عدد تب:د ای ز جمع زوجهای مرتب: جمع دوعدد گويا
 ضرب زوجهای مرتب: ضرب دوعدد گويا
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چهار رفصل ل چه
انواع بالاتراعداد

معرفی تئوری اعداد حقيقی برپايه تئوری اعداد گويا
گويا:روش ازاعداد ای دنباله حد ، ددکيند برش از استفاده استفاده از برش ددکيند ، حد دنباله ای ازاعداد گويا:روش
 معرفی تئوری اعداد مختلط برپايه تئوری اعداد حقيقی

ط ا ا ش ا ا ا ش کک ک  کرونکرمی : يک بينش براساس پايه شمردن اعداد طبيعی
خداوند اعداد طبيعی را ساخت ، بقيه کار بندگان “ گويد 

”اوست”ا
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ن ل فصل پنجمف
رياضی های یفلسفه ی ري  

اهداف فصل
ائ گ نطق ف فل ا آشنائ آشنائی با فلسفه منطق گرائی

آشنائی با فلسفه شهود گرائی
آشنائی با فلسفه اشراق
صورت فلسفه با گرائیآشنائی ور یی ب   ر
شناخت تئوری طبقات
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پنجم جمفصل ل پ
منطق گرائی

پنداشتن رياضيات به عنوان شاخه ای ازمنطق
رياضيات کل به منطق شدن تبديل تبديل شدن منطق به کل رياضيات
بيان تمام مفاهيم رياضی به کمک منطق

طق ا ا ا ا ت تمايزنامحسوس رياضيات ومنطق
پنداشتن تمام قضايای رياضی به عنوان قضايائی ازمنطق
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پنجم جمفصل ل پ
منطق گرائی ادامه

 فرگه: اولين پايه گذار
تاويل:فرگه منطق قوانين به توان می را عدد قوانين فقط فقط قوانين عدد را می توان به قوانين منطق تاويل :فرگه

کرد
گذار پايه مين ل:د را برتراند برتراند راسل:دومين پايه گذار
 همه رياضيات را می توان به منطق تاويل کرد:راسل
 بيان هندسه به کمک هندسه تحليلی :شيوه فهم اين استدلال
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پنجم جمفصل ل پ
منطق گرائی ادامه

استدلال اوليه“ازاستفاده:ويژگ های اوليه“،“ايده ”احکام احکام اوليه ،  ايده های اوليهازاستفاده:ويژگی استدلال
 استفاده ازتئوری طبقات وحساب گزاره ها

گ وايتهد:سومين پايه گذار
همه رياضيات را می توان به منطق تاويل کرد:وايتهد
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پنجم فصل پنجمفصل
منطق گرائی ادامه

تلاش راسل ووايتهد درراستای “  اصول رياضی“کتاب
منطق گرايی

 استفاده ازتئوری طبقات
ط استخراج رياضيات ازاعداد طبيعی

  عدد طبيعی”و” تالی“ ، “صفر “بکار گيری”
استفاده ازاصول پئانو
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پنجم جمفصل ل پ
منطق گرائی ادامه

تئوری طبقات

 قراردادن مجموعه ها ، مجموعه : اصل تئوری طبقات
ها عه طبقاتمجم يا ح ط له ل يک در در يک سلسله سطوح يا طبقات.....مجموعه ها و

 عدم قبول مجموعه هائی با عضو هائی ازطبقه ای غيراز
آ خ ق ازط ت ا ل لافا ق طبقه بلافاصله پايين ترازطبقه خودآنط

 به فلسفه“ بی معنی “ وارد کردن مفهوم
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پنجم جمفصل ل پ
منطق گرائی ادامه

طبقات تئوری طبقاتتئوری

ثالث شق ط قا ف نفی قانون طرد شق ثالث
عناد راسل درتقابل با پارادوکسها
اصل دورباطل ونقض پارادوکسها
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پنجم جمفصل ل پ
منطق گرائی ادامه

بررسی عميق در باب تئوری طبقات
پارادوکس دونوع يا:وجود الفاظ ازمعانی ناشی پارادوکس پارادوکس ناشی ازمعانی الفاظ يا :وجود دونوع پارادوکس

تناقض معنوی وپارادوکس ناشی ازتئوری مجموعه ها
ی معن ع ن از اپيمنديس کس پاراد پارادوکس اپيمنديس از نوع معنوی
عدم پردازش تئوری طبقات به پارادوکسهای معنوی
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پنجم جمفصل ل پ
منطق گرائی ادامه

 تئوری طبقات به عنوان وسيله ای در انتظار پيدا شدن
وسيله بهتری برای متوقف ساختن پارادوکسها

نظريه راسل به عنوان راه حلی موقت
 “ راسل و وايتهد راهی برای توجيه شکاف “اصل بيکرانی

نوع از ذاتها بيشماری تعداد وجود تصديق و طبقات وع تئوری ز  ه  ری  يق وجو  بي ب و  وری 
پايين ترين طبقه
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پنجم جمفصل ل پ
منطق گرائی ادامه

بررسی عميق تئوری طبقات ادامه
 مطابقت نداشتن اصل بيکرانی با فلسفه واقعگرايی که بنا بر آن

پيش از ما که را آنچه فقط عدد کهرياضيات است اين بر فرض بر اين است کهرياضيات عدد فقط آنچه را که ما از پيش فرض
درباره برخی ذاتهای مجرد می دانيم بيان می کند

 مجموعه مجموعه ها “ عدم پذيرش  : نقايص ديگر تئوری طبقات  “
ل“““ ق”ک ط ا ک ا و اينکه برای هر طبقه در ”مکمل مجموعه“ و“مجموعه تهی“، 

اين وضع . تازه ای وجود دارد“ يک “ سلسله مراتب طبقات عدد 
.برای بقيه اعداد طبيعی نيز در هر طبقه رخ می دهد خ

 “ راسل راهی برای فرار از معضل به وجود “  اصل تحول پذيری
آمده برای اعداد طبيعی 
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی

 زمان کانت: سابقه تاريخی
گرايان گامهای:تزشهود با رياضی وبرهانهای اشيا ساختن ساختن اشيا وبرهانهای رياضی با گامهای :تزشهود گرايان

متوالی و متناهی
ليه ا د شه بر رياضيات پايه قرارداشتن قرارداشتن پايه رياضيات بر شهود اوليه

 ودرک يک شيئ مشخص و سپس “ قبل و بعد “ درک ما از
ا ا ال ت ا اک ادراک های بعدی متوالی وبی پايانا

حصول اعداد طبيعی به روش فوق
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی

کانت و شهود گرائی
راشمرد آنها بتوان که دارند وجود وقتی اعداد اعداد وقتی وجود دارند که بتوان آنها راشمرد
بزرگترين عددعدم وجود

ا ت ا ل ا ا ا عدم وجوداعداداصلی نامتناهی
عدم وجود حداکثرطول درهندسه
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی

 ارائه نظريه بيکران بالقوه به جای بيکران بالفعل توسط
کانت

مهم خوانی نظريه کانت باارسطو درباب بی کرانی بالقوه
اصراربرگامهای ساختار گرايانه و طی گامهای متناهی
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی

شهود گرائی معاصر با نظريه ساختارگرائی
شاخص بروئورهلندیایال:چهره جی جی بروئورهلندی.ای. ال:چهره شاخص
اعمال روش ساختارگرانه تئوری مجموعه ها

ا ک ا ا ا کا ا ل سلب امکان وجود مجموعه های پارادوکس زا
قويترشدن تدريجی فلسفه بروئوربا گذشت زمان
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی

شهود گرايان درتقابل با نظريه کانتور
تعداد براينکه مبنی کانتور نظريه درمقابل گرائی شهود  شهود گرائی درمقابل نظريه کانتور مبنی براينکه تعداد

.اعداد حقيقی بيشترتعداداعداد طبيعی است
برای حقيق عدد يک نامتناه اعشاری ط ازب تفاده ا  استفاده ازبسط اعشاری نامتناهی يک عدد حقيقی برای

اثبات ادعای فوق توسط کانتوروسزنده نبودن اين استدلال 
گرايان د شه ازديد شهود گرايانازديد
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی

“قانون طرد شق وسط ” شهود گرايان ورد 
برای نه که دررياضيات مواردی با درتقابل گرائی شهود  شهود گرائی درتقابل با مواردی دررياضيات که نه برای

صحتشان دليلی پيدا شده ونه برای بطلانشان مانند 
فرما“ قضيه “آخرين آخرين قضيه فرما 

.“حدس گلدباخ “ و 
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی

  اصرارشهود گرايان براينکه درمواردی مثل دومورد فوق
مبايد به صراحت تصميم گرفت وچون صحت يا سقم  ي وچون ر يم ر ي

مشخص نيست پس حکم برشق وسط يعنی 
نادرست“ ونه صحيح “نه نه صحيح ونه نادرست

.رابايد پذيرفت
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی و قربانيان رياضی برسر اين فلسفه

تئوری های قربانی شده بشرط پذيرش شهود گرائی

ل کانتا ل ا ا ا تئ تئوری اعداد اصلی کانتور:اولين مورد
 هرمجموعه کراندار ازاعداد طبيعی يک کران بالا : دومين مورد

ردارد
 تاوانی بسيار سنگين( اصل موضوع انتخاب زرملو (
ساير اصول هم ارز اصل موضوع انتخاب نظير

لم زرن،
اصل خوشترتيبی ، 

ا تق ا
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی در تقابل با منطق گرائی

 دراصول رياضيات راسل ووايتهد قانون طرد شق وسط و
نقانون تناقض هم ارزانگاسته شده ولی برای شهودگرايان  ي ر هو ر ی و رز م ض ون
اين وضع قابل قبول نيست وتلاش برای دستگاه منطقی که 

ر 1930درآن ايده های شهودگرايانه قابل تحمل باشد درسال  ي ر هو ي ن ر
توسط هيتينگ انجام گرفت ومنطق نمادی شهود گرايانه 

.توسعه ورشد يافت ي ور و
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پنجم جمفصل ل پ
شهود گرائی و توسعه رياضيات

چه مقدارازرياضيات را ميتوان با محدوديتهای شهود گرايانه 
ربازسازی کرد؟ ز ز

تار پي قضيه ها عه مجم ری نظيرتئ زيادی بخش  بخش زيادی نظيرتئوری مجموعه ها وقضيه پيوستار
.کانتورتا حدودی بازسازی شده است

ک کلا ا ا از ت ا ت ک ا ان ا گ ش ش ا گ  گرايش شهود گرايانه بسيارکم توان ترازرياضيات کلاسيک
.است
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پنجم جمفصل ل پ
)2(شهود گرائی و توسعه رياضيات 

چه مقدار از رياضيات را ميتوان با محدوديتهای شهود گرايانه 
ربازسازی کرد؟ ز ز

دبخش:نتيجه ش قربان بايد يک کلا ازرياضيات عظيم عظيمی ازرياضيات کلاسيک بايد قربانی شودبخش:نتيجه
در عدم بروز تناقض:گرائی يکی ازنقاط قوت فلسفه شهود

ائ گ ش ا ز(ش ا تا ت )ال )البته تا امروز(روشهای شهود گرائی
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پنجم جمفصل ل پ
فلسفه اشراق
 سهروردی: شيخ فلسفه اشراق

تکيه دو هر شهود و کشف و استدلال بر اشراق فلسفه  فلسفه اشراق بر استدلال و کشف و شهود  هر دو تکيه
.دارد

برم ازعدد کانت درک به رياض گرائ د شه ابقه  سابقه  شهود گرائی رياضی به درک کانت ازعدد برمی
گردد، درحالی که فلسفه شهود درمبانی کلی فلسفی که به 
نسبت ارسط از پيش ره د به است ف معر اشراق فلسفه اشراق معروف است به دوره پيش از ارسطو نسبت فلسفه

.داده ميشود
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پنجم جمفصل ل پ
صورتگرائی
 ديويد هيلبرت   1899: سابقه تاريخی
نويمان:سايرين فن اکرمان، برنايز،  برنايز، اکرمان، فن نويمان: سايرين

 رياضيات با سيستمهای نمادی صوری : تزصورتگرائی
ای گردايه از ت عبارت رياضيات بنابراين کاردارد سروکاردارد وبنابراين رياضيات عبارتست از گردايه ای ر

ازسيستمهای نمادی مجرد که مفاهيم آن صرفا نمادهای بی 
م بيان نمادها بااين که هستند لهائ فرم آن احکا معنی واحکام آن فرمولهائی هستند که بااين نمادها بيان می معن

. شوند
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پنجم جمفصل ل پ
صورتگرائی ادامه

مفاد يک سيستم صوری
رسمی زبان وقواعد(يک نمادها از ای )گردايه  گردايه ای از نمادها وقواعد ( يک زبان رسمی(
گردايه ای ازبنداشتها

تا ت ا ت ت(ک ا ا ق ا ا ا گ گردايه ای از قواعد برای نتيجه (يک سيستم استنتاجی
)گيری حکمی ازحکمی ديگر

گ قضيه هائی که باگامهای متناهی از بنداشتها نتيجه ميشوند
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پنجم جمفصل ل پ
صورتگرائی ادامه

تلاش هيلبرت

 تلاش هيلبرت برای رفع بحرانهای پارادوکسهای تئوری
رتگرائ تزص باارائه ها عه مجموعه ها باارائه تزصورتگرائیمجم

1934  انتشار دوجلد کتاب مبانی رياضيات  1939و
ا ا تگ ل ان هيلبرت، انجيل صورتگرايانل

  موفقيت هيلبرت درگروحل مسئله سازگاری
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پنجم جمفصل ل پ
صورتگرائی ادامه

)2(تلاش هيلبرت 

روش مدلها فقط تضمين کننده سازگاری نسبی بود
ل ط ت ا ل ش گذاشت ا ک کنارگذاشتن روش مدلها توسط هيلبرت

 تئوری برهان “ تلاش هيلبرت با روش مستقيم وجديد بنام“
پايان تراژيک تئوری برهان
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پنجم جمفصل ل پ
شکست تئوری برهان

ات اض نطق خ تا از ا دل گ ت ا ت د ه قضيه عدم تماميت گودل اعجاز تاريخ  منطق ورياضياتقض
کتاب آشنائی با منطق رياضی تاليف اندرتون ترجمه ( 

دانشگاه نش شاه )خ )خسروشاهی نشردانشگاهی

ل لگ گ ل ل 1931قبل ازچاپ کتاب مبانی هيلبرت گودل با :گودل
که برای يک روشهای قاطع وغير قابل ترديد نشان داد

غن کاف قد ه تنتا ا کلت ت ن ه همچون سيستم کل سيستم استنتاجی به قدرکافی غنی
رياضيات کلاسيک هيلبرت، غيرممکن است که بتوان 
اثبات سيستم آن به متعلق روشهای رابا سيستم سازگاری
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پنجم جمفصل ل پ
شکست تئوری برهان

قضيه عدم تماميت گودل اعجاز تاريخ  منطق ورياضيات
کتاب آشنائی با منطق رياضی تاليف اندرتون ترجمه خسروشاهی ( )

)نشردانشگاهی 
 سيستمهای صوری که مدعی اند برای ) : قضيه عدم کمال ( گودل

ازگا ن تن ن نا اط ل قا تن کاف ات اض ا تخ استخراج رياضيات کافی هستند قابل اطمينان نيستند يعنی سازگاری ا
آنها را نمی توان با روشهای متناهی فرمولبندی شده درداخل سيستم 

باثبات کرد، درحالی که هرسيستمی که دراين معنی قابل اطمينان باشد  ن ي ب ی ين ر ی ي ر ی ر ر ب
.غيرکافی است

قضيه عدم کمال گودل شکست تئوری برهان هيلبرت
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شش شفصل ل 
ذوات رياضی

اهداف فصل
ماهوی باسئوالات آشنائی آشنائی باسئوالات ماهوی
  بررسی ديدگاههای مختلف ياضی درباره ماهيت ذوات

رياضیرياض
  پاسخ دگماهای صورتگرايان، افلاطونگرايان، شهود

ا ا ذ ا ا گ نا ا ا گرايان ونامگرايان درمورد ذوات رياضیگ
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شش شفصل ل 
ذوات رياضی چه ماهيتی دارند

  هرگاه کارروزانه تان رياضی باشد، به : ديويدهرش
ه گاه کارتان را . نظرتان طبيعی ترين کاردردنيا می باشد

ظ لحظه ای متوقف کنيد وفکرکنيد چه کارمی کنيد واين کارها ل
چه معنی دارد، به نظرتان رياضيات يکی ازاسرارآميزترين 

ت ا کها ال د ت ا ت د د اقل ه زهند هن ا چرا هنوزهندسه اقليدس درست است، درحاليکه .اموراست
فيزيک ارسطويی از سالها پيش مرده است ؟ در رياضيات 
ذوات کنيم؟ م پيدا معرفت آنها به وچگونه دانيم م چه می دانيم وچگونه به آنها معرفت پيدا می کنيم؟ ذوات چه

رياضی چگونه ذواتی هستند؟ مجردند يا ملموس؟ فقط در 
دارند؟ نيزوجود خارج درجهان يا هستند آدمی ذهن
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شش شفصل ل 
افلاطونگرايی

 ذوات رياضی را ما نمی سازيم بلکه ازقبل يکباروبرای هميشه وبه
ما آنها را خلق نمی کنيم ، آنها را . شکل ايده آل وازلی خلق شده اند

.کشف می کنيم
 ياضی نظری است که برطبق آن ذوات رياضی مستقل از وجود

ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا .انسانها ورياضيدانان وجود دارند، در جايی خارج ازوجود ماا
 برطبق اين نظر، رياضيات همتای نمادی جهان است که به تدريج

ت ا افت ش ت گ . رشد و گسترش يافته استش
 کاريک نظريه پردازرياضی اين است که به نوای جهان گوش دهد و

کند ت ث ند د شن اکه ه آن
123

. آنچه راکه می شنود ومی بيند ثبت کند



شش شفصل ل 
)2(افلاطونگرايی 

 ذوات رياضی حقيقی بوده ووجود آنها مستقل ازدانش ما در
.موردآنهاست ور

 مجموعه ها، فضاهای برداری، منيفلدها، منحنی های فضا
ذواتی و هستند رياضی وحش باغ اعضای همگی پرکن همگی اعضای باغ وحش رياضی هستند و ذواتی پرکن

.معين اند
زمين يک مانند تجرب عل دانشمند يک رياضيدان، يک  يک رياضيدان، يک دانشمند علوم تجربی ومانند يک زمين

شناس است، وی نمی توانداختراع کند، اوکشف می کندهمه 
است شده اختراع چيزازقبل
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شش شفصل ل 
)3(افلاطون گرايی  
 همه چيزازقبل وجوددارد رياضيدان به قدرکافی : رينه تام

روزبايد شهامت داشته باشد که تمايلات عميق خودرا بروزدهد  ر و يق ي ي
وتاييد کند که صورتهای رياضی درواقع وجود دارند

ما:گودل تجربی، ازحس رياضی ذوات جدايی عليرغم عليرغم جدايی ذوات رياضی ازحس تجربی، ما :گودل
موکدا چيزی شبيه دک ازاين ذوات تئوری مجموعه ها را 

تئوریداراهستيم اين بنداشتهای که کنيم می زيراملاحظه زيراملاحظه می کنيم که بنداشتهای اين تئوری .داراهستيم
.      خودرا به ما به عنوان ذواتی حقيقی تحميل می کنند
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شش شفصل ل 
منتقدين فلسفه افلاطونگرايی

 من نميتوانم تصورکنم به جرگه افلاطون گرايان : آلبرت رابينسون
کسانی که جهان درواقع بی نهايت راپيش روی خودگسترده . برگردم

.می بينند واعتقاد دارند که ميتوانند ذوات غيرقابل فهم را درک کنند
 منطق ورياضيات صرفا ما را به صورتهای استنتاج : ويگنشاين

ل ا ا ا ا ا فقط ا ا کا مجهزمی کنند، درکاررياضی ما فقط عباراتی رابه عباراتی تبديل ک
می کنيم واين که چنين تبديلهايی درست است يا نه ازجهت مطابقت 
که شوند م تعيين ضابطه اين با فقط بلکه نيستند رياض ذوات با ذوات رياضی نيستند بلکه فقط با اين ضابطه تعيين می شوند که با
چگونه افراد در واقع از اين عبارتها استفاده کرده و چه چيزی را 

.صحيح می نامند
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شش شفصل ل 
صورتگرايی

 رياضيات علم استنتاجهای منطقی است که درآن از بنداشتها
حدوداوليه آن تعريف .شروع وقضيه ها نتيجه گيری ميشود و ي ير ي ي و ريروع ن ي و و

قضيه و بنداشتها فاقد محتوايند مگر آنکه بدانها . نمی شود
م.تعبيرهايی متناظرکنيم ر ی ر

رياضيات علم برهانهای منطقی است.
آن اصلا آنکه يا دارد د ج برهان يا هرمطلب برای  برای هرمطلب يا برهانی وجود دارد يا آنکه اصلا آن

.مطلب به حساب نمی آيد
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شش شفصل ل 
)2(صورتگرايی 

 برای مثال در هندسه نقطه و خط عبارات تعريف نشده و
يک بنداشت “ بر هر دو نقطه يک خط می گذرد“گزاره ر رز ی ي و ر ير
. است

ماازآن که ذهنی تصوير به بنداشتی چنين منطقی اهميت  اهميت منطقی چنين بنداشتی به تصوير ذهنی که ماازآن
می توانيم خط راجاده و نقطه را روستا . داريم بستگی ندارد

.بناميمبناميم
“  . ازهردو روستا يک جاده می گذرد“ 

ش ن ل ا تغ تئ ن
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شش شفصل ل 
) 3(صورتگرايی 

نتايج . بايداستنتاجهای منطقی حاصل ازبنداشتها برقرار باشد
.حاصل را قضايای تئوری می نامند ی ور ي ر

  ،هيچ کس نمی تواندادعا کند که يک قضيه حقيقت دارد
حقيقت نه محض رياضيات از احکامی عنوان به ها قضيه ها به عنوان احکامی از رياضيات محض نه حقيقت قضيه

دارند ونه کذب، زيرااحکامی درباب عبارتهای تعريف نشده 
.انداند
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شش شفصل ل 
)3(صورتگرايی 

 تنها چيزی که می توان گفت، قضيه ها نتيجه منطقی بنداشتها
تند .هستنده

قضيه ها فاقد محتوايند
 قضيه ها مبری ازخطا وشک هستند زيرا فرآيند برهان و

.استنتاج منطقی هيچ ابهامی باقی نمی گذارد
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شش شفصل ل 
صورتگرايی و هندسه

 ازنظرتاريخی يک دليل عمده برای ارائه نظرصورتگرايی
.پاسخی به سرنگونی و رد هندسه اقليدسی است ی ي ر و ی و ر ی پ

 ازديدگاه اقليدس بنداشتهای هندسه فقط فرضياتی ساده تلقی
بلکه شوند آشکار“نمی خود آيند“حقايقی می شمار به .به شمار می آيندحقايقی خود آشکارنمی شوند بلکه

  ازديدگاه فيلسوف صورتگرااين تصوررا که می توان با
دآشکار“ خ قابل“حقايق کرد لبندی فرم را نظريه يک يک نظريه را فرمولبندی کرد قابل  حقايق خودآشکار

.قبول نيست
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شش شفصل ل 
صورتگرايی و بنداشت توازی

آيا بنداشت توازی اقليدس ونقيض آن هردودرست است ؟
هرگاه به عنوان يک رياضيدان درصدد :صورتگرايان ن ي ر رور ن ي ري ي ن و ر

باشيم که آزادی عمل خود رابرای مطالعه هردو هندسه 
اقليدسی ونااقليدسی حفظ کنيم لازم است از اين معنی که هر 

تنها . يک ازاين  بنداشتها حقيقت داشته باشد صرفنظر کنيم ظ
چيزی که کفايت می کند سازگاری هريک ازاين هندسه ها 

ت .استا
 اين دوهندسه وقتی متضاد هم تلقی می شوند که به يک

کن د تاک داشته تقاد ا ق ق ک ز ف فضا
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شش شفصل ل 
هندسه و فيزيک در صورتگرايی  
 آيا قضايای هندسه صرفنظر ازتعبيرهای فيزيکی احکامی با

معنی هستند ؟
 آيا ميتوانيم ازکلمات درست و نادرست درباب هندسه محض

استفاده کنيم ؟
 افلاطونگرايان به دوسوال فوق پاسخ مثبت می دهند زيرا

.اشيا رياضی را مستقل ازعالم فيزيکی می پندارند
 اما صورتگرايان پاسخ منفی می دهند و می گويند احکام

هندسی نمی توانند درست يا نادرست باشند زيرادرمورد 
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شش شفصل ل 
صورتگرايی و رسالت آموزشی

  يک صورتگرا چه مصداقها يا کاربردهايی برای تئوريی
که توسعه می دهد درنظردارد ؟

وقتی که . اين گونه سوالها سوالهايی نامربوط است:پاسخ
برای قضيه ای برهانی ارائه ميشود کاررياضی انجام يشده 

طل گ .هرچيزديگردراين باب مطلب اضافی است.است
   مقياس اينکه چه مقداررياضی دريک کلاس درس داده ايم

ث .  اين است که چه مقداردراين کلاس مطلب ثابت کرده ايمطل
 اين سوال که مستمعين ما چه مقدارفهميده اند به رياضيات

ط
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شش شفصل ل 
صورتگرايی فلسفه حاکم درمدارس 

 دراواسط قرن بيستم صورتگرايی وضعيت فلسفی حاکم در
یکتابهای درسی ونوشته های رسمی رياضی به شمار می  ر ی ري ی ر و و ی ر

رفت درحاليکه افلاطونگرايی که توسط بسياری از رياضی 
یدانان مورد قبول بودبه صورت عقيده ای مخفی وخصوصی  ی ر ر

.تلقی می شد وبندرت درمباحث عمومی ذکرمی گرديد
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شش شفصل ل 
صورتگرايی وپوزيتيويسم علمی

 يک دليل عمده حاکميت فلسفه صورتگرايی ارتباط آن با
-1940که گرايش حاکم برفلسفه در .پوزيتيويسم منطقی بود و ی م يوي رپوزي ر م يش ر

درحوزه علمی وين پوزيتيوسيت های منطقی به . بود 1960
رعلم وحدت داده وآن را دريک حساب منطقی صوری طبقه  ی ر ر م

. بندی می کردند
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شش شفصل ل 
مثالی ازپوزيتيويسم منطقی 

 درموردارائه پوزيتيويسم منطقی يک مثال بارزمکانيک
در مکانيکهای کلاسيک .کلاسيک ومکانيک کوانتم بود و م و ي و يي ي ر

.  قواعدی برای اندازه گيری کميتهای بنيادی وجود دارد
حمکانيک کوانتم قواعد خاص خودرادارد برطبق آن اصطلاح  ر ر ر م

درتئوری صوری به اندازه گيريهای تجربی “ مشاهده پذيری“
.مربوط می شود ی ر
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فصل شش 
گا ا ا ک ا ا رياضيات به عنوان يک زبان ازديدگاه پوزيتيويسم ا

یمنطقی
 خودرياضيات، نه به عنوان يک علم، بلکه به عنوان يک

. زبان برای سايرعلوم تلقی می گرددگ
 چرياضيات يک علم به حساب نمی آيد زيراهيچ موضوعی م

.ندارد
قواعد برآن بتوان که است تجربی های داده فاقد رياضيات  و ن  ن بر و جربی   ب ی  ي    ري

.تفسيری رااعمال کرد
گردد م تلق ساختارصوری يک فقط رياضيات
138
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شش شفصل ل 
تمارض ازصورتگرايی

 درسالهای اخيرعکس العمل درمقابل صورتگرايی افزايش يافته
وودرپژوهشهای رياضی اخيرچرخش به سوی مسا ئل ملموس و  وس و ش يرچر ی ري رپژو و

درکتابهای درسی و منابع علمی . کاربردی فزونی يافته است
راهميت بيشتری به مثالها قائل می شوند وبه ارائه صوری مطلب  ر ی ر

.  قاطعيت چندانی نمی دهند
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شش شفصل ل 
فلسفه های ديگر

 تئوری عدد برخلاف بعضی تئوريهای رياضی کم استعمال
.، درزندگيعادی ودرعلوم هميشه به کارمی رود

 برخی رياضيدانان به کارکردن بااعداد طبيعی بدون توجه
آيا بايد وجود چنين ذواتی . به اصطلاح عدد اکتفا می کنند

را باور کنيم؟
 صورتگرايان ومنطق گرايان بااستفاده ازنتايج منطقی

فرضهای اوليه به تعبيرپئانوقناعت نموده وهمين که قضيه ل
ها رانتيجه بنداشتهای آن می دانند وظيفه علم را تمام شده 

دانند
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شش شفصل ل 
تئوری بنداشتی اعداد به 

نا ت ا عنوان سيستمی نا معبرن
و نامعبرانگاشت سيستمی توان می را اعداد بنداشتی تئوری  تئوری بنداشتی اعداد را می توان سيستمی نامعبرانگاشت و

با روشی مجرد ومنطقی درآن پژوهش کرد اما اگر بخواهيم 
و نوع درباره انديشيدن که بکوشيم فرض ازاين بااستفاده ازاين فرض بکوشيم که انديشيدن درباره نوع و بااستفاده
.وجوداعدادرا منع کنيم ازحد ترخيص خارج می شويم

شماردر ب داشيا ج عملا که دند ب معتقد کانت ارسط  ارسطو و کانت معتقد بودند که عملا وجوداشيا بی شماردر
.جهان مقدور نيست 
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شش شفصل ل 
وجود عدد

آيا عدد وجود دارد ؟
؟ است نوع ازچه فلاسفه جوابهای جوابهای فلاسفه ازچه نوع است ؟
 گفت ؟“ بله“آياباقاطعيت ميتوان

قط ط ت ا اشت ق لا ک ا  چيزهايی که لايق داشتن عنوان عددهستند به طورقطع
.وجوددارند
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شش شفصل ل 
مسئله کليات درفلسفه وعدد 

 مسئله کليات درفلسفه مسئله ای بوددرباره وضع خواصی
اينها همه ذوات مجرد .مانند فضيلت، چهارگوشی وسرخی ی ر و ی و ر چ ري و ي

.  هستند يعنی چيزهايی که درفضا وزمان نمی گنجند
دارند؟ حقيقتی نوع چه کليات اين اين کليات چه نوع حقيقتی دارند؟
چگونه درفکرما دارای اهميت واعتبارند؟

ا ش ا لفظ ت ک افت ا تلاش ئل  مسئله تلاش برای يافتن يک تعبير لفظی برای عدد شباهت
.با مسئله کليات دارد
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شش شفصل ل 
جواب فلاسفه به ماهيت کليات 

 کليات ذوات واقعی مجردی هستند که حقيقت : واقعگرايان
ت ن ت ک ا ازاش .وجودشان ازاشيا مجسم کمتر نيستدشان

 هرچند کليات حقايق مجردند، درعالم خارج : مفهومگرايان
ا فک فقط ا ق .حقيقتی ندارند وفقط درفکرما موجودندق

 چيزهايی به نام کليات وجودندارند واگر وجود : نامگرايان
.داشته باشند ذاتهای مجرد نيستند
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شش شفصل ل 
نامگرايی

 نامگرايی نظری است که بنا برآن ذوات مجرد وجود ندارند
ا ا ا ا ذا ک ا ا گ ا نامگرايان بويژه منکروجودذاتهای مجردبه نام اعدادهستند.

 آيا نامگرايان راه هايی برای تعبيراعداد دارند؟

145



شش شفصل ل 
نامگرايان و اعداد 
 انديشه هايی درذهن ما
فکری نمودی تصويريا تصويريا نمودی فکری
مدتی کوتاه درذهن وسپس هيچ

ک ال ااش ا ف فضا رااشغال نمی کند
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شش شفصل ل 
نامگرايی ازنوع ديگرواعداد

اعداد به جای ذوات ذهنی ذوات عينی وطبيعی دارند.
نيست ترازرقم بالاترياپايين چيزی وعدد است يکی عددورقم عددورقم يکی است وعدد چيزی بالاترياپايين ترازرقم نيست.
عدد چيزی معين ومحسوس است.

آ ا ا تئ ل ا ت اا بااين تعبيراصول تئوری اعداد درست درنمی آيد.
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شش شفصل ل 
نامگرايی از نوع ديگرواعداد

 اگرارقام وافی به مقصود نباشند فيلسوف نامگرا هرعددطبيعی
.را می تواند با چيزمعينی ازجهان مادی همانند گيردگ

آيا اين تعبيرميسراست ؟
نه هرگز
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شش شفصل ل 
)2(اعداد ونامگرايی ازنوع ديگر

 درالقائات نامگرايانه فوق اشاره ای نمی شود که
راچگونه بايد “ زوجهای مرتب“و“مجموعه“اصطلاحات روو يزو و چ ر
تعبيرکرد ؟

مجرد وجودش باشد داشته وجود رسداگرمجموعه بنظرمی  بنظرمی رسداگرمجموعه وجود داشته باشد وجودش مجرد
.خواهد بود
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شش شفصل ل 
نامگرايی  وتعبيراعداد

 نمی توان ازقبول اين نتيجه تن زد که برای تئوری اعداد
ورتعبيرنامگرايانه ای وجود ندارد که به موجب آن اين تئوری  ين ن و ر و و ي ر ير

.صحيح درآيد
مانند توان نمی را عدد رياضيات مومن درنظرنامگرای  درنظرنامگرای مومن رياضيات عدد را نمی توان مانند

.معرفتی قطعی به شمارآورد
غيرنامگرايان را نتيجه اين اين نتيجه را غيرنامگرايان

“قياس خلف نامگرايی“
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شش شفصل ل 
نامگرايی ومفهوم گرايی  
رياضی هستند هردوفرقه درمورد مسائلی که دارای وجود

.خست نشان می دهند ی ن
 ذاتهای مورد بحث بنداشتها به نحوی قاطع و : واقعگرايان

دارند وجود .جازم وجود دارندجازم
 وجود ذوات رياضی مجرد پذيرفتنی است : مفهوم گرايان

بشر ذهن پرداخته ساخته .ليکن ساخته و پرداخته ذهن بشرليکن
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گرايی يیمفهوم ر هوم 
نقدی براين فلسفه

 جناح افراطی مفهوم گرايان اعداد يا هر ذات رياضی را مخلوق
که در اين صورت بنداشتهای مخلوق رياضيدانان را . ذهن می دانند

انگاشت ان ت خالق کا ا ثابه .به مثابه احکام خالق می توان انگاشتبه
 وقتی يک رياضيدان با خود می انديشد که

باشند“ چنان و چنين اعداد آن طبق بر که کنم وضع اصل “بايد بايد اصلی وضع کنم که بر طبق آن اعداد چنين و چنان باشند  
آنها را به وجود می آورد و اين آفرينندگی او همانند قدرت کامله الهی 
یاست که هرچه را که مشيتش تعلق گيرد ازنيستی به هستی درمی  ر ی ب ی ي ز ير ق ش ي ر رچ

.آورد
 امااين افراط در خوشبينی است که آيا رياضيدان درفعاليت خود از

؟ ا ا آ کل ق
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شش شفصل ل 
کانت، مفهوم گرايی واقعی

 کانت معتقد است قوانين عدد همانند قوانين هندسه اقليدسی
ی.هم قبلی هستند وهم ترکيبی ي ر م و ی م

 درنظرکانت معرفت ماازعدد برمبنای درک زمان ودرک
قراردارد .ذهن قرارداردذهن

برمبنای درک زمان عدد فقط نوعی شهود مطلق است.
ا خ اخل کا فقط ا ا شناخ ا ذ  ذهن با شناخت اعداد فقط درکار داخلی خود بصيرت پيدا

.می کند نه دريک حقيقت
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شش شفصل ل 
مقايسه مفهوم گرايی و شهود گرايی در باب اعداد

 در فلسفه مفهوم گرايی ذوات رياضی مانند مجموعه ها و
.اعداد مخلوق ذهن ما هستند ن وق

 فلسفه شهود گرايی مجموعه ها و اعداد متناهی رامخلوق
اصلی اعداد نامتناهی، های مجموعه ولی دانند نمی ذهن نمی دانند ولی مجموعه های نامتناهی، اعداد اصلی ذهن

.نامتناهی راذواتی بی معنی تلقی می کنند
حصر حد ب آفرينش قدرت ذهن برای گرايان مفه  مفهوم گرايان برای ذهن قدرت آفرينش بی حد وحصر

.قائلند
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شش شفصل ل 
واقعگرايان

 درنظرواقعگرا وظيفه يک رياضيدان همانند وظيفه کسی
یاست که برای کشف زمينهای دوردست راه سفرپيش می  رپيش ر ور ي ز ر

.نميتواند چيزی اختراع کند او کشف می کند. گيرد
وگرنه:راسل باشد حقيقتی شناختن برای بايد هرمعرفتی هرمعرفتی بايد برای شناختن حقيقتی باشد وگرنه :راسل

حساب بايد همانگونه کشف شده باشد که  . فريبی بيش نيست
کلمب کريستف توسط اشهندغربی درباره که هرچيزی هرچيزی که درباره اش .هندغربی توسط کريستف کلمب

.بتوان انديشيد وجود دارد
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شش شفصل ل 
)2(واقعگرايان 

 وتعاريف غير “ ناسازنده“درنظرواقعگرايان طرد براهين
يچحملی يا تصوراحکامی که نه درست باشدونه غلط به هيچ  و ر ی ور ي ی

.روی موجه به نظرنمی رسد
قائم ما وجود به آنکه بی رياضی وسايرذاتهای اگراعداد  اگراعداد وسايرذاتهای رياضی بی آنکه به وجود ما قائم

باشند به طورحقيقی وجود داشته باشند وسواس شهود 
است اساس وبی زايد کلی به .گرايان به کلی زايد وبی اساس استگرايان
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شش شفصل ل 
)2(واقعگرايان 

سازنده“براستدلالهای نيست“نا ايرادی هيچ هيچ ايرادی نيستنا سازندهبراستدلالهای.
 برای واقعگرايان آخرين قضيه فرما يا صحيح است ياغلط

کني ثابت اني نت اگرما .حتی اگرما نتوانيم ثابت کنيمحت
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شش شفصل ل 
فرگه واعداد 
 معرفت ما ازاعداد مبتنی بريک بينش عقلی قبلی است: فرگه.
 غهرگاه ماباچشم عقل درساختمان فارغ اززمان يک حقيقت عددی م چ

معرفتی قبل از تجربه واز . بنگريم به يک معرفت قبلی می رسيم
.طريق تفکر

 معرفت به اعداد اساسا ربطی به فهميدن و درک معانی کلمات
.ندارد
گ  اگرکسی بتواند زبان اعداد را دريابد اماابری حجاب عقل اوشود به

طوری که نتواند خود عدد رادرک کند، نخواهد توانست قوانين اعداد 
د ف ا
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شش شفصل ل 
)2(فرگه واعداد  

قوانين عدد همه تحليلی اند

  در حساب سروکارمابا چيزهايی نيست که آنچنان که :فرگه
تقيما م که ت ا باچيزهاي بلکه باشند بيگانه خارج با ديديم با خارج بيگانه باشند بلکه باچيزهايی است که مستقيما ديدي
با قوه عقلی ما ارتباط دارند و برای آن چنان روشن اند که 

آنند بسته نزديکترين ي .گويی نزديکترين بسته آنندگ
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شش شفصل ل 
)3(فرگه واعداد  

قوانين عدد همه تحليلی اند
 يمراد فرگه ازگفتن آنکه قوانين عددتحليلی اند فقط اينست که ی ي ين و ن ز ر ر

اين قوانين  
“قابل تحويل“

يعنی معرفت ما. به قوانين منطقی هستند، نه بيشترونه کمتر
به علم که عقلی بينش آن اما عقلی بربينش است مبتنی اساسا مبتنی است بربينش عقلی اما آن بينش عقلی که علم به اساسا

. قوانين منطق برای ما تامين می کند
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شش شفصل ل 
غروب واقع گرايی

  واقع گرايان خود رامانند کاشفانی می شناختند که به کشف
وسطحی ازحقيقت مجرد که تا آن زمان نا شناخته بود نائل  ن ز ن ر ي ز ی
آمدند،  کاشفانی که دريافتند سرزمين پهناور رياضی خود 

ی. جزيره ای است ازيک قاره وسيع به نام حقايق منطقی م ع ر ز ر ز
تصوری بود پرشور و هيجان انگيزاما مانند بسياری از 

رروياهای سپيده دم روشن و فرح بخش، هنوزخوب ظاهر  ز رح ر م پ ر
.نشده و شکل نگرفته محو گرديد و ازميان رفت
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شش شفصل ل 
صورت گرايان و بنداشتها

 به علوم رياضی بايد به صورت سيستمهای بنداشتی و قالب
.ريزی شده نگريست ري ريز

 دراين صورت ازبسياری ازدردسرها وسئوالات بيجا در
هستند .امان هستندامان

 اگربه پيروان اين فرگه بگرويم پرسشهايی ازقبيل
تن“ ان “ق “قوانين عدد چيستند“ 

.دورشده وبه هوا می روند
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اول ولضميمه ي 
اصل موضوع انتخاب

S  متشکل ازa,b,c,….  را > به همراه نسبت دوتايی
قمرتب ساده گوييم اگردرسه بنداشت زيرصدق کند  زير ر ر وييم ر

 اگر .  1مa≠b  آنگاه ياa<b   ياb<a.
2اگرa<bآنگاهa≠b اگر.2مa<b آنگاهa≠b.
 هر گاه .  3مa < b   وb < c   آنگاهa < c .

گ وقتیa < b  گوييمaمقدم برbاست.
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اول ولضميمه ي 
اصل موضوع انتخاب

S   خوشترتيب ناميم هر گاه بنداشت چهارم > را به همراه
رزير نيز برقرار باشد  ر ر يز زير

 هر گاه .  4مs´  يک زير مجموعه غير خالی باشد آنگاه
چون ديگر´sازaعضوی عضو هر برای که bهست  bهست که برای هر عضو ديگر sاز aعضوی چون

عضو  sيعنی هر زير مجموعه غير خالی   s´  ،a<bاز 
باشد داشته .ابتدا داشته باشدابتدا
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اول ولضميمه ي 
قضيه خوشترتيبی زرملو

 هرگاهs مجموعه ای دلخواه باشد يک نسبت دو تايی  <
.خوشترتيب باشد sوجود دارد که نسبت به آنsدر نر ر و يو ر و
 برخی رياضيدانان می گفتند يک جايی در : عکس العمل ها

باشد بايد اشکالی زرملو .برهان زرملو اشکالی بايد باشدبرهان
قضيه به نظر باورکردنی نيست.
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اول ولضميمه ي 
اصل موضوع انتخاب

 ای برول دريافت که زرملو برهانش را براصل به ظاهر
نواضحی قرار داده است که قبلا سالها رياضيدانان از آن  ز ن ي ري ر ر ی و

.استفاده می کردند بی آنکه به آن اصل استناد کنند
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اول ولضميمه ي 
بنداشت زرملو يا اصل موضوع انتخاب 
 هرگاه مجموعهs  به زير مجموعه های غيرخالی دو بدو

,ز Rافرازشود آنگاه لااقل يک مجموعه چون …,A,B,Cمجزا , چون, و ي و ز ر
  …,A,B,Cوجود دارد که از هر يک از زيرمجموعه های 

.دقيقا يک عضودارد ر

است ممکن انتخاب چنين است مدع اصل اين اين اصل مدعی است چنين انتخابی ممکن است.
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اول ولضميمه ي 
اصل موضوع انتخاب

 برول متذکر شد که نه تنها قضيه زرملو برپايه اصل
.انتخاب قرار دارد بلکه باآن معادل است ن ر ر ر

 امروزه ما شاهد وضعيتی راجع به اين اصل هستيم که از
کند می تغيير آن کامل رد تا آن کامل .پذيرش کامل آن تا رد کامل آن تغيير می کندپذيرش

محققين مدرن توپولوژی بی وقفه آن را می ئذيرند.
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اول ولضميمه ي 
اصل موضوع انتخاب

 درجبرگرچه استدلالهايی بدون ياری ازاصل انتخاب پا در
هوا می ماند ليکن متخصصين جبر تمايل دارند تا آنجا که آ

.می توانند بدون استفاده از آن برهانهای خود را بيان کنند
درآناليز ناديده انگاشتن اين اصل غيرممکن است.

169



اول ولضميمه ي 
اصل موضوع انتخاب و اعتراض ها

رياضی ماازوجود بردرک آن دانستن مبتنی مبتنی دانستن آن بردرک ماازوجود رياضی
 ساختنی نبودن مجموعه مذکور دراصل

ت ا ا ا ا ا گ ش ا ا ايراد شهود گرايان بربرهانهای غيرساختنی
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اول ولضميمه ي 
اصل موضوع انتخاب وراسل 

ماگربی شمار جفت کفش داشته باشيم می توانيم :مثال راسل م
مجموعه ای متشکل ازيک لنگه ازآن کفشها رابسازيم،کافی 
ست لنگه های راست هر جفت راانتخاب کنيم که نيازی به 

ا ا ا ل .اصل انتخاب نداريما
 اگربی شمارجفت جوراب داشته باشيم نمی توانيم مجموعه

ک آ ا ا ا ا آ ا گ ل ک ا شکل ای متشکل از يک لنگه ازآن جوراب ها رابسازيم، بی آنکه ا
ازاصل انتخاب استفاده کنيم زيرا نمی توانيم بدون بهره 
کني اانتخاب فت ازه ای لنگه انتخاب ل ازا ی گي
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.گيری ازاصل انتخاب لنگه ای ازهرجفت راانتخاب کنيم 



اول ولضميمه ي 
مثالی ديگربراصل موضوع انتخاب 
 اگرs  باشند  1و0مجموعه اعداد حقيقی بينs  را به زير

ويمجموعه هايی که اعضايش اختلافشان عددی گوياست  ن يش يی و
اين زيرمجموعه ها دوبه دوازهم جدا وغير . تجزيه می کنيم
بدون ياری ازاصل انتخاب نمی توان مجموعه .خالی هستند یی ز ر

ای ساخت که ازهريک از زير مجموعه های فوق دقيقا يک 
. عضو داشته باشد
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اول ولضميمه ي 
تارسکی - پارادوکس باناخ 

 در هر فضایn  بعدی( n >2 )  هر دو مجموعه محدود
یدلخواه که شامل نقاط داخلی باشند با تجزيه متناهی معادل  زي ی و

.يکديگرند
ساده مثال توپر:يک اندازهsوpدوکره به اولی درآن که دوکره توپر:يک مثال سادهp وs که درآن اولی به اندازه

يک نخود و دومی به اندازه خورشيد است را می توان به زير 
وسيله به که کرد تجزيه جدا ازهم دوبدو های مجموعه های دوبدو ازهم جدا تجزيه کرد که به وسيله مجموعه

حرکات صلب معمولی ذرات سازنده نخود، همه کره خورشيد 
راپرکند
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی با اعداد اصلی

سابقه تاريخی 
بصورت آن با کردن وعمل ها مجموعه تئوری فکروبسط  فکروبسط تئوری مجموعه ها وعمل کردن با آن بصورت

يک موضوع خاص واصيل ازآن کانتوررياضيدان آلمانی 
است نوزدهم .اواخرقرن نوزدهم استاواخرقرن

 تئوری مجموعه های کانتور : برطبق سخن يک رياضيدان
است انان ج المعارف .دايره المعارف جوانان استدايره
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

تعاريف مقدماتی
يک به يک تناظر تناظر يک به يک
هم ارزی

ا ت تساوی
عضويت
 يک به يک
پوشا
175
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

مثال
ارزاست هم زوج طبيعی اعداد با فرد طبيعی اعداد اعداد طبيعی فرد با اعداد طبيعی زوج هم ارزاست.
1,3,5,7,9

2 4 6 8 10 2,4,6,8,10
مقايسه دومجموعه نامتناهی عينا شبيه مقايسه دومجموعه 

.متناهی است
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی 

مثال
است يکی فرد اعداد تعداد با طبيعی اعداد تعدادکل اعداد طبيعی با تعداد اعداد فرد يکی است تعدادکل

1 3 5 7 9 111, 3, 5, 7, 9, 11,…n….
  

0 1 2 3 4 5 n-1/2
177
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

مثالی ديگر

اعداد گويا با اعداد طبيعی هم ارز است 
0\1 1\1 1\2 2\1 3\1 1\30\1, 1\1, 1\2, 2\1, 3\1, 1\3, …      

0 ,   1 ,   2 ,   3 ,   4 ,   5, ,……     
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

چند مثال 
بازه-Л/2 Л/2)(باRاست ارز هم  بازهЛ/2 , Л/2)  ( باRهم ارز است.
 اگرs  1يا   0مجموعه همه رشته هايی باشد که ازجملات 

با اند، يافته تNتشکيل ني ارز ه .هم ارز نيست Nتشکيل يافته اند، با 
 مجموعه مذکورs  باR هم ارز است.

179



دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

 عده اعضای يک مجموعه را عدد اصلی آن مجموعه می
.نشان می دهيم IAIرا با نمادAعدد اصلی مجموعه.نامند و يمری ی ن

 مثالI { 1,5,7 } I = 3                  
I { x + } I = 2 I { x , + } I = 2                         
I { 1, 5 } I  =  I { 0 , 1 } I                
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

  عدد اصلیN  0راباқ  اگر . نشان می دهيمA  مجموعه
راعداد طبيعی فرد باشد ی ي

I A I =  I N I = I Q I  =  қ.0

 عدد اصلیR  راباc نشان می دهيم.

I(0 , 1)I = c
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

 فرض می کنيمA  مجموعه ایn عضوی باشد
I P(A) I = 2nI  P(A) I    2

 مثال
I P(N) I 2қI  P(N) I  =  2қ. = c
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

قضيه کانتور

”.هرمجموعه ازمجموعه توان خود کوچکتر است“   
کت ش گفت اBاAقت کت ک وقتی گفته می شود که.تبصرهAازB ، کوچکتر است

 Bبا زير مجموعه ای حقيقی  از   Aبدان معنی است که 
خ ا ل ا ز نBا ز ا .هم ارز نيستBهم ارز است ولی  با خود
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

فرضيه پيوستار کانتور 
کانتورحدس زد عددی بزرگتر ازқ و کوچکتر ازc  وجود ز ر زر ز س ز.қور ر وچ وو و

ثابت کرد که در چار چوب  1937گودل در سال . ندارد
بنداشتهای تئوری مجموعه ها نمی توان اين حدس را ثابت 

ل کوهن ثابت کرد درهمين چارچوب  1964درسال.کرد
اين حدس معروف به . نمی توان اين حدس را رد کرد

کانت تا ه ض اف ه ا ک اد ا از ک يکی ازپارادوکسهای مهم به حساب فرضيه پيوستار کانتور
.می آيد
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دوم ومضميمه ي 
آشنايی بااعداد اصلی

نقص بنداشتها 
توصيف برای ما بنداشتهای گرايانه افلاطون ازديدگاه  ازديدگاه افلاطون گرايانه بنداشتهای ما برای توصيف

اين بنداشتهاآن قدر قوی . تئوری اعداد حقيقی غير کامل اند
کنند بيان را حقيقت کل که .نيستند که کل حقيقت را بيان کنندنيستند

 درهرحال فرض پيوستار يا درست است يا نا درست اما ما
که اي نکرده درک را حقيق اعداد عه مجم کاف اندازه به اندازه کافی مجموعه اعداد حقيقی را درک نکرده ايم که به

.بتوانيم پاسخ درست را تشخيص دهيم
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يضميمه
رواقيون

 حوزه درس اين گروه دريکی ازرواقهای شهرآتنا منعقد می
.شده است

 رواقين حکمت راتنها برای تعيين تکليف زندگانی و دستور
دانستند می .اخلاقی می دانستنداخلاقی

سرسلسله آنان زنون معاصر ابيقوربود.
انش خ زن شاگ شاگرد زنون خروسپوس جانشين وی بود.
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بارکر استفن ، فلسفه رياضی ، ترجمه احمد بيرشک
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